Έστω f πολυωνυμική ( αντί παραγωγίσιμη ) συνάρτηση με f : R-> R , για την οποία υπάρχει κ σταθερός, μη μηδενικός πραγματικός, ώστε f( x + κ ) = f ( x ) για κάθε πραγματικό x.
Έστω ακόμη οι πολυωνυμικές συναρτήσεις g,h : R -> R , για τις οποίες ισχύουν
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i.
Να υπολογίσετε το g(2009)
ιι.
Να δείξετε ότι η f είναι σταθερή
ιιι.
Να βρείτε την h(x)

i.
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, σχέση (1)
Για x = u + κ έχουμε 
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Άρα 
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ii.

Ισχύει 
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, εύκολα με επαγωγή.  Για x = x – κ έχουμε 
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, άρα 
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 σχέση (2)

Έστω f μη σταθερό πολυώνυμο, βαθμού 
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, θα αποδείξουμε ότι έχει το πολύ ν πραγματικές ρίζες.
Έστω ότι η f έχει ν+1 πραγματικές ρίζες, με Rolle  η f΄ , βαθμού ν-1, θα έχει τουλάχιστον ν ρίζες, όμοια η f΄΄ , βαθμού ν-2, θα έχει τουλάχιστον ν-1  μπλα μπλα μπλα…

Μέχρι να πούμε ότι η f(ν-2) , βαθμού ν-(ν-2)=2, θα έχει τουλάχιστον ν-(ν-2)=2 τουλάχιστον ρίζες. Αφού είναι πολυώνυμο β΄ βαθμού. θα πρέπει να έχει το πολύ 2 ρίζες. Συνεπώς θα έχει ακριβώς δύο. Εάν ρ είναι κάποια από αυτές, τότε από την σχέση (2) έχουμε 
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, άτοπο αφού κ μη μηδενικός
Άρα η f έχει το πολύ ν ρίζες.

Έστω 
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 οι ρίζες του.

Αν κ > 0 είναι 
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 άτοπο αφού 
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 η μικρότερη ρίζα
Αν κ < 0 είναι 
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 άτοπο αφού 
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 η μεγαλύτερη  ρίζα

Άρα f  σταθερό πολυώνυμο.

iii.
ισχύει 
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για x = x + 1 έχουμε 
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όμως 
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 άρα η παραπάνω σχέση γίνεται 
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Αυτό σημαίνει ότι η g ικανοποιεί τις προϋποθέσεις της f  του (ii) υποερωτήματος, συνεπώς θα είναι σταθερή και λόγω του (i) 

Θα είναι g( x )= g ( 2009 ) =0 οπότε h ( x )= x3
mathxl

_1293463040.unknown

_1293473936.unknown

_1293474137.unknown

_1293474209.unknown

_1293474228.unknown

_1293474248.unknown

_1293474178.unknown

_1293474131.unknown

_1293463387.unknown

_1293463475.unknown

_1293463552.unknown

_1293463892.unknown

_1293463526.unknown

_1293463433.unknown

_1293463162.unknown

_1293463218.unknown

_1293461724.unknown

_1293462809.unknown

_1293462365.unknown

_1293460582.unknown

