
ΘΕΩΡΗΜΑ Carnot:
Σε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι:

R + ρ = dΑΒ+ dΒΓ+ dΑΓ

Σε αμβλυγώνιο τρίγωνο με Α > 90ο είναι:
R + ρ = dΑΒ−dΒΓ+ dΑΓ

ΙΑΠΩΝΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ

Από το θεώρημα του Carnot στα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΓΔ  και 
στην συνέχεια στα ΑΒΓ και ΑΔΓείναι:

( R + ρ1 ) + (R + ρ3) = ( dΑΒ– dΒΔ+ dΔΑ) + (dΒΓ+ dΓΔ+ dΒΔ)
και

( R + ρ2 ) + (R + ρ4) = ( dΑΒ+ dΒΓ+ dΑΓ) + ( dΔΑ– dΑΓ+ dΓΔ)

απ’ όπου, τελικά, επειδή τα δεύτερα μέλη είναι ίσα: ρ1 + ρ3 = ρ2 + ρ4

2η απόδειξη
Αν Κ, Ν, Λ, Μ είναι τα μέσα των τόξων ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ αντίστοιχα, τότε οι ΚΛ και ΜΝ τέμνονται 
κάθετα, γιατί η γωνία τους έχει μέτρο ίσο με(στη σχέση εμφανίζονται τόξα):

/ 2 / 2 360 90
2 2 4


    

  

Το τετράπλευρο Ο3Ο2ΒΓείναι εγγράψιμο γιατί, πχ., όπως εύκολα βρίσκουμε: 21 β̂
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Από την ισότητα, τώρα, τωνγωνιών x̂x̂x̂ 21  , είναι Ο3Ο2 // ΚΛ, και, ομοίως Ο1Ο4 // ΚΛ, Ο1Ο2 // ΜΝ, 
Ο3Ο4 // ΜΝ. Έτσι, το τετράπλευρο με κορυφές Ο1, Ο2, Ο3, Ο4 έχει τις απέναντι πλευρές του παράλληλες
μετις ΚΛ και ΜΝ, οπότε είναι ορθογώνιο. (ή αλλιώς: από τα εγγράψιμαΟ3Ο2ΒΓ  και Ο4Ο1ΑΔ είναι

3

ˆˆˆ
2

μ   και 1

ˆˆˆ
2

ν    οπότε ˆˆ ομ+ν=90 , δηλαδή ˆ o
3 2 1O O O =90   κ λπ. )

Από τον τύπο  (ΟΙ)2 = R2 – 2Rρ, που δίνει την απόσταση του περίκεντρου από το έκκεντρο ενός

τριγώνου, παίρνουμε:
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ΈστωΡ το κέντρο (δεν φαίνεται στο σχήμα) του ορθογωνίου Ο1Ο2Ο3Ο4. Από το θεώρημα των διαμέσων
στα τρίγωνα ΟΟ1Ο3 και ΟΟ2Ο4 παίρνουμε:
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και οι προηγούμενες ισότητες έχουν τα δεύτερα μέλη ίσα και δίνουν το ζητούμενο: ρ1 + ρ3 = ρ2 + ρ4
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ΑΒΓΔ εγγράψιμοσε κύκλο (Ο, R) .
Ο1, Ο2 ,Ο3, Ο4  έκκεντρα και ρ1, ρ2, ρ3,
ρ4 ακτίνες των εγγεγραμμένων κύκλων 
των τριγώνων ΑΒΔ, ΑΒΓ, ΒΓΔ, ΓΔΑ  
αντίστοιχα.
Ν.δ.ο.: ρ1 + ρ3 = ρ2 + ρ4
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1η απόδειξη. 
Αν το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο, τότε,
προφανώς, η πρόταση ισχύει. Διαφορετικά, 
επειδή οι απέναντι γωνίες του είναι 
παραπληρωματικές, η μία εξ αυτών είναι 
οξεία και η άλλη αμβλεία. Έστω, λοιπόν,
ότι οι Δ̂,Â είναι αμβλείες και οι Γ̂,B̂
οξείες, και, έστω  dΑΒ, dΒΓ, dΓΔ, dΔΑ, dΑΓ,
dΒΔοι αποστάσεις του κέντρου Ο του 
κύκλου από τις ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, ΑΓ και 
ΒΔ αντίστοιχα. (δεν φαίνονται στο σχήμα).

Ε

Ζ



Στην γενική περίπτωση, με την βοήθεια του Θεωρήματος Carnot, για κάθε εγγράψιμο ν-γωνο, που το 
κέντρο του κύκλου κείται στο εσωτερικό του, αποδεικνύουμε ότι: το άθροισμα των ακτίνων των 
εγγεγραμμένων κύκλων, των ν-2 στο πλήθος τριγώνων, στα οποία χωρίζουν το πολύγωνο οι διαγώνιοί
του που άγονται από μια κορύφή του, ισούται με το άθροισμα των αποστάσεων του κέντρου Ο από τις 
πλευρές του ελαττωμένο  κατά (ν-2)R.
(Αν το κέντρο κείται εκτός του ν- γώνου, όπως πχ. στο Α1Α2Α3 Α4 του σχήματοςτότε, στο εν λόγω 
άθροισμα, η απόσταση του κέντρου από την μεγαλύτερη πλευρά εμφανίζεται με αρνητικό πρόσημο, 
κλπ.)
Πραγματικά, γράφουμε τις ισότητες που προβλέπει το θεώρημα στα ν-2 τρίγωνακαι τις προσθέτουμε 
κατά μέλη. Οι αποστάσεις του Ο από κάθε διαγώνιο εμφανίζονται δύο φορές καθεμία με αντίθετα 
πρόσημα και απλοποιούνται. Για παράδειγμα, η απόσταση d(Ο, Α1Α3) αναφερόμενη στο τρίγωνο 
Α1Α2Α3 προσμετρείται με πρόσημο  « - » και στο Α1Α3Α4 με« + ». Στην συνέχεια, λύνουμε ως προς το 
άθροισμα των ακτίνων των εγγεγραμμένων κύκλων και προκύπτει το ζητούμενο.
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