
Mia efarmog  tou jewr matoc tou Baire

Je¸rhma. DÐnetai mia aperiìrista paragwgÐsimh sun�rthsh f : R → R me thn idiìthta:
gia k�je x ∈ R up�rqei n = n(x) ∈ N ¸ste f (n)(x) = 0. Tìte, h f eÐnai polu¸numo.

Apìdeixh. Upojètoume ìti den isqÔei to sumpèrasma. JewroÔme to sÔnolo A ìlwn twn
x ∈ R gia ta opoÐa den up�rqei (anoikt ) perioq  tou x ¸ste an periorÐsoume thn f ekeÐ
na eÐnai polu¸numo. Tìte, isqÔoun ta ex c:

• To A eÐnai mh kenì. Pr�gmati: an  tan A = ∅ tìte gia k�je x ∈ R up�rqei Vx anoik-
t  perioq  tou x kai polu¸numo px ¸ste f |Vx

≡ px. Apì èna epiqeÐrhma sump�geiac
èqoume ìti gia k�je kleistì kai fragmèno di�sthma I up�rqei pI polu¸numo ¸ste
f |I ≡ pI . 'Epetai (an jewr soume ta In = [−n, n]) ìti h f eÐnai polu¸unumo s� ìlo
to R, �topo.

• To A eÐnai kleistì. Pr�gmati: an jewr soume y ∈ Ac tìte up�rqei δ > 0 kai pδ

polu¸numo ¸ste f |(y−δ,y+δ) ≡ pδ. Tìte, an z ∈ (y − δ, y + δ), up�rqei ε > 0 ¸ste
(z − ε, z + ε) ⊆ (y − δ, y + δ), opìte f |(z−ε,z+ε) ≡ pδ. Dhlad , (y − δ, y + δ) ⊆ Ac.
'Wste, to Ac eÐnai anoiktì.

EÐnai gnwstì ìti o A eÐnai pl rhc metrikìc upìqwroc tou R me thn sun jh metrik .
EpÐshc, ta sÔnola

En = {x ∈ R : f (n)(x) = 0}

eÐnai kleist� afoÔ eÐnai ta sÔnola riz¸n suneq¸n sunart sewn. Opìte, efarmìzontac to
je¸rhma tou Baire ston upìqwro A, brÐskoume ìti up�rqei m ∈ N ¸ste intA(A∩Em) 6= ∅.
Dhlad , up�rqei x0 ∈ A ∩ Em kai δ > 0 ¸ste

(x0 − δ, x0 + δ) ∩A ⊆ Em.

Isqurismìc 1. IsqÔei (x0− δ, x0 + δ)∩A ⊆
⋂∞

j=m Em, dhlad  an x ∈ (x0− δ, x0 + δ)∩A,

tìte f (n)(x) = 0 gia k�je n ≥ m.

Pr�gmati; an de sumbaÐnei autì, tìte up�rqei x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ A kai n > m ¸ste
f (n)(x) 6= 0 kai f (k)(x) = 0 gia m ≤ k < n. Up�rqei η > 0 ¸ste (x − η, x + η) ⊆
(x0 − δ, x0 + δ) kai f (n)(t) 6= 0 gia k�je |t− x| < η. Tìte, gia k�je 0 < |z − x| < η apì
to je¸rhma tou Taylor up�rqei tz ∈ (x− η, x + η) ¸ste

f (m)(z) = f (m)(x)+(z−x)f (m+1)(x)+. . .+
(z − x)n−m

(n−m)!
f (n)(tz) =

(z − x)n−m

(n−m)!
f (n)(tz) 6= 0.

Dhlad , eÐnai (x − η, x + η) ∩ A = {x}. Ap� autì èpetai (me èna epiqeÐrhma sump�geiac
ìpwc prin) ìti h f |(x,x+η) eÐnai polu¸numo kai ìmoia h f |(x−η,x) eÐnai polu¸numo. 'Ara, h
f |(x−η,x+η) eÐnai polu¸numo. 'Atopo, apì ton orismì tou x.



Isqurismìc 2. IsqÔei (x0−δ, x0+δ)∩Ac ⊆
⋂

j≥m Ej (�ra eÐnai (x0−δ, x0+δ) ⊆ ∩j≥mEj

kai èqoume �topo, to opoÐo oloklhr¸nei thn apìdeixh tou jewr matoc).

Pr�gmati; èstw t ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ Ac. Tìte up�rqei ε > 0, polu¸numo pε ¸ste
(t− ε, t + ε) ⊆ (x0− δ, x0 + δ) kai f |(t−ε,t+ε) ≡ pε. 'Estw [a, b] to megistikì di�sthma, to
opoÐo perièqei to t kai f |[a,b] ≡ pε. Tìte, eÐte a ∈ (x0−δ, x0+δ)∩A   b ∈ (x0−δ, x0+δ)∩A
(an gia par�deigma x0 < t, tìte x0 ≤ a efìson x0 ∈ A kai a ∈ A apì th megistikìthta,
dhlad  a ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ)). Ac upojèsoume ìti a ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ A (ìmoia h
�llh perÐptwsh). Tìte, an r = deg(pε), tìte f (r)(a) 6= 0 kai f (n)(a) = 0 gia k�je n ≥ m
(apì ton Isqurismì 1). Opìte, r < m. Dhlad , gia k�je x ∈ [a, b] isqÔei f (n)(x) = 0 gia
k�je n ≥ m. Eidikìtera, f (n)(t) = 0 gia k�je n ≥ m. 2


