
PROBLHMATA MAJHMATIKWN

I. ArijmoÐ

FusikoÐ arijmoÐ lègontai oi arijmoÐ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, ...
Akèraioi arijmoÐ lègontai oi fusikoÐ arijmoÐ mazÐ me to 0 kai touc antÐjetouc
touc.
RhtoÐ arijmoÐ lègontai ìla ta kl�smata me arijmht  kai paronomast  akèraiouc,
fusik� me paronomast  ìqi 0.
Stouc fusikoÔc arijmoÔc èqoume tic 4 pr�xeic. IdiaÐterh eÐnai h diaÐresh.
'Estw ìti èqoume dÔo fusikoÔc arijmoÔc a kai b me a > b. Tìte o b �qwr�ei�
merikèc forèc ston a kai Ðswc perisseÔei kai k�ti. Me �lla lìgia up�rqoun
dÔo �lloi arijmoÐ λ (phlÐko) kai γ (upìloipo) tètoioi ¸ste a = λ · b+ γ me to
γ na eÐnai 0, 1, 2, 3, ..., b−2   b−1. Par�deigma: H diaÐresh tou 23 me to 5 dÐnei
phlÐko 4 kai upìloipo 3. Dhlad  to 5 qwr�ei 4 forèc sto 23 kai qrei�zetai
kai 3 mon�dec akìma. Dhlad  23 = 4 · 5 + 3. Ta kompiouter�kia bèbaia den
dÐnoun aut n thn diaÐresh all� sou dÐnoun ton dekadikì pou isoÔtai akrib¸c
me a/b. P�ntwc o arijmìc pou dÐnoun, qwrÐc to komm�ti met� thn upodiastol ,
eÐnai to phlÐko.
Oi arijmoÐ 2, 4, 6, 8, 10, 12, ... oi opoÐoi ìtan diairejoÔn me to 2 af noun up-
ìloipo 0 onom�zontai zugoÐ   �rtioi.
Oi arijmoÐ 1, 3, 5, 7, 9, 11, ... oi opoÐoi ìtan diairejoÔn me to 2 af noun up-
ìloipo 1 onom�zontai monoÐ   perittoÐ.
Wc gnwstìn oi arijmoÐ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 lègontai kai yhfÐa.
'Ajroisma lègetai to apotèlesma mÐac prìsjeshc.
Ginìmeno lègetai to apotèlesma enìc pollaplasiasmoÔ.
DÔo fusikoÐ arijmoÐ lègontai diadoqikoÐ an diafèroun kat� mÐa mon�da. Par�deigma:
32, 33

II. 'Algebra

Ac skeftoÔme to prìblhma: BreÐte ènan arijmì tètoion ¸ste an sto tripl�-
sio tou prosjèsoume 4 na paÐrnoume 25. SÐgoura k�poioc an to y�xei lÐgo
na èbriske ìti o arijmìc 7 eÐnai tètoioc mìno me thn skèyh tou. An ìmwc oi
arijmoÐ sto prìblhma  tan polÔ meg�loi (pentay fioi gia par�deigma)? An
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ektìc apì autìn pou br kame up�rqei kai �lloc? OdhgoÔmaste loipìn sto
na broÔme ènan trìpo na lÔnoume tètoia probl mata me apìluth bebaiìthta
kai polÔ pio eÔkola. To kìlpo ed¸ eÐnai na arqÐsoume na qrhsimopoioÔme
metablhtèc. Koit�xte pìso eÔkola lÔnetai to arqikì prìblhma: 'Estw x o
arijmìc pou y�qnoume. Tìte h idiìthta metafr�zetai se 3x + 4 = 25. Tìte
3x = 21. Tìte x = 7! AfoÔ arqÐsoume sig� sig� na skeftìmaste touc ari-
jmoÔc wc gr�mmata, èrqetai h ¸ra na m�joume k�poiouc qeirismoÔc gia na ta
epexergazìmaste eÔkola. H 'Algebra eÐnai o kl�doc twn majhmatik¸n pou
asqoleÐtai akrib¸c me autì. Dhlad  tic idiìthtec kai tic algebrikèc teqnikèc,
ìqi bèbaia gia na k�noume th zw  mac dÔskolh me p�ra pollèc kai kourastikèc
pr�xeic all� gia na mporoÔme na lÔnoume probl mata.

AkoloujoÔn merikèc idiìthtec twn arijm¸n. Oi perissìterec eÐnai profaneÐc
kai eÔkolec apì thn peÐra mac gia touc fusikoÔc arijmoÔc. Sto plaÐsio thc
�lgebrac suzht�me gia arijmoÔc pou touc lème pragmatikoÔc. AutoÐ peril-
amb�noun ìlouc touc arijmoÔc pou sunant� kaneÐc sto sqoleÐo, fusikoÔc,
arnhtikoÔc, kl�smata kai rÐzec. To p¸c diaqwrÐzontai metaxÔ touc ta di�fora
aut� sÔnola twn arijm¸n eÐnai mia meg�lh suz thsh pou mporeÐ na doÔme �llh
for�. Apì ed¸ kai pèra k�je gr�mma ja sumbolÐzei èna tuqaÐo pragmatikì
arijmì. Me ab ennooÔme pollaplasiasmì dhlad  a · b.

a+ b = b+ a ab = ba a+ 0 = a a · 1 = a

a+ (b+ c) = (a+ b) + c a+ (−a) = 0 a · 1

a
=
a

a
= 1

a · 0 = 0 a(bc) = (ab)c a(b+ c) = ab+ ac

1 · (−1) = −1 (−1) · (−1) = 1 a(−b) = (−a)b = −ab
a

c
+
b

c
=
a+ b

c

a

c
· b
d

=
ab

cd

a
b
c
d

=
ad

bc

T¸ra giatÐ ìlec oi idiìthtec èqoun mìno prìsjesh kai pol/smì kai ìqi afaÐresh
kai diaÐresh? Diìti lìgw twn idiot twn a − b = a + (−b) kai a : b = a · 1

b

h afaÐresh eÐnai apl� prìsjesh me ton antÐjeto kai h diaÐresh eÐnai apl�
pol/smìc me ton antÐstrofo.
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Ti k�noume an èqoume prìsjesh klasm�twn ta opoÐa den èqoun Ðdio parono-
mast ? Fti�qnoume Ðdiouc paronomastèc! EÐnai autì pou lème kapel�kia!

a

c
+
b

d
=
a

c
· 1 +

b

d
· 1 =

a

c
· d
d

+
b

d
· c
c

=
ad

cd
+
bc

cd
=
ab+ cd

cd

Idiìthtec se mia isìthta: An a · b = 0 tìte a = 0   b = 0. EpÐshc an
èqoume mia isìthta tìte mporoÔme na prosjèsoume ton Ðdio arijmì   na pol-
laplasi�soume me ton Ðdio arijmì kai ta dÔo mèlh. Me sÔmbola: An x = y
tìte x + z = y + z kai xz = yz. Gia mia akìma for� autèc oi idiìthtec eÐ-
nai polÔ logikèc kai den tic majaÐnoume gia na k�noume th zw  mac dÔskolh,
to antÐjeto. Pr�gmati an gia par�deigma 3 = 3 tìte kai sun 2 ja p�roume
5 = 5   epÐ 7 ja p�roume 21 = 21. Fusik� ìpwc exhg same mporoÔme kai na
afairèsoume   na diairèsoume me ton Ðdio arijmì. Mìno pou sthn perÐptwsh
thc diaÐreshc den epitrèpetai na diairèsoume me 0. T¸ra eÐmaste sto shmeÐo
na doÔme giatÐ majaÐname p�nta ìti apagoreÔetai h diaÐresh me 0. H isìthta
0 ·7 = 0 ·9 eÐnai fusik� swst  afoÔ kai ta dÔo mèlh eÐnai 0. An mporoÔsame na
diairèsoume me 0 tìte ta 0 ja aplopoioÔntan kai ja paÐrname 7 = 9 to opoÐo
den eÐnai swstì!

Dun�meic: Me to sÔmbolo aν ennooÔme ton pol/smo tou a epÐ ton eautì
tou ν forèc. To a lègetai b�sh thc dÔnamhc kai to ν ekjèthc thc dÔnamhc.
To a2 ektìc apì a sthn deutèra diab�zetai kai a sto tetr�gwno. EpÐshc to
a3 lègetai kai a ston kÔbo. Par�deigma: 25 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 32. OrÐzoume
a−ν = 1

aν
kai a0 = 1. Kai oi dun�meic èqoun idiìthtec gia eÔkolouc qeirismoÔc

oi opoÐec eÐnai kai polÔ logikèc

a1 = a aµaν = aµ+ν
aµ

aν
= aµ−ν (aµ)ν = aµν

(ab)ν = aνbν
(a
b

)ν
=
aν

bν

Gia par�deigma h deÔterh giatÐ eÐnai swst ? To pr¸to mèloc lèei ìti èqoume
pr¸ta µ a kai met� ν a en¸ to deÔtero mèloc lèei ìti sunolik� èqoume µ+ ν
a. 'Ara profan¸c aut� ta dÔo mèlh eÐnai Ðsa. Exhg ste eseÐc giatÐ h tètarth
idiìthta me th dÔnamh miac dÔnamhc kai h pèmpth me th dÔnamh enìc ginomènou
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eÐnai polÔ logikèc idiìthtec.

RÐzec: To a2 lèei na pollaplasi�soume ton arijmì a me ton eautì tou, dhlad 

a2 = a · a. Poi� eÐnai h antÐstrofh diadikasÐa? 'Estw ìti jèloume na broÔme
ènan arijmì pou to tetr�gwno tou eÐnai to 36. Me lÐgo y�ximo brÐskoume
ìti eÐnai to 6. An ìmwc y�qname ton arijmì pou to tetr�gwno tou dÐnei 40?
Epeid  62 = 36 kai 72 = 49 autìc o arijmìc pou y�qnoume eÐnai an�mesa sto
6 kai sto 7. Autìn loipìn ton arijmì ton sumbolÐzoume me

√
40 kai lègetai

tetragwnik  rÐza   apl� rÐza tou 40. Gia par�deigma:
√

81 = 9 kai
√

100 = 10
all� ìla ta endi�mesa

√
82,
√

83,
√

84, ...,
√

98,
√

99 ta af noume ìpwc eÐnai.
Idiìthtec riz¸n:

√
ab =

√
a
√
b

√
a

b
=

√
a√
b

(
√
a)2 = a

ParathreÐste ìti h trÐth idiìthta eÐnai akrib¸c autì pou lèei o orismìc. Tè-
loc lìgw twn gnwst¸n idiot twn sun epÐ sun mac k�nei sun kai plhn epÐ plhn
mac k�nei sun parathroÔme ìti to tetr�gwno enìc arijmoÔ eÐnai p�nta jetikì
  mhdèn. Potè arnhtikì. Gia autì to lìgo mil�me mìno gia rÐzec mh arnhtik¸n
arijm¸n.

T¸ra pou èqoume ìlec autèc tic idiìthtec p�me na tic doÔme na douleÔoun.

Tautìthtec: Oi tautìthtec eÐnai isìthtec pou isqÔoun gia ìlouc touc ari-
jmoÔc. Par�deigma:

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

Aut  h sqèsh eÐnai swst  gia ìlouc touc arijmoÔc a, b pou up�rqoun. To
ìti ìmwc emeÐc isqurizìmaste ìti eÐnai al jeia den ft�nei. MporeÐ k�poioc
k�llista na mhn to pisteÔei. To ìti isqÔei par�deigma gia to 2 kai to 3 diìti
(2 + 3)2 = 52 = 25 kai 22 + 2 · 2 · 3 + 32 = 4 + 12 + 9 = 25 p�li den ft�nei.
MporeÐ na ètuqe kai na up�rqoun �lloi arijmoÐ gia touc opoÐouc na mhn isqÔei.
Prèpei loipìn emeÐc me logik� b mata na to apodeÐxoume. Pr�gmati èqoume:

(a+ b)2 = (a+ b) · (a+ b) = a · (a+ b) + b · (a+ b) = a · a+ a · b+ b · a+ b · b =

a2 + ab+ ba+ b2 = a2 + ab+ ab+ b2 = a2 + 2ab+ b2

Sthn pr¸th isìthta qrhsimopoi same to ti shmaÐnei dÔnamh. Sth deÔterh kai
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sthn trÐth isìthta thn epimeristik  idiìthta. Sthn tètarth isìthta tic aplèc
sqèseic a ·a = a2, b ·b = b2. Sthn pèmpth isìthta thn antimetajetik  idiìthta.
Sth teleutaÐa isìthta thn profan  sqèsh ab + ab = 2ab. ProspajeÐste na
exhg sete ta b mata sthn parak�tw apìdeixh thc tautìthtac pou onom�zetai
diafor� tetrag¸nwn, a2 − b2 = (a− b) · (a+ b). Apìdeixh:

(a− b) · (a+ b) = (a− b) · a+ (a− b) · b = a · (a− b) + b · (a− b) =

a · a− ab+ ba− b · b = a2 − ab+ ba− b2 = a2 − ab+ ab− b2 = a2 − b2

ParathreÐste ìti xekin same thn apìdeixh apì to sÔnjeto mèloc kai me logik�
b mata ft�same sto aplì mèloc.

Exis¸seic: ExÐswsh lègetai mia isìthta h opoÐa perièqei ènan �gnwsto. H
megalÔterh dÔnamh tou agn¸stou lègetai bajmìc thc exÐswshc. Qr simec kai
pl rwc lumènec eÐnai oi exis¸seic pr¸tou kai deutèrou bajmoÔ pou ja doÔme
t¸ra.

H exÐswsh pr¸tou bajmoÔ eÐnai genik� h ax + b = 0 ìpou y�qnoume to x
en¸ ta a kai b eÐnai gnwst�. Me thn proôpìjesh ìti to a den eÐnai 0 brÐsk-
oume thn lÔsh wc ex c. Pr¸ta prosjètoume kai sta dÔo mèlh ton arijmì
−b. PaÐrnoume ax+ b+ (−b) = −b dhlad  ax = −b. T¸ra pollaplasi�zoume
kai ta dÔo mèlh me 1

a
kai paÐrnoume 1

a
ax = 1

a
(−b). 'Ara x = − b

a
kai thn lÔsame!

H exÐswsh deutèrou bajmoÔ eÐnai genik� h ax2+bx+c = 0 me a 6= 0. Sun jwc
sto sqoleÐo majaÐnei kaneÐc tic lÔseic ap�exw. Ed¸ ja doÔme pwc brÐskontai
oi lÔseic apì thn arq  ìpwc to k�name kai sthn pr¸tou bajmoÔ. 'Eqontac
sto mualì mac thn tautìthta (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 proqwr�me wc ex c:
Pollaplasi�zoume thn exÐswsh me 1

a
kai paÐrnoume

x2 +
b

a
x+

c

a
= 0

Aut  th sqèsh thn gr�foume t¸ra wc ex c

x2 + 2
b

2a
x+

c

a
= 0

T¸ra skeftìmaste ìti gia na fti�xoume thn gnwst  tautìthta prèpei na

prosjèsoume kai sta dÔo mèlh to
(
b
2a

)2
. K�nontac to autì kai metafèrontac
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ton ìro c
a
sto �llo mèloc èqoume

x2 + 2
b

2a
x+

( b
2a

)2
=
( b

2a

)2
− c

a

Telik� èqoume (
x+

b

2a

)2
=
( b

2a

)2
− c

a

K�nontac pr�xeic sto dexiì mèloc èqoume( b
2a

)2
− c

a
=

b2

4a2
− c

a
=

b2

4a2
− 4ac

4a2
=
b2 − 4ac

4a2

'Ara èqoume (
x+

b

2a

)2
=
b2 − 4ac

4a2

T¸ra èqoume èna tetr�gwno sto aristerì mèloc. 'Ara an to dexÐ mèloc eÐnai
mh arnhtikì tìte ja isqÔei fusik� ìti

x+
b

2a
=

√
b2 − 4ac

4a2

 

x+
b

2a
= −

√
b2 − 4ac

4a2

apì to p¸c orÐsame tic rÐzec. Telik� all�zontac mèloc to b
2a

kai qrhsi-

mopoi¸ntac to ìti
√

4a2 = 2a prokÔptoun telik� oi dÔo lÔseic

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

An o arijmìc b2−4ac
4a2

eÐnai arnhtikìc tìte o arijmht c b2 − 4ac eÐnai arnhtikìc
diìti o paronomast c eÐnai p�nta jetikìc. O arijmìc autìc ∆ = b2 − 4ac
lègetai diakrÐnousa kai mac deÐqnei an èqei lÔseic h deuterob�jmia. An eÐnai
arnhtik  tìte den èqei lÔseic. An eÐnai jetik    0 tìte paÐrnoume tic dÔo
lÔseic

x =
−b±

√
∆

2a

Prospaj ste na xanabg�lete mìnoi sac autìn ton tÔpo gia na proponhjeÐte
stic pr�xeic. Qrei�sthkan ìla: tautìthta, pr�xeic klasm�twn, dun�meic kai
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idiìthtec riz¸n.

III. GewmetrÐa

'Ena trÐgwno lègetai orjog¸nio an èqei mÐa gwnÐa 90 moir¸n. H pleur� apènan-
ti apì aut  th gwnÐa lègetai upoteÐnousa en¸ oi �llec dÔo k�jetec pleurèc.
Gia ìla ta orjog¸nia trÐgwna isqÔei mÐa sqèsh pou sundèei tic pleurèc tou me
aplì trìpo. EÐnai to pio di�shmo apotèlesma twn majhmatik¸n, to Pujagìr-
eio Je¸rhma. Lèei ìti an h upoteÐnousa èqei m koc a kai oi �llec dÔo pleurèc
èqoun m koc b kai c tìte a2 = b2 + c2. Perissìtera gia GewmetrÐa �llh for�.

IV. Probl mata

1. Na qwrÐsete touc arijmoÔc 1, 2, 3, 4, 5, 6 kai 7 se dÔo om�dec ètsi ¸ste to
�jroisma twn arijm¸n sth mÐa om�da na eÐnai Ðso me to �jroisma twn arijm¸n
sthn �llh om�da.

2. Gr�foume th lèxh KAPELO xan� kai xan� th mÐa dÐpla sthn �llh qwrÐc
ken�. Ja sqhmatisteÐ h lèxh KAPELOKAPELOKAPELOKAPELO... Poiì
gr�mma ja eÐnai sthn 34h jèsh? Poiì gr�mma ja eÐnai sthn 100  jèsh? Poiì
gr�mma ja eÐnai sthn 746h jèsh?

3. 'Eqoume poll� kout�kia sth seir� ta opoÐa èqoun tampelÐtsec me touc
fusikoÔc arijmoÔc. To 1o kout�ki eÐnai mple, to 2o kìkkino kai to 3o pr�si-
no. Apì ekeÐ kai met� ta qr¸mata epanalamb�nontai me thn Ðdia seir�. Ti
qr¸ma èqei to 83o kout�ki? To 300o? Genik� p¸c ja broÔme ti qr¸ma èqei
opoiod pote kout�ki?

4. Pìso k�nei 8 + 8 + 8 + ...+ 8 ìpou emfanÐzontai 37 okt�ria? Pìso k�nei
7+7+7+...+7+9+9+9+...+9 ìpou emfanÐzontai 62 ept�ria kai 84 enni�ria?

5. Pìso k�nei 5+5+5+...+5 ìpou emfanÐzontai 74 pent�ria? To 5·5·5·...·5
ìpou emfanÐzontai 74 pent�ria eÐnai p�ra polÔ meg�loc arijmìc gia na ton
gr�youme. P¸c ton sumbolÐzoume me aplì trìpo?

6. a) Na breÐte treic diadoqikoÔc fusikoÔc arijmoÔc me �jroisma 24.
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b) Na breÐte treic diadoqikoÔc fusikoÔc arijmoÔc me �jroisma 8511.

Upìdeixh: To a) mporeÐtai na to lÔsete mìno me th skèyh sac. Sto b) kalÔter-
a na qrhsimopoi sete exÐswsh.

7. 'Eqoume trÐa kagkourì pou xèroun majhmatik�. To pr¸to, pou lège-
tai Al, xèrei na pollaplasi�zei arijmoÔc epÐ 3. To deÔtero, o Bal, xèrei na
prosjètei 2 stouc arijmoÔc kai to trÐto, o Gal, xèrei na afaireÐ 1 apì touc
arijmoÔc. Me poi� seir� prèpei na k�noun pr�xeic ta trÐa kagkourì, apì mÐa
for� to kajèna, gia na metatrèyoun to 3 se 14?

8. BreÐte ìlouc touc triy fiouc arijmoÔc oi opoÐoi èqoun �jroisma yhfÐ-
wn 5.

9. GÐnete na qwristoÔn oi arijmoÐ 1, 2, 3, 4, 5, 6 se dÔo om�dec me to Ðdio
�jroisma?

Upìdeixh: An ginìtan, to �jroisma ìlwn twn arijm¸n ja  tan �rtioc   perit-
tìc?

10. BreÐte ìlouc touc diy fiouc arijmoÔc me ginìmeno yhfÐwn 12.

11. Pìsa yhfÐa èqei o arijmìc N = 12345678910111213...9899100?

12. BreÐte ton epìmeno arijmì (dhlad  breÐte me poi� logik  fti�qnontai
oi arijmoÐ) sta parak�tw

1, 2, 3, 4, 5, ...

3, 6, 9, 12, 15, ...

3, 1,−1,−3,−5, ...

1, 4, 9, 16, 25, ...

1, 3, 7, 15, 31, 63, ...

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...

2, 4, 7, 11, 16, 22, ...

1, 2, 6, 42, 1806, ...
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2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, ...

Na exhg sete th logik  sac. H duskolÐa aux�nei me th seir�. To teleutaÐo
eÐnai dÔskolo na to breÐte. Parìlauta autoÐ eÐnai oi pio shmantikoÐ kai oi pio
ìmorfoi arijmoÐ se ìla ta majhmatik�.

Ta epìmena probl mata eÐnai gia propìnhsh me tic pr�xeic kai thn �lgebra:

13. Poi� apì ta parak�tw eÐnai p�nta swst�? Gia ta swst� exhg ste pwc
prokÔptoun apì tic idiìthtec. Gia ta upìloipa deÐxte me arijmoÔc ìti den eÐnai
p�nta swst�.

(a+ b)2 = a2 + b2 (ab)2 = a2b2 (a− b)2 = a2 − b2 x3 + x5 = x8

x+2x+3x = 5x (y+2y)·3y = 9y2
√
a+ b =

√
a+
√
b

a

b
+
c

d
=
a+ c

b+ d

x · x = 2x
x

y
:
z

w
=
xz

yw
(a5)2 = a7

14. To tripl�sio enìc arijmoÔ auxhmèno kat� 18 isoÔtai me to tetr�gwno
tou arijmoÔ. Na brejeÐ o arijmìc autìc.

15. ApodeÐxte tic parak�tw tautìthtec:

a) (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

b) (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

g) a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)
d) a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2)
e) (x− a)(x− b) = x2 − (a+ b)x+ ab
z) (a2 + b2)2 = (a2 − b2)2 + (2ab)2

h) Gia k�je x 6= 0,−1
1

x+ 1
+

1

x(x+ 1)
=

1

x

j) Tautìthta tou Lagrange:

(a2 + b2)(x2 + y2) = (ax+ by)2 + (ay − bx)2

9



i) Tautìthta tou Euler:

a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)

16. H tautìthta e) sto prohgoÔmeno prìblhma mac bohj�ei merikèc forèc na
lÔnoume mia exÐswsh 2ou bajmoÔ akìma pio eÔkola apì to na qrhsimopoioÔsame
diakrÐnousa. Par�deigma: Na lujeÐ h exÐswsh x2 − 8x + 15 = 0. Koit¸ntac
thn tautìthta jèloume dÔo arijmoÔc me �jroisma 8 kai ginìmeno 15. Me skèyh
brÐskoume ìti autoÐ eÐnai oi 3 kai 5. 'Ara apì thn tautìthta (x−3)(x−5) = 0.
'Ara afoÔ èna ginìmeno eÐnai 0   o ènac par�gontac eÐnai 0   o �lloc. 'Ara
x− 3 = 0   x− 5 = 0. 'Ara lÔseic eÐnai oi arijmoÐ 3 kai 5 pou eÐqan �jroisma
8 kai ginìmeno 15. Fusik� kai me diakrÐnousa tic Ðdiec lÔseic ja brÐskame.
LÔste me autì to kìlpo gr gora tic parak�tw exis¸seic:

a) x2 − 4x+ 4 = 0
b) x2 − 7x+ 10 = 0
g) x2 − 15x+ 56 = 0
d) x2 − 2x− 15 = 0
e) x2 − (

√
2 + 3)x+ 3

√
2 = 0

z) x2 + 10x+ 25 = 0

17. LÔste tic parak�tw exis¸seic:

a) 3x− 5 = x+ 7
b) 3(7 + x) = 8− x
g) (x− 1)(x− 2)(x− 3) = 0
d) (x− 3)(x2 − 5x+ 6) = 0
e) 3(x2 + 7) = x(x− 1) + 5x+ 21

18. BreÐte to l�joc sto parak�tw epiqeÐrhma.

'Estw tuqaÐoi Ðsoi arijmoÐ a = b ìqi 0. Pollaplasi�zontac epÐ a paÐrnoume
a2 = ab. Afair¸ntac b2 paÐrnoume a2−b2 = ab−b2. Diafor� tetrag¸nwn kai
koinìc par�gontac (a− b)(a+ b) = b(a− b). Aplopoi¸ntac to a− b paÐrnoume
a + b = b. Apì thn pr¸th sqèsh paÐrnoume a + a = a. 'Ara 2a = a. 'Ara
diair¸ntac me a prokÔptei ìti 2 = 1.

19. P�rte ènan opoiond pote akèraio arijmì. Pollaplasi�ste ton me ton
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mejepìmeno tou. Tìte to apotèlesma pou br kate eÐnai p�nta kat� èna
ligìtero apì to tetr�gwno tou arijmoÔ pou brÐsketai an�mesa touc. Par�deigma:
4 · 6 = 24 kai 5 · 5 = 25. K�nte merik� dik� sac paradeÐgmata gia na peisteÐte.
ApodeÐxte ìti autì sumbaÐnei gia opoiad pote tri�da diadoqik¸n arijm¸n.

20. P�rte tèsseric opoiousd pote diadoqikoÔc akèraiouc arijmìuc. Pol-
laplasi�ste ton pr¸to me ton teleutaÐo. Tìte to apotèlesma pou br kate
eÐnai p�nta kat� dÔo ligìtero apì to ginìmeno twn dÔo mesaÐwn arijm¸n.
Par�deigma: 7 · 10 = 70 kai 8 · 9 = 72. K�nte merik� dik� sac paradeÐgmata
gia na sigoureuteÐte. ApodeÐxte ìti autì sumbaÐnei gia opoiad pote tetr�da
diadoqik¸n arijm¸n.

21. Merikèc forèc gia touc arijmoÔc isqÔoun k�poia polÔ ìmorfa pr�g-
mata. Gia par�deigma an prosjèsoume ìlec tic suneqìmenec dun�meic tou 2
brÐskoume p�nta ènan arijmì o opoÐoc eÐnai kat� dÔo mon�dec mikrìteroc apì
thn epìmenh dÔnamh tou 2. Par�deigma: 21 + 22 + 23 = 2 + 4 + 8 = 14 en¸
24 = 16, 21 + 22 + 23 + 24 = 2 + 4 + 8 + 16 = 30 en¸ 25 = 32. EpalhjeÔste
ìti 21 + 22 + 23 + 24 + 25 = 26− 2 kai ìti 21 + 22 + 23 + 24 + 25 + 26 = 27− 2.
EpÐshc me autì to kìlpo upologÐste gr gora pìso k�nei 21 + 22 + 23 + 24 +
25 + 26 + 27 + 28 + 29 + 210.

22. Na gr�yete me sÔmbola tic parak�tw fr�seic:

a) To tripl�sio enìc arijmoÔ auxhmèno kat� 5.
b) To �jroisma twn tetrag¸nwn tri¸n arijm¸n.
g) To exapl�sio enìc arijmoÔ eÐnai megalÔtero apì to tetr�gwnou tou mei-
wmèno kat� 7.
d) To tetr�gwno tou ginìmenou dÔo arijm¸n.
e) To phlÐko twn tetrag¸nwn dÔo arijm¸n eÐnai Ðso me to �jroisma twn ari-
jm¸n aut¸n.
z) 'Enac arnhtikìc arijmìc.
h) To �jroisma twn riz¸n dÔo arijm¸n.
j) H rÐza tou ajroÐsmatoc dÔo arijm¸n.

23. Na k�nete tic pr�xeic ¸ste na aplopoihjoÔn oi arijmoÐ:
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A =
35√
49

+ 32 B = 2− 7

23
+

(
3

4

)2

Γ =
2− 1

3

1− 2
3

∆ = 2·

(
3·
(

4−2·(3−6)+4
)
−3

)
E =

√
(
√

47−
√

22)(
√

47 +
√

22)

24. Na gÐnoun oi pr�xeic:

(ab)2 · b−1 · (a2b)−3 · a3

a2b−2 · (b2a)−1 · a · (a2ba)−2

25. An

Π =
ab−2 · (a−1b2)4 · (ab−1)2

a−2b · (a2b−1)3 · a−1b

kai a = 10−3, b = 10−2 na apodeÐxete ìti Π = 100.

26. An a + b + c = 1997 kai b + 2c = 15 na aplopoi sete thn par�s-
tash A = a+ 2b+ 3c.

Oi epìmenec dÔo ask seic eÐnai kourastikèc. An mporeÐ ìmwc k�poioc na tic
lÔsei tìte oi pr�xeic tou eÐnai se kalì epÐpedo. Sth pr¸th xekin�me fusik�
apì to sÔnjeto mèloc. Jumìmaste kai ìti a : b = a

b
. Sthn deÔterh xekin�me

kai apì ta dÔo mèlh kai ft�noume ston Ðdio arijmì.

27*. Na apodeÐxete ìti(
2 +

3

4
+

5

2
· 7

3 + 4
5

−
1 + 2

3

2 + 1
2

)
:

(
1 +

77

228

)
= 5

28*. Na apodeÐxete ìti

2
3

+ 3
2
− 1

22

32
+ 2

3
+ 1

=
2− 3

1 + 3
2

·
1 + 23

33

22

3
− 32

2

29. P�rte dÔo tuqaÐouc fusikoÔc arijmoÔc pou eÐnai diadoqikoÐ. UpologÐste
ta tetr�gwna touc kai met� afairèste ta. O arijmìc pou br kate eÐnai to �-
jroisma twn dÔo arijm¸n pou epilèxate sthn arq ! Par�deigma: 62 = 36, 72 =
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49, 49 − 36 = 13 kai 6 + 7 = 13. K�nte merik� dik� sac peir�mata gia na to
epalhjeÔsete. Met� prospaj ste na apodeÐxete ìti autì isqÔei gia ìlouc
touc arijmoÔc pou up�rqoun.

30*. Na aplopoi sete touc arijmoÔc

A = 317 · 5172 · 0 · 5 · 6189 · 35

B = (−1)2011 Γ =
1

2
· 2

3
· 3

4
· 4

5
· ... · 99

100
· 100

∆ =
2500

4250
E =

1 + 2 + 3 + 4 + ...+ 499 + 500

2 + 4 + 6 + 8 + ...+ 998 + 1000

ShmeÐwsh: Kai ta pènte jèloun skèyh all� qrei�zontai mìno aplèc idiìthtec
pou xèrete.

31. 'Estw a+ b = 0. ApodeÐxte me dÔo trìpouc ìti a3 + b3 = 0.

32. 'Estw treic arijmoÐ me �jroisma 0. ApodeÐxte ìti to �jroisma twn kÔbwn
touc eÐnai tripl�sio tou ginomènou touc.

Upìdeixh: H pio apl  apìdeixh eÐnai apì thn tautìthta tou Euler. Up�r-
qei ìmwc kai �llh mia apìdeixh, lÔnontac th dosmènh sqèsh wc proc ton èna
arijmì kai antikajist¸ntac sthn zhtoÔmenh.

33**. Se èna prwt�jlhma tènic p ran mèroc ν ajlhtèc. K�je ènac èpaixe
akrib¸c mÐa for� me k�je ènan apì touc upìloipouc ajlhtèc. An o ajlht c
κ ìpou 1 ≤ κ ≤ ν eÐqe Aκ nÐkec kai Bκ  ttec, apodeÐxte ìti

A2
1 + A2

2 + ...+ A2
ν = B2

1 +B2
2 + ...+B2

ν

Upìdeixh: Fèrte ta antÐstoiqa Bκ sto pr¸to mèloc kai k�nte tic antÐstoiqec
diaforèc tetrag¸nwn.

34**. a) Na apodeÐxete thn tautìthta(
x(x− 1)

)2
+
(

(x+ 1)(x− 1)
)2

= 2x4 − 2x3 − x2 + 1
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b) Na lÔsete thn exÐswsh 2x4 − 2x3 − x2 + 1 = 0.

Upìdeixh: a) Pr�xeic.
b) ParagontopoÐhsh   qrhsimopoi¸ntac kat�llhla to a) kai th sqèsh a2 ≥ 0
pou isqÔei gia k�je pragmatikì arijmì a.

35***. Na breÐte touc pragmatikoÔc arijmoÔc α, β, γ pou ikanopoioÔn thn
exÐswsh:

α2 + β2 + γ2 + 2α− 4β + 6γ + 14 = 0

Merik� probl mata gewmetrÐac kai grÐfoi:

36. 'Eqoume trÐa kouti�. To pr¸to perièqei mple mpal�kia. To deÔtero
perièqei kìkkina mpal�kia. To trÐto perièqei kai mple kai kìkkina mpal�kia.
Ta kouti� eÐnai kleist� kai èqoun tampelÐtsec pou lène MPLE, KOKKINA,
kai MPLE KAI KOKKINA analìgwc to ti perièqoun. K�poioc �llaxe tic
tampelÐtsec kai t¸ra kanèna koutÐ den èqei thn swst  tampelÐtsa pou eÐqe
sthn arq . 'Eqoume to dikaÐwma na trab xoume apì èna mìno koutÐ èna mpal�-
ki kai na doÔme ti qr¸ma èqei. Apì poiì koutÐ ja trab xoume gia na eÐmaste
se jèsh na xanab�loume sta kouti� tic swstèc tampelÐtsec?

37. 'Ena ploÐo xekin�ei apì to lim�ni A kai taxideÔei 5 mÐlia nìtia, sth
sunèqeia 6 mÐlia anatolik�, xan� 3 mÐlia nìtia kai agkuroboleÐ sto lim�ni B.
Pìsa mÐlia apèqei to lim�ni A apì to lim�ni B?

Upìdeixh: Sqedi�ste to sq ma. JumhjeÐte to Pujagìreio Je¸rhma.

38. Pìsa koin� shmeÐa mporeÐ na èqei ènac kÔkloc kai mÐa eujeÐa? Me �lla
lìgia mporeÐte na sqedi�sete sto epÐpedo ènan kÔklo kai mia eujeÐa pou na
èqoun 0 koin� shmeÐa? 1? 2? 3?...

39. Pìsa koin� shmeÐa mporeÐ na èqei ènac kÔkloc kai èna trÐgwno? Me
�lla lìgia mporeÐte na sqedi�sete sto epÐpedo ènan kÔklo kai èna trÐgwno
pou na èqoun 0 koin� shmeÐa? 1? 2? 3?...
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40*. Me th bo jeia miac kleyÔdrac 5 lept¸n kai mÐac 7 lept¸n na metr sete
qrìno 9 lept¸n.

41. 'Eqete �peira Ðdia plak�kia se sq ma tetrag¸nou. KalÔyte me aut�
ìlo to epÐpedo (epÐpedo eÐnai jewrhtik� k�ti san èna �peiro proc ìlec tic ka-
teujÔnseic fÔllo qartioÔ).

42*. 'Eqete �peira Ðdia plak�kia se sq ma tuqaÐou trig¸nou. KalÔyte me
aut� ìlo to epÐpedo.

43. 'Eqoume tic parak�tw dèka prot�seic. Poièc apì autèc eÐnai alhjeÐc
kai poièc yeudeÐc?

1) MÐa mìno apì autèc tic prot�seic eÐnai yeud c.
2) DÔo mìno apì autèc tic prot�seic eÐnai yeudeÐc.
3) Treic mìno apì autèc tic prot�seic eÐnai yeudeÐc.
4) Tèsseric mìno apì autèc tic prot�seic eÐnai yeudeÐc.
5) Pènte mìno apì autèc tic prot�seic eÐnai yeudeÐc.
6) 'Exi mìno apì autèc tic prot�seic eÐnai yeudeÐc.
7) Ept� mìno apì autèc tic prot�seic eÐnai yeudeÐc.
8) Okt¸ mìno apì autèc tic prot�seic eÐnai yeudeÐc.
9) Ennèa mìno apì autèc tic prot�seic eÐnai yeudeÐc.
10) Dèka apì autèc tic prot�seic eÐnai yeudeÐc.

44. DÔo fÐloi paÐzoun to parak�tw paiqnÐdi. B�zoun mprost� touc 21 spÐr-
ta kai o kajènac me th seir� tou paÐrnei apì 1 èwc 3 apì ta spÐrta aut�.
Nikht c eÐnai autìc pou ja p�rei to teleutaÐo spÐrto, dhlad  kerdÐzei k�poioc
an o antÐpalìc tou den èqei spÐrta na p�rei. Poi� strathgik  ja prèpei na
akolouj sei o pr¸toc paÐkthc ¸ste na kerdÐsei sta sÐgoura to paiqnÐdi?

45. Se èna nhsÐ zoun dÔo eÐdh anjr¸pwn, autoÐ pou lène p�nta thn al -
jeia kai autoÐ pou lène p�nta yèmata. Mìlic rwt same pènte apì autoÔc, oi
opoÐoi  xeran o ènac ton �llon: Pìsoi apì sac lène thn al jeia? P rame tic
akìloujec apant seic: 0, 1, 2, 3, 4. Pìsoi apì autoÔc  tan yeÔtec?

46. Se èna 3 epÐ 3 tetr�gwno topojet ste touc arijmoÔc 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
kai 9 ètsi ¸ste k�je gramm , st lh kai diag¸nioc na èqei to Ðdio �jroisma.
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47. Melet�me thn ex c parallag  thc trÐlizac: K�je ènac apì touc dÔo
paÐktec, oi opoÐoi paÐzoun kai ed¸ enall�x, b�zei se k�je gÔro ìpoio apì ta
dÔo sÔmbola x   o jèlei anexart twc tou ti èpaixe ston prohgoÔmeno gÔro
autìc   o antÐpalìc tou. KerdÐzei ìpoioc fti�xei mia gramm , st lh   diag¸nio
me trÐa Ðdia sÔmbola, ìpwc kai sto klasikì paiqnÐdi. ApodeÐxte ìti o paÐkthc
pou paÐzei pr¸toc èqei strathgik  nÐkhc. ApodeÐxte dhlad  ìti an o pr¸toc
paÐxei tèleia tìte kerdÐzei p�nta anex�rthta apì tic kin seic tou deÔterou
paÐkth.

ShmeÐwsh: Autì to prìblhma eÐnai kajar� majhmatikì. Ta majhmatik� eÐ-
nai epiqeir mata, idèec kai sullogismoÐ. 'Oqi pr�xeic kai exis¸seic. Oi pr�xeic
apl� bohj�ne sto na apodeÐxoume prot�seic kai oi exis¸seic sto na broÔme
arijmoÔc me dedomènec idiìthtec.

48. Se èna 3 epÐ 3 tetr�gwno me arijmoÔc èqoume to dikaÐwma na k�noume
tic ex c enèrgeiec: Epilègoume èna apì ta tèssera 2 epÐ 2 upotetr�gwna kai
aux�noume touc tèsseric up�rqontec arijmoÔc kat� 1 ton kajèna. Exet�ste
se poi� apì ta parak�tw eÐnai dunatì na ft�soume an xekin soume apì to

0 0 0
0 0 0
0 0 0

kai k�noume tic epitreptèc enèrgeiec.

5 9 4
9 18 9
4 9 5

4 9 5
11 24 11
7 13 6

4 10 5
9 20 11
5 10 6

11 18 7
16 32 16
5 14 9

An gia k�poio gÐnetai, deÐxte tic kin seic. An den gÐnetai, exhg ste to.

49**. 'Eqoume mÐa parèa 10 fÐlwn. Pìsec upoparèec apì autoÔc touc fÐlouc
up�rqoun? Upoparèa jewreÐtai kai ènac fÐloc mìnoc tou. Gia par�deigma 3
fÐloi, oi A, B kai G èqoun 7 upoparèec, tic A, B, G, AB, AG, BG, ABG. Genik�
ν fÐloi pìsec upoparèec èqoun?

ShmeÐwsh: To prìblhma autì Ðswc sac faneÐ polÔ dÔskolo. Autì to er¸th-
ma eis�gei ènan apì touc kÔriouc kl�douc twn majhmatik¸n o opoÐoc lègetai
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Sunduastik  kai den did�sketai sto sqoleÐo. To kalì me autìn ton kl�do
eÐnai ìti den èqei proapaitoÔmena. Apì thn �llh ta erwt mat� tou en¸ mporeÐ
na eÐnai katanoht� akìma kai apì majhtèc dhmotikoÔ, gÐnontai gr gora polÔ
dÔskola.

50. (O GRIFOS TOU EINSTEIN) Up�rqoun 5 spÐtia, 5 diaforetik¸n
anjr¸pwn. Se k�je èna spÐti zei ènac �njrwpoc diaforetik c ejnikìthtac. Oi
5 idiokt tec pÐnoun èna sugkekrimèno eÐdoc potoÔ, kapnÐzoun mia sugkekrimènh
m�rka tsig�rwn kai èqoun èna sugkekrimèno katoikÐdio. 'Oloi èqoun metaxÔ
touc diaforetik� katoikÐdia, diaforetikèc m�rkec tsig�rwn kai diaforetik�
eÐdh pot¸n. H er¸thsh eÐnai poiìc èqei to y�ri? StoiqeÐa:
a) O 'Aggloc mènei sto kìkkino spÐti.
b) O Souhdìc èqei èna skÔlo.
g) O Danìc pÐnei ts�i.
d) To pr�sino spÐti eÐnai arister� apì to �spro spÐti.
e) O idiokt thc tou pr�sinou spitioÔ pÐnei kafè.
z) Autìc pou kapnÐzei Pall Mall tsig�ra èqei pouli� gia katoikÐdia.
h) O idiokt thc tou kÐtrinou spitioÔ kapnÐzei Dunhill.
j) Autìc pou mènei sto mesaÐo spÐti pÐnei g�la.
i) O Norbhgìc mènei sto pr¸to spÐti.
k) Autìc pou kapnÐzei Blends mènei dÐpla se autìn pou èqei g�tec.
l) Autìc pou èqei to �logo mènei dÐpla se autìn pou kapnÐzei Dunhill.
m) O idiokt thc pou kapnÐzei Bluemasters pÐnei mpÐra.
n) O Germanìc kapnÐzei Prince.
x) O Norbhgìc mènei dÐpla sto mple spÐti.
o) Autìc pou kapnÐzei Blends èqei èna geÐtona pou pÐnei nerì.

17


