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      Επιπλέον, το μέσον Ο της ΕΖ είναι και μέσον της ΑΒ, αφού από τις σχέσεις (2) και (4) 
προκύπτει ότι ΕΑ = ΒΖ, οπότε θα έχουμε  
                                                  ΟΑ = ΟΕ−ΑΕ = ΟΖ−ΒΖ = ΟΒ .                                (7) 
      Επομένως το σημείο Κ βρίσκεται πάνω στη μεσοκάθετη του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ 
σε απόσταση από το μέσον Ο ίση προς το μισό του ΑΒ. Άρα είναι σταθερό σημείο, δηλαδή 
είναι ανεξάρτητο από τη θέση του σημείου Μ. 
 
      2ος τρόπος 
      Θεωρούμε την ευθεία ΑΒ ως άξονα των πραγματικών αριθμών στο μιγαδικό επίπεδο και 
το μέσον του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ ως την αρχή των αξόνων. Έστω ότι το σημείο Μ 
είναι η εικόνα του μιγαδικού αριθμού z , το σημείο Β είναι η εικόνα του πραγματικού αριθ-
μού a , οπότε το σημείο Α θα είναι η εικόνα του πραγματικού αριθμού a− . Τότε στο διάνυ-
σμα ΑΜ  αντιστοιχίζεται ο μιγαδικός αριθμός z a+ και επειδή είναι ,ΑΓ ⊥ ΑΜ  ΑΓ = ΑΜ   

έπεται ότι ( ), 90ΑΜ ΑΓ = , οπότε στο διάνυσμα ΑΓ  αντιστοιχίζεται ο μιγαδικός αριθμός 

( )i z a+ . Επομένως στο διάνυσμα ΟΓ = ΟΑ+ΑΓ , άρα και στο σημείο Γ, αντιστοιχίζεται ο 

μιγαδικός αριθμός  ( )a i z a− + + . 

      Με το ίδιο σκεπτικό, αλλά με την παρατήρηση ότι ( ), 90ΒΜ ΒΔ = − , καταλήγουμε ότι 

στο σημείο Δ αντιστοιχίζεται ο μιγαδικός αριθμός  ( )a i z a− − . 
      Επομένως το μέσον Κ του ευθύγραμμου τμήματος ΓΔ είναι εικόνα του μιγαδικού αριθ-
μού  

 ( ) ( )
2

a i z a a i z a
ai

− + + + − −
= , 

οπότε το σημείο Κ είναι σταθερό, δηλαδή ανεξάρτητο του μιγαδικού αριθμού z , άρα ανε-
ξάρτητο από τη θέση του σημείο Μ. 
 
 

 
Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

      1.  Αν οι θετικοί ακέραιοι καια β  έχουν 120 κοινούς θετικούς διαιρέτες, να προσδιορί-
σετε το πλήθος των κοινών θετικών διαιρετών των αριθμών  
 4 5 και 3 4α β α βΑ = + Β = + . 

Β(a) 

Μ(z) 

Γ( ( )a i z a− + +  

Δ(a-i(z-a)) 

Ο

Κ(ai) 

     Σχήμα  9 

A(-a) 

x 2
π

+  
2
π

+
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      Λύση 
      Θα αποδείξουμε ότι τα σύνολα των θετικών ακέραιων κοινών διαιρετών των αριθμών 

,α β  και των αριθμών  Α και Β ταυτίζονται.  
      Έστω ότι ο θετικός ακέραιος δ είναι κοινός διαιρέτης των αριθμών ,α β . Τότε από τις 
σχέσεις καιδ α δ β  λαμβάνουμε ότι ο δ διαιρεί και κάθε γραμμικό συνδυασμό τους , οπό-
τε 

(4 5 ) και (3 4 )δ α β δ α β+ = Α + = Β , 
δηλαδή ο δ  είναι κοινός διαιρέτης των Α και Β. 
      Αντίστροφα, έστω ότι ο θετικός ακέραιος δ  είναι κοινός διαιρέτης των ακεραίων Α και 
Β. Τότε από τις υποθέσεις 4 5 και 3 4δ α β δ α βΑ = + Β = +  έπεται ότι δ α βΑ−Β = + , 
oπότε προκύπτει ότι: 

5( )δ αΑ−Β −Α =   και   4( )δ βΑ− Α−Β = ,  
οπότε ο δ είναι κοινός διαιρέτης και των αριθμών α και β.  
      Επομένως και οι αριθμοί Α και Β έχουν 120 κοινούς θετικούς ακέραιους διαιρέτες. 
 
      2.  Να προσδιορίσετε το πλήθος και το άθροισμα των άρτιων θετικών ακέραιων που βρί-
σκονται μεταξύ των αριθμών  2 1n nΑ = − +  και 2B 1n n= + + , όπου n  θετικός ακέραιος. 
 
      Λύση 
      Έχουμε   Α = n(n - 1) + 1 και  Β= n(n + 1) + 1, οπότε και οι δύο αριθμοί είναι περιττοί, 
αφού τα γινόμενα διαδοχικών ακέραιων n(n - 1) και n(n + 1) είναι άρτιοι ακέραιοι. Επιπλέον, 
είναι Β – Α = 2n>0, οπότε Α < Β. Έστω  Α + 1, Α + 3, …, Α + (2κ - 1), όπου κ θετικός ακέ-
ραιος, οι άρτιοι ακέραιοι που βρίσκονται μεταξύ των περιττών Α και Β. Τότε πρέπει  

Α+(2κ-1) = Β – 1, 
δηλαδή  

Β - Α = 2κ ⇔ 2n = 2κ⇔ κ = n. 
      Επομένως μεταξύ των αριθμών Α και Β βρίσκονται n άρτιοι ακέραιοι, οι οποίοι είναι οι                            

Α + 1, Α + 3, …, Α + (2n - 1), 
ενώ το άθροισμά τους είναι 

Σ = nA + [1 + 3 +…+ (2n - 1)] = ( )3 2 31 2 1
2
n n

n n n n n
+ − ⋅

− + + = + . 

 
3.  Να προσδιορίσετε τις τριάδες ακέραιων ( ), ,x y z  με x y z≥ ≥  που ικανοποιούν  την 
     εξίσωση: 
 ( ) ( ) ( ) 6.xy x y yz y z zx z x− + − + − =  
      Ποιες από τις τριάδες  αυτές έχουν άθροισμα τετραγώνων ελάχιστο; 
 
      Λύση 
      Το πρώτο μέλος της δεδομένης εξίσωσης γράφεται:                        

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )[ ]
( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2

( ) ( )

( ) .

xy x y yz y z zx z x x y xy y z yz z x zx

xy x y x y z x y z

x y xy z xz yz

x y x y z z y z

x y y z x z

− + − + − = − + − + −

= − + − − −

⎡ ⎤= − + − −⎣ ⎦
= − − − −

= − − −

 

      Άρα η δεδομένη εξίσωση γίνεται: 
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( )( )( ) 6x y y z x z− − − = . 
      Από την τελευταία μορφή προκύπτει ότι οι ακέραιοι , ,x y y z x z− − −  είναι διάφοροι από 
το 0. Επιπλέον από την υπόθεση x y z≥ ≥  έπεται ότι 0 και 0x y x z y z− ≥ − ≥ − > , και α-
φού οι θετικοί διαιρέτες του 6 είναι οι 1, 2, 3, 6, έπεται ότι οι δυνατές τιμές για τις διαφορές 

, ,x y y z x z− − − , είναι: 
                                          1, 2, 3x y y z x z− = − = − =                                     (1) 
                                        ή  2, 1, 3x y y z x z− = − = − =                                    (2) 
                                         ή  1, 1, 6x y y z x z− = − = − =                                    (3) 

 
      Επειδή η τρίτη εξίσωση προκύπτει με πρόσθεση κατά μέλη της  πρώτης και της δεύτε-
ρης, η περίπτωση (3) δεν είναι αποδεκτή. Τα συστήματα (1) και (2) είναι αποδεκτά , αφού  
κάθε λύση του συστήματος της πρώτης και δεύτερης εξίσωσης είναι και λύση της τρίτης εξί-
σωσης, οπότε: 

• Από το σύστημα (1) λαμβάνουμε: 
1, 2 1, 2,− = − = ⇔ = + = −x y y z x y z y  

            όπου y θετικός ακέραιος. Έτσι έχουν προκύψει οι τριάδες θετικών ακέραιων 
 ( ) ( ), , 1, , 2 ,x y z k k k= + −  όπου k θετικός ακέραιος. 

• Από το σύστημα (2) λαμβάνουμε τελικά: 
( ) ( ), , 2, , 1 ,x y z k k k= + −  όπου k θετικός ακέραιος. 

      Στην πρώτη περίπτωση οι τριάδες ( ) ( ), , 1, , 2 ,x y z k k k k= + − ∈ , έχουν άθροισμα 
τετραγώνων 

( ) ( )2 22 21 2 3 2 5S k k k k k= + + + − = − + , 

που είναι τριώνυμο ως προς  k  και έχει ελάχιστο για 1
3

k = ∉ . Λόγω της μονοτονίας 

της συνάρτησης ( ) 23 2 5S k k k= − +  εξετάζουμε τις τιμές της στους γειτονικούς ακέραι-

ους του 1
3

 και έχουμε ( )0 5S =  και ( )1 6S = , οπότε η ελάχιστη τιμή του S  λαμβάνεται 

για κ=0 από την τριάδα ( ) ( ), , 1,0, 2 .x y z = −   

       Στην δεύτερη περίπτωση οι τριάδες ( ) ( ), , 2, , 1 ,x y z k k k k= + − ∈ , έχουν άθροισμα 
τετραγώνων 

( ) ( )2 22 22 1 3 2 5S k k k k k= + + + − = + + , 

που είναι τριώνυμο ως προς  k  και έχει ελάχιστο για 1
3

k = − ∉ . Λόγω της μονοτονίας 

της συνάρτησης ( ) 23 2 5S k k k= + +  εξετάζουμε τις τιμές της στους γειτονικούς ακέραι-

ους του 1
3

 και έχουμε ( )0 5S =  και ( )1 6S − = , οπότε η ελάχιστη τιμή του S  λαμβάνεται 

για κ=0 από την τριάδα ( ) ( ), , 2,0, 1 .x y z = −  
      Επομένως η ελάχιστη τιμή του αθροίσματος των τετραγώνων των μελών των τριάδων 
που ικανοποιούν την δεδομένη εξίσωση είναι 5 και λαμβάνεται από τις τριάδες  

( ) ( ), , 1,0, 2x y z = −  και ( ) ( ), , 2,0, 1 .x y z = −  
 
4.  Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ . Θεωρούμε τυχόν σημείο Μ εκτός του ΑΒ και τέτοιο    
     ώστε η κάθετη από το αυτό προς την ευθεία ΑΒ να την τέμνει σε εσωτερικό σημείο του   
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     ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ. Φέρουμε  ευθύγραμμα  τμήματα ΑΓ και  ΒΔ τέτοια  ώστε  
                                και 2ΑΓ ⊥ ΑΜ ΑΓ = ⋅ΑΜ ,  ΒΔ ⊥ΜΒ και 2ΒΔ = ⋅ΜΒ  
     και επιπλέον τα σημεία  Μ, Γ και Δ να  βρίσκονται στο ίδιο ημιεπίπεδο ως προς την ευ-  
     θεία ΑΒ. Να αποδείξετε ότι το μέσον Κ του ευθύγραμμου τμήματος ΓΔ είναι σταθερό   
     σημείο, δηλαδή είναι ανεξάρτητο από τη θέση του σημείου Μ. 
 
      Λύση 
      Από τα σημεία Γ, Μ και Δ φέρουμε καθέτους ΓΕ, ΜΗ και ΔΖ προς την ευθεία ΑΒ. Τότε 
οι οξείες γωνίες ˆΜΑΗ  και ˆΑΓΕ  έχουν πλευρές κάθετες, οπότε είναι ίσες. Για τον ίδιο λόγο 
είναι ίσες και οι γωνίες ˆΜΒΗ  και ˆΒΔΖ . Έτσι τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΗΜ , ΓΕΑ είναι ό-
μοια, οπότε θα έχουμε:  

2ΓΕ ΑΕ ΑΓ
= = =

ΑΗ ΜΗ ΑΜ
, 

οπότε προκύπτουν οι ισότητες:                                                       
                                                     2ΓΕ = ⋅ΑΗ                                                    (1) 
                                                    2ΕΑ = ⋅ΜΗ .                                                 (2) 

      Ομοίως τα ορθογώνια τρίγωνα ΜΗΒ, ΒΖΔ είναι όμοια, οπότε ομοίως θα έχουμε:  
                                              2ΔΖ = ⋅ΗΒ                                                     (3) 
                                              2ΒΖ = ⋅ΜΗ .                                                  (4) 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      Έστω ότι η κάθετη από το μέσον Κ της ΓΔ τέμνει την ευθεία ΑΒ στο σημείο Ο. Τότε η 
ΚΟ θα είναι η διάμεσος του τραπεζίου ΓΕΖΔ, οπότε θα ισχύει:  
 

                                                              
2

ΓΕ+ ΔΖ
ΟΚ = .                                               (5) 

 
      Λόγω των (1) και (3) η σχέση (5) γίνεται 
 

Α Β

Μ

   Γ 

Δ 

  Ζ ΗΟ

Κ

   Σχήμα  10 

Ε 
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                                        2 2 2
2 2 2

ΓΕ+ ΔΖ ⋅ΑΗ + ⋅ΗΒ ⋅ΑΒ
ΟΚ = = = = ΑΒ .                  (6) 

 
      Επιπλέον, το μέσον Ο της ΕΖ είναι και μέσον της ΑΒ, αφού από τις σχέσεις (2) και (4) 
προκύπτει ότι ΕΑ = ΒΖ, οπότε θα έχουμε  
 
                                                  ΟΑ = ΟΕ−ΑΕ = ΟΖ−ΒΖ = ΟΒ .                               (7) 
 
      Επομένως το σημείο Κ βρίσκεται πάνω στη μεσοκάθετη του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ 
σε απόσταση από το μέσον Ο ίση προς το ΑΒ. Άρα είναι σταθερό σημείο, δηλαδή είναι ανε-
ξάρτητο από τη θέση του σημείου Μ. 
 
Παρατήρηση 
Το πρόβλημα αυτό μπορεί να λυθεί με χρήση της γεωμετρικής αναπαράστασης των μιγαδι-
κών αριθμών. 
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