ΘΕΜΑ 9

Έστω 
[image: image1.wmf]f
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 συνεχής στο [a,d] και a<b<c<d με f(b)<f(a)<f(d)<f(c) . Να δείξετε ότι υπάρχει x0 στο (a,d) : 
[image: image2.wmf]0
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. Να την λύσετε με όσους πιο πολλούς  τρόπους  μπορείτε.
(παρατήρηση: σε κάποιες λύσεις δεν χρειάζεται η συνέχεια της 
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α΄ τρόπος


Επειδή f(b)<f(a)< 1/2{f(a)+f(d)}<f(d)<f(c) και f συνεχής, από το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών, υπάρχει r με b<r<c τέτοιο ώστε f(r)=1/2{f(a)+f(d)}

Επειδή f(b)<f(a)<f(r) και f συνεχής από το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών, υπάρχει p με b<p<r τέτοιο ώστε f(p)=f(a)

Επειδή f(r)<f(d)<f(c) και f συνεχής από το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών, υπάρχει q με r<q<c τέτοιο ώστε f(q)=f(d)

Ισχύουν οι προϋποθέσεις των παρακάτω θεωρημάτων όπου αναφέρονται αυτά. 

Από το θεώρημα Rolle για την f στο [a,p], υπάρχει k στο (a,p) : 
[image: image4.wmf]f(k)0
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Από το θεώρημα Rolle για την f στο [q,d], υπάρχει l στο (q,d) : 
[image: image5.wmf]f(l)0
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Από το θεώρημα Rolle για την 
[image: image6.wmf]f
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 στο [k,l], υπάρχει x0 στο (k,l) : 
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β΄ τρόπος

Ισχύουν οι προϋποθέσεις των παρακάτω θεωρημάτων όπου αναφέρονται αυτά. 

Από το ΘΜΤ για την f στο [a,b], υπάρχει x1 στο (a,b) : 
[image: image8.wmf]1
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Από το ΘΜΤ για την f στο [b,c], υπάρχει x2 στο (b,c) : 
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Από το ΘΜΤ για την f στο [c,d], υπάρχει x3 στο (c,d) : 
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Από το θεώρημα Bolzano για την 
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 στο [x1,x2], υπάρχει  ξ1 στο (x1,x2) : 
[image: image12.wmf]1
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Από το θεώρημα Bolzano για την 
[image: image13.wmf]f
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 στο [x2,x3], υπάρχει  ξ2 στο (x2,x3) : 
[image: image14.wmf]2
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Από το θεώρημα Rolle για την 
[image: image15.wmf]f
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 στο [ξ1,ξ2], υπάρχει x0 στο (ξ1,ξ2) : 
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γ΄ τρόπος

Ισχύουν οι προϋποθέσεις των παρακάτω θεωρημάτων όπου αναφέρονται αυτά. 

Από το ΘΜΤ για την f στο [a,b], υπάρχει x1 στο (a,b) : 
[image: image17.wmf]1
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Από το ΘΜΤ για την f στο [b,c], υπάρχει x2 στο (b,c) : 
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Από το ΘΜΤ για την f στο [c,d], υπάρχει x3 στο (c,d) : 
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Από το ΘΜΤ για την 
[image: image20.wmf]f
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 στο [x1,x2], υπάρχει  ξ1 στο (x1,x2): 
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Από το ΘΜΤ για την 
[image: image22.wmf]f
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 στο [x2,x3], υπάρχει  ξ2 στο (x2,x3) : 
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Από το θεώρημα Bolzano για την 
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στο [ξ1,ξ2] υπάρχει x0 στο (ξ1,ξ2) : 
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δ΄ τρόπος

Ισχύουν οι προϋποθέσεις των παρακάτω θεωρημάτων όπου αναφέρονται αυτά. 

Από το θεώρημα max-min τιμής για την συνεχή f στο [a,d] προκύπτει ότι : η f έχει και μέγιστη και ελάχιστη τιμή στο  [a,d]

Επειδή f(b)<f(a)<f(d)<f(c) τα ακρότατα αυτά είναι διαφορετικά και δεν μπορεί να βρίσκονται στα άκρα  a,d . Άρα θα βρίσκονται στο εσωτερικό του [a,d]

Από το θεώρημα Fermat θα υπάρχουν ξ1 , ξ2 στο (a,d) : 
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, 
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Από το θεώρημα Rolle για την 
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¢

 στο [ξ1,ξ2], υπάρχει x0 στο (ξ1,ξ2) : 
[image: image29.wmf]0
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ε΄ τρόπος

Ισχύουν οι προϋποθέσεις των παρακάτω θεωρημάτων όπου αναφέρονται αυτά. 

Υποθέτουμε ότι η [image: image30.wmf]f
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 δεν αλλάζει πρόσημο στο (a,d)

Τότε η  
[image: image31.wmf]f
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 είναι γνήσια μονότονη , άρα θα έχει το πολύ μια ρίζα.
Από το ΘΜΤ για την f στο [a,b], υπάρχει x1 στο (a,b) : 
[image: image32.wmf]1
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Από το ΘΜΤ για την f στο [b,c], υπάρχει x2 στο (b,c) : 
[image: image33.wmf]2
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Άρα η ρίζα της συνεχούς 
[image: image34.wmf]f

¢

 , έστω ρ , βρίσκεται ανάμεσα στα x1, x2
Τότε η 
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 διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (ρ,d) που είναι θετικό αφού 
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Άρα 
[image: image37.wmf]f
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στο (ρ,d] (διότι είναι συνεχής και στο d) 

Επειδή c<d και τα c,d βρίσκονται στο (ρ,d]  θα έπρεπε f(c)<f(d) . Άτοπο

Άρα η [image: image38.wmf]f
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 αλλάζει πρόσημο στο (a,d) και επειδή είναι συνεχής υπάρχει x0 στο (a,d):
[image: image39.wmf]0
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στ΄ τρόπος

Θα στηριχτούμε στην πρόταση : Αν f κυρτή στο [a,d] , τότε η κλίση των χορδών της Cf με σταθερό το ένα άκρο είναι γνήσια αύξουσα.


*

Ισχύουν οι προϋποθέσεις των παρακάτω θεωρημάτων όπου αναφέρονται αυτά. 

Υποθέτουμε ότι η 
[image: image40.wmf]f
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 δεν αλλάζει πρόσημο στο (a,d) και χωρίς βλάβη της γενικότητας να είναι θετικό. Τότε η f είναι κυρτή και η 
[image: image41.wmf]f

¢

&

 στο [a,d]

Θεωρούμε την 
[image: image42.wmf]f(x)f(b)
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 (κλίση των χορδών της Cf  με αρχή το σημείο Β)

Η g είναι παραγωγίσιμη και ισχύει : 
[image: image43.wmf]22
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[image: image44.wmf]f(x)f(k)
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. Άρα η g είναι γνήσια αύξουσα στο (b,d] και επειδή c<d 

θα έπρεπε g(c)<g(d), δηλαδή : 
[image: image45.wmf]f(c)f(b)f(d)f(b)
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Όμως 
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 και πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη προκύπτει αντίφαση.

Άρα η 
[image: image47.wmf]f
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 αλλάζει πρόσημο στο (a,d) και επειδή είναι συνεχής υπάρχει x0 : 
[image: image48.wmf]0
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ζ΄ τρόπος

Θα στηριχτούμε στην πρόταση : Αν f κυρτή (ή κοίλη) στο [a,d] , τότε δεν υπάρχουν τρία συνευθειακά σημεία στην  Cf

Υποθέτουμε ότι η 
[image: image49.wmf]f
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 δεν αλλάζει πρόσημο στο (a,d) και χωρίς βλάβη της γενικότητας να είναι θετικό. Τότε η f είναι κυρτή.

Επειδή f(b)<f(a)<f(d)<f(c) τα σημεία B,C βρίσκονται εκατέρωθεν της ευθείας AD
Όμως η f είναι συνεχής. Οπότε από την γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος Bolzano προκύπτει ότι : η Cf θα τέμνει την AD σε κάποιο σημείο P(p,k)

Τότε τα A,D,P είναι συνευθειακά σημεία της Cf . Άτοπο.

Άρα η 
[image: image50.wmf]f
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 αλλάζει πρόσημο στο (a,d) και επειδή είναι συνεχής υπάρχει x0 : 
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Τώρα θα αποδείξουμε την πρόταση στην οποία στηριχτήκαμε: 

Έστω ότι υπάρχουν 3 συνευθειακά σημεία 
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 τότε θα ισχύει 
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,συντελεστής διεύθυνσης των ΑΒ και ΒΓ

Ισχύουν οι προϋποθέσεις του ΘΜΤ για την f στο [α,β] και στο [β,γ] οπότε:
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Οπότε θα πρέπει 
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 Άτοπο αφού 
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 γνήσια μονότονη και άρα 1-1

1/2{f(a)+f(d)}
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