Οπισθόφυλλο στην πραγματική Ανάλυση
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«Στη Φοίβη, σε ό,τι κρύβει και σε ό,τι αποκαλύπτει»

ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

Είναι σχεδόν βέβαιο ότι έχετε ξανά ασχοληθεί με διανύσματα. Θυμηθείτε αρχικά, με λίγη δόση αυστηρότητας, ότι διάνυσμα είναι ένα μαθηματικό κατασκεύασμα που υπακούει σε συγκεκριμένους κανόνες. Διάνυσμα δεν υφίσταται μόνο μέσα σε έναν τρισδιάστατο χώρο. Διατεταγμένες νιάδες, πίνακες, συναρτήσεις μπορούν να αποτελέσουν διανύσματα, ανεξάρτητα από την ειδική τους φύση.


Επικαλεστείτε τώρα τις γνώσεις σας για να ξεκαθαριστούν κάποια πράγματα. Έτσι, όταν για παράδειγμα γράφετε: 
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, έχετε βρει ένα σύντομο τρόπο για να περιγράψετε την ισότητα: 
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, όπου με: 
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 συμβολίσατε μια ορθοκανονική βάση του 
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, ενώ (2,3,5) είναι η τριάδα των συντεταγμένων ως προς τη βάση αυτή. Τις συντεταγμένες βέβαια τις χρειάζεστε, για να κάνετε εύκολη τη χρήση των διανυσμάτων.


Η γνώση τους καθορίζει πλήρως το διάνυσμα. Προσέξτε, όμως! Για όλες τις συγκρίσεις σας να χρησιμοποιήσετε την ίδια βάση, αλλιώς δεν θα έχουν νόημα αυτά που λέτε. Ένα κοινό, λοιπόν, χαρακτηριστικό των διανυσμάτων ενός χώρου, ανεξάρτητα από την ειδική τους φύση, είναι ότι αναπαρίστανται ως γραμμικοί συνδυασμοί των στοιχείων κάποιας βάσης. Οι συντεταγμένες (στοιχεία ενός σώματος), είναι οι αριθμοί που κάνουν δυνατή αυτή την αναπαράσταση.

ΜΕΤΡΟ ΣΕ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΥΣ ΧΩΡΟΥΣ 


Έχετε βρει τρόπους να μετράτε αποστάσεις μέσα σε διανυσματικούς χώρους. Όμως, μη θεωρήσετε δεδομένο ότι οι αποστάσεις είναι μήκη, γιατί τότε θα δυσκολευτείτε να αποκτήσετε εικόνα του μήκους για χώρους διάστασης 4,5 κ.λ.π.


Μια αλγεβρική κατασκευή, γενικότερη από μια γεωμετρική αντίληψη, μπορεί να συμπληρώσει την ιδέα που έχετε για την απόσταση-μήκος. Η διαίσθησή σας, όμως, θέτει κάποιους περιορισμούς, τους οποίους πρέπει να περιμένει κανείς από το οποιοδήποτε μέτρο και η αλγεβρική κατασκευή έρχεται, με αυστηρότητα, να θεμελιώσει αυτές τις απαιτήσεις.

Θεωρήστε, λοιπόν, δύο ποσότητες x, y και συμβολίστε με d (x, y) αυτό που θα θεμελιώσετε ως απόσταση των x, y.


Αφού το d (x, y) θέλετε να μετρηθεί, πρέπει να είναι ένας πραγματικός αριθμός και μάλιστα θετικός, αφού ένας αρνητικός θα εισήγαγε εκτός από την έννοια της απόστασης και μια άλλη έννοια, αυτή της φοράς.


Λάβετε υπ’όψη σας το γεγονός ότι d (x, y) 
[image: image5.wmf]+
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. Ακόμη, πρέπει να περιμένετε ότι όσο απέχει το x από το y, το ίδιο απέχει το y από το x, δηλαδή d (x, y) = d (y, x). Δύο πράγματα που ταυτίζονται είναι απόλυτα φυσικό να δεχθείτε ότι απέχουν μηδενική απόσταση και αντιστρόφως, άρα 
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Τέλος, λέτε ότι το άμεσο απέχει λιγότερο από το έμμεσο ή ότι η ευθεία (γεωδαισιακή) είναι συντομότερη από την τεθλασμένη. Η απαίτηση αυτή μεταφράζεται στην 
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. Οποιαδήποτε, λοιπόν, συνάρτηση δύο μεταβλητών ικανοποιεί τις τέσσερις αυτές απαιτήσεις, κατασκευάζει ένα μέτρο σε διανυσματικούς χώρους.


Ξαναγυρίστε τώρα στον 
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 και γενικεύστε πολύ εύκολα αμέσως μετά. Ονομάστε εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων 
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 έναν αριθμό που έχετε ορίσει ως 
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Τότε, 
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 και έτσι δεν είναι καθόλου δύσκολο να επαληθεύσετε ότι η παράσταση 
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 ικανοποιεί όλες τις απαιτήσεις που τέθηκαν για το μέτρο. (Ακριβέστερα 
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Την παράσταση αυτή ονομάστε “νορμ” και συμβολίστε με: 
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Είναι αρκετά εντυπωσιακό ότι οι συντεταγμένες προκύπτουν με τη βοήθεια μιας βάσης και του εσωτερικού γινομένου και αυτό γιατί, αν:
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Τελικά, μπορείτε να πείτε ότι: 
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΟΙ ΧΩΡΟΙ 

Τώρα, τα διανύσματά σας είναι συναρτήσεις. Είναι κάτι που εύκολα μπορεί να γίνει. Θα πρέπει να περιμένετε και μια αναπαράσταση, ανάλογη με αυτή των διανυσμάτων, ως γραμμικού συνδυασμού. Κοιτάξτε, λοιπόν, πίσω στις δυναμοσειρές. Εκεί είχατε μια έκφραση της μορφής: 
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Παρατηρήστε ότι τα 
[image: image22.wmf]2
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είναι ίδιας φύσης (συναρτήσεις) με το f(x). Έτσι, πιθανώς, θα μπορούσε το σύνολο 
[image: image23.wmf]{
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 να αποτελέσει μια βάση, παρ’όλο που είναι ένα απειροσύνολο. Άρα, έχετε κάτι που θυμίζει γραμμικό συνδυασμό. Πρέπει, όμως, να κατασκευάσετε και κάποιο εσωτερικό γινόμενο. Και σαν να μην φθάνουν όλα αυτά, θέστε τον επιπλέον περιορισμό: Οι συναρτήσεις σας να ανήκουν όλες στην κλάση των ολοκληρώσιμων συναρτήσεων. Αν πάρετε λοιπόν ολοκληρώσιμες συναρτήσεις στο [α,β], δεν χάνετε τη διανυσματική φύση των συναρτήσεων και η επιθυμία σας διατυπώνεται στο να πετύχετε μια ανάπτυξη της μορφής: 
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όπου το 
[image: image25.wmf]{
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 θα αποτελείται από ορθοκανονικά διανύσματα.
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Τότε, θα έχετε και 
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μια παράσταση που επαληθεύει όλες τις ιδιότητες του μέτρου.


Ορθογώνια διανύσματα είναι, βέβαια, εκείνα που έχουν εσωτερικό γινόμενο μηδέν. Έτσι: 
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Τέλος: 
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Τώρα, αν έχετε πετύχει μια ανάπτυξη της μορφής 
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, οι συντελεστές αi μπορούν να υπολογιστούν από την παρακάτω σχέση, όπου όμως το σύνολο των φi να θεωρείται ορθοκανονικό: 
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ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΣΕΙΡΑ FOURRIER

Αν συγκεντρώσετε όλα τα προηγούμενα, καταλήγετε στα εξής: 


Έστω F η κλάση των ολοκληρώσιμων συναρτήσεων στο [α,β] με norm διαφορετική από το 0.

1. Αν f, g ( F, ονομάστε εσωτερικό γινόμενο των f, g το 
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2. Το σύνολο 
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 ονομάστε το ορθοκανονικό, αν: 
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Αν είχατε 
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 τότε 
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Μετά από όλα αυτά: 
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ΚΛΕΙΣΤΑ ΟΡΘΟΚΑΝΟΝΙΚΑ ΣΥΝΟΛΑ


Θα σας είναι αυτονόητο, ότι οι σειρές Fourrier είναι μια γενίκευση των δυναμοσειρών με έντονο διανυσματικό χαρακτήρα για τις ολοκληρώσιμες στο [α,β] συναρτήσεις.

Έχετε ξαναδεί ότι μπορείτε να προσεγγίσετε με σειρές κάποιες συναρτήσεις. Όμως σκεφθείτε τι θα πει η λέξη «προσεγγίζω» στην κλάση F; Φυσικά την ύπαρξη ενός ορίου και 

την  οσοδήποτε θέλουμε μικρή απόσταση από αυτό. Μην ξεχάσετε ότι  η έννοια της απόστασης  εκφράστηκε από την ύπαρξη μιας norm στην κλάση F.

Ονομάστε λοιπόν με Sν(x)=c1φ1(x)+ c2φ2(x)+. . . + cνφν(x). Τότε πρέπει να περιμένετε ότι οποιαδήποτε 
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Î

 θα μπορείτε να την προσεγγίσετε με τα αντίστοιχα Sν(x). Δυστυχώς αυτό δεν είναι πάντα αληθινό. Αν όμως:
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Είδατε ότι κάτι τέτοιο δεν ισχύει στις δυναμοσειρές, αφού μπορεί ένα σύνολο από συνεχείς συναρτήσεις να δώσει δυναμοσειρά που να συγκλίνει σε μη συνεχή συνάρτηση.

ΠΛΗΡΗ ΟΡΘΟΚΑΝΟΝΙΚΑ ΣΥΝΟΛΑ

Ακόμη, όμως, δεν είδατε πότε μια ανάπτυξη σε σειρά Fourrier είναι δυνατή. Ο διανυσματικός χαρακτήρας θα πρέπει να σας οδηγήσει στην αντίστοιχη έννοια, αυτή της βάσης.


Στα διανύσματα λέγατε ότι τα πεπερασμένα στοιχεία μιας βάσης παράγουν το οποιοδήποτε διάνυσμα του χώρου. Κάτι αντίστοιχο πρέπει να υποπτευθείτε για το ορθοκανονικό σύνολο των 
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. Όμως, το αριθμήσιμο άπειρο πλήθος των 
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 μπορεί να σας δημιουργήσει κάποια προβλήματα.
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Προσέξτε λοιπόν ένα παράδειγμα. Στον 
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 θεωρήστε τα 
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 και οποιοσδήποτε γραμμικός συνδυασμός τους που ανήκει στο επίπεδο των 
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Αν όμως θεωρήσετε το σύνολο 
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, δεν υπάρχει διάνυσμα 
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 ταυτόχρονα ορθογώνιο προς τα 
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 και έτσι μπορείτε να πείτε ότι το σύνολο των ορθοκανονικών διανυσμάτων 
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 αποτελεί μια βάση του 
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Παρόμοια λέτε ότι: 
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Είναι μεγάλο ευτύχημα το ότι: 
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ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΕΙΡΕΣ

Το πιο «διάσημο» σύνολο ορθοκανονικών συναρτήσεων με περιοδικό χαρακτήρα του διαστήματος [-π,π] είναι αυτό που αποτελούν οι συναρτήσεις: 
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Οι αντίστοιχες σειρές ονομάζονται τριγωνομετρικές σειρές Fourrier και έχουν βέβαια τη μορφή: 
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Οι τριγωνομετρικές σειρές Fourrier, λόγω του περιοδικού τους χαρακτήρα, εμφανίζουν πολύ χρήσιμες ιδιότητες στην πράξη. Γενικεύουμε για οποιοδήποτε διάστημα [α,β] και όχι μόνο για το [-π,π], εκτελώντας απλά το μετασχηματισμό: 
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που μπορεί να επεκταθεί και σε όλο το R, αρκεί να ισχύει f (-π) = f (π), πράγμα που εξασφαλίζει τη συνέχεια της f στα άκρα.


Ακόμη, το τριγωνομετρικό πολυώνυμο 
[image: image53.wmf](
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 αποτελεί την καλύτερη προσέγγιση της f, με την έννοια των ελαχίστων τετραγώνων, αν οι συντελεστές 
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 επιλεγούν ως οι συντελεστές Fourrier της f  για το διάστημα [α,β]. 

Τέλος, ιδιότητα που δείχνει καθαρά το διανυσματικό χαρακτήρα των σειρών Fourrier είναι η: 
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(Θυμηθείτε για παράδειγμα, ότι στο 
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 ισχύει: 
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ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΣΕΙΡΩΝ FOURRIER

Όπως και στις δυναμοσειρές, είδατε ότι η σειρά Fourrier είναι πλήρως καθορισμένη, αν δοθεί η f, αφού: 
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Τώρα, σκεφθείτε το αντίστροφο πρόβλημα, δηλαδή αν σας δοθούν οι συντελεστές Fourrier και φυσικά η σειρά ολόκληρη, αναγνωρίζετε για ποια συνάρτηση f μιλάτε;


Για τις ασυνεχείς συναρτήσεις της F τα πράγματα δεν είναι καθόλου βολικά. Δείτε το παρακάτω παράδειγμα. θα σας επισημάνει τη δυσκολία.


Έστω f(x)= 0 
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Αν 
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 οι συντελεστές Fourrier της f και 
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Δηλαδή 
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Ευτυχώς, όμως, υπάρχουν κάποια θεωρήματα που ξεκαθαρίζουν την κατάσταση.


Θεωρήστε λοιπόν μια συνάρτηση f, ώστε: 

1. Η f  να είναι τμηματικά συνεχής στο [α,β] (πεπερασμένο πλήθος ασυνεχειών).
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2. Η f  να έχει σε κάθε σημείο του [α,β] αριστερή και δεξιά κλίση. (Προσέξτε να μην τις ταυτίσετε με τις πλευρικές παραγώγους). 

           (αριστερή κλίση στο 
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 και αντίστοιχα η δεξιά

π.χ.: (αριστερή κλίση στο 
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3. Τα 
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 δίνονται από τον τύπο: 
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Τότε, η σειρά: 
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, δεν συγκλίνει αναγκαστικά στην f, αλλά προς τη συνάρτηση με τύπο 
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Για τις συνεχείς, βέβαια, συναρτήσεις ισχύει: 
[image: image78.wmf](
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Έτσι, αν έχετε τη συνάρτηση του πρώτου σχήματος, αυτή θα δώσει μια σειρά Fourrier που θα συγκλίνει στη συνάρτηση του επόμενου σχήματος.


Θα παρατηρήσατε ότι μόνη της η συνέχεια δεν εξασφαλίζει τη σύγκλιση της σειράς Fourrier στην f. Απαιτείται, όπως είδατε, και η ύπαρξη πλευρικών κλίσεων.
ΦΑΙΝΟΜΕΝΟ GIBBS

Αυτή η παράγραφος δείχνει πόσο «περίεργα» συμπεριφέρονται οι ασυνεχείς συναρτήσεις στην ανάπτυξη Fourrier.


Έστω η παρακάτω συνάρτηση: 
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Βέβαια, η σειρά Fourrier της f  δεν συγκλίνει στην f. Με βάση τις προηγούμενες προτάσεις, η σειρά Fourrier θα συνέκλινε στο 1/2 
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. Αν θέλετε τώρα μια συνάρτηση g, που η σειρά Fourrier να συγκλίνει στην ίδια, μια καλή σκέψη θα είναι να κατεβάσετε τον δεξιό κλάδο και να ανεβάσετε τον αριστερό, στο σημείο 1/2 
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. Εύκολα μπορείτε να το πετύχετε, θεωρώντας την g με: 
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Τώρα, μπορείτε να διαπιστώσετε ότι η σειρά Fourrier της g συγκλίνει στη g. Για ευκολία σας, λοιπόν, γράψτε ότι: 
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Για να μελετήσετε τη συμπεριφορά της f, αφού η σειρά Fourrier συγκλίνει προς την g, αρκεί να μελετήσετε την h και η f  θα έχει εντελώς ανάλογη συμπεριφορά. Μπορεί να αποδειχθεί ότι: 
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και αν ονομάσετε με 
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Τότε, θα έχετε μια S(x) και μια h(x) με παραστάσεις όπως παρακάτω: 




Αν θεωρήσετε ότι το 
[image: image87.wmf]n®+¥

, το εκπληκτικό είναι ότι η S δεν πλησιάζει την h, αλλά την καμπύλη με την πιο κάτω γραφική παράσταση:


όπου 
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Μπορείτε τώρα να ισχυριστείτε ότι οι σειρές Fourrier συνεχών συναρτήσεων 
[image: image89.wmf](
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 στο όριό τους δεν πλησιάζουν μια συνεχή-αναγκαστικά- συνάρτηση αλλά- μια ασυνεχή, όπως την h και, κατ’ επέκταση, την f. Ένα θέμα μάλλον παράδοξο και, βέβαια, αρκετά γοητευτικό.

ΣΧΟΛΙΑ
15.1
Ο διανυσματικός χαρακτήρας των σειρών Fourrier μοιάζει σαν μια μικρή αποκάλυψη. Μόνο η γνώση την κάνει αναμενόμενη. Το φαινόμενο Gibbs, παράδοξο αποτέλεσμα, μπορεί να εξηγηθεί μόνο σαν κάποια «εφηβεία» απέναντι στην «ωριμότητα». Μια εφηβεία που αρχικά κρύβει, παραπλανά ίσως, αλλά τελικά αποκαλύπτει. Οι σειρές Fourrier ανοίγουν δρόμους στη συναρτησιακή ανάλυση, όπως μόνο μια πρωτότυπη ιδέα γίνεται τελικά…κατεστημένο.


Έχετε πολλά να περιμένετε από ένα παιδί των μαθηματικών. πράγματα που πιθανώς να σας εκπλήξουν και αγνοείτε μέχρι που μπορεί να σας φτάσει η ομορφιά τους.


Η Φοίβη μπορεί να μην το καταλαβαίνει, αλλά οι γονείς της το βιώνουν σε όλο του το μεγαλείο.
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Μια αρκετά δύσκολη γενίκευση του εσωτερικού γινομένου για ολοκληρώσιμες στο [α,β] συναρτήσεις αποτελεί η έκφραση: 


� EMBED Equation.DSMT4  ���





Δύο συναρτήσεις f, g ολοκληρώσιμες στο [α,β] να τις πείτε ορθογώνιες, αν ισχύει: 


� EMBED Equation.DSMT4  ���





Κανονική (ή μοναδιαία) συνάρτηση f, ολοκληρώσιμη στο [α,β] είναι εκείνη για την οποία ισχύει: 


� EMBED Equation.DSMT4  ���





Το σύνολο των ολοκληρώσιμων συναρτήσεων στο [α,β] � EMBED Equation.DSMT4  ��� ονομάστε ορθοκανονικό, αν ισχύουν οι δύο προηγούμενοι ορισμοί, ταυτόχρονα για όλες τις συναρτήσεις του συνόλου.





Η σειρά συναρτήσεων: � EMBED Equation.DSMT4  ��� ονομάζεται γενικευμένη σειρά Fourrier της f και οι συντελεστές � EMBED Equation.DSMT4  ��� ονομάζονται συντελεστές Fourrier της f, άσχετα με το αν η σειρά συγκλίνει ομοιόμορφα ή όχι στην f.





Το σύνολο {φν} των ορθογωνίων συναρτήσεων της F (με � EMBED Equation.DSMT4  ���) θα ονομάζεται πλήρες για την F, αν δεν υπάρχει συνάρτηση � EMBED Equation.DSMT4  ���, που να είναι ταυτόχρονα ορθογώνια προς όλες τις συναρτήσεις του {φν}.





Κάθε κλειστό ορθογώνιο σύνολο � EMBED Equation.DSMT4  ��� της F (� EMBED Equation.DSMT4  ���) είναι και πλήρες για την F.





Για κάθε � EMBED Equation.DSMT4  ��� ή αλλιώς :


                           � EMBED Equation.DSMT4  ���


Τότε το σύνολο των ορθοκανονικών συναρτήσεων φκ ονομάστε το κλειστό ως προς την κλάση F.





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���
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