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ΣΤΟ ΤΕΥΧΟΣ 69 ΤΟΥ ΠΕΡΙΟΣΙΚΟΥ ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ Β 

ΤΗΣ ΕΛΛΗΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΕΤΑΙΡΕΙΑΣ 

 

Κύριοι συνάδελφοι, εκδότες, διευθυντές, συνεργάτες του περιοδικού «ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ 

Β’» της Ελληνικής Μαθηµατικής Εταιρείας.  
 

∆ηµοσιεύσατε στο τεύχος 69 του περιοδικού ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ Β’ (Ιούλιος-Αύγουστος-

Σεπτέµβριος 2008) σχολιασµούς των θέσεών µου που διατύπωσα δηµόσια σχετικά µε 

τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων δύο αντίστροφων συναρτήσεων.  
 

Νοµίζω ότι οφείλατε πρώτα να δηµοσιεύατε τις απόψεις µου και στη συνέχεια να τις 

σχολιάζατε. Αυτό πιστεύω ότι απαιτούσε η δεοντολογία και η ηθική. Επιπλέον οι 

αναγνώστες θα µπορούσαν να συγκρίνουν τις δύο απόψεις, και να βγάλουν µόνοι τα 

συµπεράσµατά τους. 
 

Πως επιτρέψατε εσείς που εκπροσωπείτε ένα σοβαρό επιστηµονικό περιοδικό που 

απευθύνεται κυρίως σε µαθητές, τους κυρίους Κυριακόπουλο Αντώνιο και 

Φωτιάδη Νικόλαο, να απευθύνονται σε συνάδελφό σας µε υβριστικούς και αήθεις 

χαρακτηρισµούς. Εγώ δεν θέλω να κατεβώ στο επίπεδο των κυρίων αυτών και να 

απαξιώσω το περιοδικό σας. Σαν όργανα διοίκησης και εποπτείας του περιοδικού 

οφείλετε να κρατάτε το επίπεδο που αρµόζει και να ελέγχετε επιστηµονικά και 

δεοντολογικά τι γράφουν οι συνεργάτες σας. Περιµένω την άµεση αποκατάστασή 

µου. 
 

Ο λόγος που αναφερθήκατε στις θέσεις µου, µε καθυστέρηση δύο ετών, είναι ότι, οι 

συνάδελφοι µαθηµατικοί κατάλαβαν ποιο είναι το σωστό και πιο το λάθος και 

αυτό δεν σας άρεσε καθόλου. 
 

Οι διαφωνούντες πανικόβλητοι για να συµµαζέψουν τα ασυµµάζευτα, που γράψανε 

τόσα χρόνια και παρέσυραν τόσο κόσµο σε εσφαλµένες απόψεις µέσω του 

περιοδικού σας και άλλων εντύπων, προσπαθούν µε απαράδεκτες ενέργειες και µε 

συµπεριφορές του τύπου «αποφασίζοµεν και διατάσσοµεν» να επιβάλουν τις  

απόψεις τους. 
 

Η ορθότητα των θέσεών µου, κατά την άποψή µου, έχει κριθεί µετά από διάλογο και 

ανταλλαγή επιστηµονικών επιχειρηµάτων. Κάθε προσπάθεια φίµωσης µου και 

κουκουλώµατος του θέµατος, έπεσε στο κενό. 
 

Θα ήθελα επίσης να θέσω µερικά ερωτήµατα στην συντακτική επιτροπή αλλά και σε 

όλους τους άλλους που είναι υπεύθυνοι για την έκδοση του περιοδικού ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ 

Β και περιµένω µε επιστηµονικό ενδιαφέρον τις απαντήσεις τους. 

Έχουν διαβάσει τα σχετικά κείµενα που δηµοσίευσαν στο προηγούµενο τεύχος; 

Συµφωνούν µε τις µαθηµατικές απόψεις και θέσεις που διατυπώθηκαν; 

Έχουν δώσει την έγκρισή τους να δηµοσιευθούν τα σχετικά κείµενα; 

 

Γιατί στις 20/12/2008 µου ζητήσατε να σας στείλω, το συντοµότερο δυνατόν τις 

απόψεις-απαντήσεις µου για να τις δηµοσιεύσετε στο επόµενο τεύχος του 

περιοδικού σας, τελικά µε νεώτερη επιστολή σας (12/01/2009) µου κοινοποιείτε 

ότι αποφασίσατε να µην δηµοσιεύσετε την επιστολή-απάντηση που σας έστειλα; 
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Παραθέτω περιληπτικά τις απαντήσεις στα υποτιθέµενα λάθη µου παρουσιάζοντας 

ταυτόχρονα ένα µικρό µέρος των απόψεών µου όπως αυτές διατυπώθηκαν προφορικά 

ή γραπτά στο παρελθόν και τις οποίες σχολίασαν οι γνωστοί κύριοι. 
 

«Τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων δύο αντίστροφων 

συναρτήσεων, αν υπάρχουν, βρίσκονται µόνο πάνω στην ευθεία y=x.» 
 

1) Το πρώτο λάθος µου όπως δηµοσιεύθηκε στο περιοδικό ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ Β της 

ΕΜΕ 

 
Απάντηση στο υποτιθέµενο πρώτο λάθος µου  
Ακόµη και ένας πρωτοετής φοιτητής του µαθηµατικού τµήµατος γνωρίζει ότι, αν ως 

1 2
( ) ( ) ( )fr t f t i f t j= +

� ��
, t B∈  προσδιορίσουµε µια διανυσµατική εξίσωση της 

καµπύλης 
f

C  (όπου οι συναρτήσεις 
1 2
,f f  είναι 1-1) τότε «υποχρεωτικά» (λόγω του 

ορισµού της αντίστροφης) πρέπει να ορίσουµε ως διανυσµατική εξίσωση της 

καµπύλης 1
f

C −  την 1 2 1
( ) ( ) ( )

f
r t f t i f t j− = +

� ��
,  t B∈ . Συνεπώς για να βρούµε τα κοινά 

σηµεία των γραφικών παραστάσεων των δύο αντίστροφων συναρτήσεων f  και 1
f
−

 

λύνουµε την εξίσωση 1( ) ( )−=
� �

f f
r t r t ⇔ 1 2

( ) ( )f t f t= , µε t B∈ .  

Αν η συνάρτηση : ( )→f D f R  είναι αντιστρέψιµη, η «συνήθης» διανυσµατική 

εξίσωση της καµπύλης 
fC  είναι η ( ) ( )= ⋅ + ⋅

� ��

fr t t i f t j , ( )∈t D f  και τότε 

«υποχρεωτικά» (λόγω του ορισµού της αντίστροφης) η διανυσµατική εξίσωση της 

καµπύλης 1
f

C −  είναι η 1 ( ) ( )− = ⋅ + ⋅
� ��

f
r t f t i t j ,  ( )∈t D f .  

Τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων των δύο αντίστροφων συναρτήσεων 
1

,  
−

f f  βρίσκονται λύνοντας την εξίσωση 

 1( ) ( )−=
� �

f f
r t r t   ⇔  ( ) ( )t i f t j f t i t j⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅

� � � �
⇔ ( )=f t t , ( )∈t D f . 

∆ύο αντίστροφες συναρτήσεις 1
,  
−

f f  είναι ίσες αν και µόνο αν ισχύει 

  1( ) ( )−=
� �

f f
r t r t , ( )t D f∀ ∈   ⇔  ( ) ( )t i f t j f t i t j⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅

� � � �
, ( )t D f∀ ∈ ⇔ ( )=f t t , ( )t D f∀ ∈ , 

∆ηλαδή µια αντιστρέψιµη συνάρτηση είναι ίση µε την αντίστροφή της αν και 

µόνο αν είναι η ταυτοτική συνάρτηση. 
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2) Το δεύτερο λάθος µου όπως δηµοσιεύθηκε στο περιοδικό ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ Β της 

ΕΜΕ 
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Απάντηση στο υποτιθέµενο δεύτερο λάθος µου  

Γνωρίζουµε ότι αν η συνάρτηση : ( )→f D f R  είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού 

της, τότε το διάνυσµα ( ) 1 '( )fr t i f t j= ⋅ + ⋅
� ��� , ( )∈t D f  είναι εφαπτόµενο στην γραφική 

παράσταση της f  στο σηµείο ( , ( ))M t f t  και µάλιστα καθορίζει και την φορά 

διαγραφής της καµπύλης ( )C f . (εφαπτόµενο κατά την φορά διαγραφής της) 

Αντίστοιχα το διάνυσµα 1 ( ) '( ) 1
f

r t f t i j− = ⋅ + ⋅
� ��� ,  ( )∈t D f  είναι εφαπτόµενο στην γραφική 

παράσταση της 1
f
−

 στο αντίστοιχο σηµείο '( ( ), )M f t t  και µάλιστα καθορίζει και την 

φορά διαγραφής της καµπύλης 1
( )C f
−

. (εφαπτόµενο κατά την φορά διαγραφής της) 

Εφαρµόζοντας τα παραπάνω στην αντιστρέψιµη συνάρτηση ( ) 4f x x= − , x R∈   

παίρνουµε  ( ) 1 1 (1, 1)fr t i j= ⋅ − ⋅ = −
� ��� , ( )∈t D f  και 1 ( ) 1 1 ( 1,1)

f
r t i j− =− ⋅ + ⋅ = −

� ��� ,  ( )∈t D f . 

Αν «υποθέσουµε», όπως ισχυρίζονται οι διαφωνούντες κύριοι, ότι η συνάρτηση  

( ) 4f x x= − , x R∈  είναι ίση µε την αντίστροφή της καταλήγουµε στο 

«καταπληκτικό» συµπέρασµα ότι ενώ οι δύο συναρτήσεις είναι ίσες, τα εφαπτόµενα 

διανύσµατα σε οποιοδήποτε σηµείο των γραφικών τους παραστάσεων κατά την φορά 

διαγραφής τους, είναι αντίθετα!!! ΑΤΟΠΟ, συνεπώς η συνάρτηση ( ) 4f x x= − , , 

x R∈  δεν είναι ίση µε την αντίστροφή της. Η συνάρτηση f  αν και έχει  το ίδιο 

πεδίο ορισµού, το ίδιο σύνολο τιµών και το ίδιο γράφηµα µε την αντίστροφή της δεν 

είναι ίση µε αυτήν!!!  

Αυτό δεν γίνεται επίσης και σε άλλες περιπτώσεις; Να ένα παράδειγµα. 

Στο σύστηµα συντεταγµένων xOy  θεωρώ τις ευθείες : y xε =  και : 1y xδ = + .  

 
Είναι προφανές ότι οι δύο αυτές ευθείες δεν έχουν κοινά σηµεία. 

Θεωρώ την συνάρτηση ( )f x x= , µε ( )D f R= . Προφανώς η συνάρτηση αυτή έχει 

γράφηµα ( ) {( , ( )) / } {( , ) / }G f x f x x R x x x R= ∈ = ∈  και γραφική παράσταση στο 

σύστηµα xOy  την ευθεία ( )ε . 

Η ευθεία ( )δ  έχει εξίσωση 1 1y x y x= + ⇔ − = . Θέτω X x=  και 1Y y= −  τότε στο 

νέο σύστηµα αναφοράς 'XO Y  η ευθεία ( )δ  έχει εξίσωση Y X= . 

Θεωρώ την συνάρτηση ( )g X X= , µε ( )D g R= . Προφανώς η συνάρτηση αυτή έχει 

γράφηµα ( ) {( , ( )) / } {( , ) / }G g X g X X R X X X R= ∈ = ∈  και γραφική παράσταση στο 

σύστηµα 'XO Y  την ευθεία ( )δ . 
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Άρα έχουµε: 

• Η συνάρτηση ( )f x x= , ( )D f R= , έχει γράφηµα ( ) {( , ) / }G f x x x R= ∈ , και  

γραφική παράσταση ( )C f  στο σύστηµα xOy , την ευθεία (ε). 

• Η συνάρτηση ( )g X X= , ( )D g R= , έχει γράφηµα ( ) {( , ) / }G g X X X R= ∈ , 

και γραφική παράσταση ( )C g  στο σύστηµα 'XO Y , την ευθεία (δ). 

Oι δύο λοιπόν συναρτήσεις αν και έχουν το ίδιο πεδίο ορισµού, τον ίδιο τύπο και 

το ίδιο γράφηµα, οι γραφικές τους παραστάσεις δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο!!! 
Προφανώς αυτό συµβαίνει γιατί οι γραφικές τους παραστάσεις αναφέρονται σε 

διαφορετικά συστήµατα αναφοράς, ή µε αλγεβρική ορολογία επειδή οι µεταβλητές 

τους είναι συσχετισµένες. Συγκεκριµένα συνδέονται µε τις σχέσεις X x=  και 

1Y y= − , όπου ( )y f x=  και ( )Y g X= . Τελικά οι δύο συναρτήσεις ,f g  δεν είναι 

«συγκρίσιµες» για τους παραπάνω λόγους. 

Το ίδιο συµβαίνει και µε τις αντίστροφες συναρτήσεις, οι γραφικές τους 

παραστάσεις αναφέρονται σε διαφορετικά συστήµατα αναφοράς, το xOy  είναι το 

σύστηµα αναφοράς για την f  και το yOx  είναι το σύστηµα αναφοράς για την 

αντίστροφη, ή µε αλγεβρική ορολογία οι µεταβλητές τους είναι συσχετισµένες. 

Συγκεκριµένα συνδέονται µε τις σχέσεις X y=  και Y x= , όπου ( )y f x=  και 
1
( )Y f X

−= . 
 

Κύριοι, οι πάντες γνωρίζουν πολύ καλά, ότι οι πραγµατικές συναρτήσεις δεν είναι 

παραγωγίσιµες στα µεµονωµένα σηµεία του πεδίου ορισµού τους, καθώς και τις 

συνέπειες του γεγονότος αυτού. Αυτό σηµαίνει µε απλά λόγια ότι, αν δύο 

συναρτήσεις είναι ίσες µόνο στο µονοσύνολο {2}B =  τότε οι περιορισµοί τους στο 

σύνολο αυτό είναι µη παραγωγίσιµες συναρτήσεις. Συνεπώς ούτε εφαπτόµενη 

ευθεία ούτε εφαπτόµενο διάνυσµα ορίζονται!!!  
Για να το καταλάβουν καλύτερα οι διαφωνούντες κύριοι τους παρουσιάζω και το 

εξής παράδειγµα. Οι συναρτήσεις 2
( ) 4 3f x x x= − + , µε ( )D f R=  και 

2
( ) 8g x x x= + + , µε ( )D g R=  είναι ίσες στο σύνολο { 1}B = − . Οι ίσοι περιορισµοί 

των δύο συναρτήσεων στο σύνολο αυτό δεν είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις στο 

0
1x = − , γιατί το σηµείο αυτό δεν είναι σηµείο συσσώρευσης του { 1}B = − . Οι 

γραφικές τους παραστάσεις αποτελούνται από ένα και µοναδικό σηµείο το ( 1,8)M − , 

συνεπώς δεν δέχονται εφαπτοµένη στο σηµείο αυτό γιατί δεν µπορούµε να φέρουµε 

εφαπτοµένη ούτε εφαπτόµενο διάνυσµα σε καµπύλη η οποία αποτελείται από ένα 
µόνο σηµείο του επιπέδου, όπως εσείς εσφαλµένα ισχυρίζεστε. Οι αρχικές 

συναρτήσεις όµως και παραγωγίσιµες στο σηµείο 
0

1x = −  είναι, και δέχονται 
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εφαπτόµενες και εφαπτόµενα διανύσµατα στο σηµείο ( 1,8)M − , και οι εφαπτόµενες 

και τα εφαπτόµενα διανύσµατα είναι διαφορετικά!!! Νοµίζω ότι αλλού είναι το 

παράλογο και όχι σε αυτά που ισχυρίζοµαι εγώ. 
Τέλος, το τι είναι αναµενόµενο από την ∆ιαφορική Γεωµετρία, ας το αφήσω 

ασχολίαστο, δεν αντέχει οποιασδήποτε κριτικής, ιδιαίτερα από έναν άνθρωπο που 

εργάστηκε στο διδακτορικό και σε µια σειρά εργασιών του σε θέµατα ∆ιαφορικής 

Γεωµετρίας. 

 

3) Το τρίτο λάθος µου όπως δηµοσιεύθηκε στο περιοδικό ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ Β της 

ΕΜΕ 
 

 
 

Απάντηση στο υποτιθέµενο τρίτο λάθος µου  

Tο θέµα της αντιστροφής µιας συνάρτησης είναι ένα πρόβληµα Γραµµικής Άλγεβρας  

ή Γραµµικής Γεωµετρίας. 

Συγκεκριµένα ας θεωρήσουµε τον γραµµικό µετασχηµατισµό 2 2
:L R R→ , µε  

( , ) ( , )L x y y x= . O γραµµικός αυτός µετασχηµατισµός έχει πίνακα µετασχηµατισµού  

τον 
0 1

1 0
K
 
=  
 

. Το σύνολο των αναλλοίωτων σηµείων του µετασχηµατισµού αυτού 

είναι το {( ,  ) / }M x x x R= ∈ . Προφανώς τα στοιχεία του συνόλου αυτού απεικονίζονται 

στα σηµεία της ευθείας =y x .  

Ο γραµµικός αυτός µετασχηµατισµός µε όρους Γεωµετρίας είναι η αξονική 

συµµετρία µε άξονα συµµετρίας την ευθεία (ε) µε εξίσωση y x= . Κάθε στοιχείο  

( , )x y  του πεδίου ορισµού 2R  του γραµµικού µετασχηµατισµού L  αναφέρετε στο 

σύστηµα αναφοράς xOy  ενώ η εικόνα του ( , ) ( , )L x y y x=  αναφέρεται στο σύστηµα 

αναφοράς yOx . 

Εφαρµόζοντας τον γραµµικό αυτό µετασχηµατισµό στο γράφηµα οποιασδήποτε 1-1 

συνάρτησης f  βρίσκουµε το γράφηµα της αντίστροφή 1
f
−

. 

∆ηλαδή αν έχουµε δύο αντίστροφες συναρτήσεις τότε το γράφηµα της 1
f
−

 είναι η 

εικόνα του γραφήµατος της f  µέσω του παραπάνω γραµµικού µετασχηµατισµού και 

οι γραφικές παραστάσεις των 1
,f f
− αναφέρονται «υποχρεωτικά» στα συστήµατα 

xOy  και yOx  αντίστοιχα. Αναλλοίωτα σηµεία του γραφήµατος της συνάρτησης f   

είναι εκείνα τα σηµεία του συνόλου ( ) {( , ( )) / }R f x f x x R= ∈  που παραµένουν 

αναλλοίωτα (δεν αλλάζουν θέση, έχουν δηλαδή τις ίδιες συντεταγµένες ως προς τα 

δύο συστήµατα αναφοράς) µε τον παραπάνω γραµµικό µετασχηµατισµό, δηλαδή 

ανήκουν στο σύνολο {( ,  ) / }M x x x R= ∈  που σηµαίνει ότι ισχύει  ( )f x x= ,  ( )x D f∈ .  

Μία αντιστρέψιµη συνάρτηση : ( )→f D f R  είναι ίση µε την αντίστροφή της αν 

και µόνο αν όλα τα σηµεία του συνόλου ( ) {( , ( )) / }R f x f x x R= ∈  παραµένουν 

αναλλοίωτα µε τον παραπάνω γραµµικό µετασχηµατισµό, δηλαδή αν και µόνο αν 

ισχύει ( )f x x= , ( )x D f∀ ∈ , που σηµαίνει ότι είναι η ταυτοτική συνάρτηση. 
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4) Το τέταρτο λάθος µου όπως δηµοσιεύθηκε στο περιοδικό ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ Β της 

ΕΜΕ 
 

 

     
 

Απάντηση στο υποτιθέµενο τέταρτο λάθος µου 

Έστω ,f g  δύο τυχαίες συναρτήσεις µε ( ) ( )D f D g∩ ≠ ∅  και 
0

( ) ( )x D f D g∈ ∩ . 

Τότε οι δύο συναρτήσεις είναι ίσες στο µονοσύνολο 
0

{ }B x= , αν και µόνο αν, 

ισχύει
0 0

( ) ( )f x g x= , γιατί  
0 0

( )
f

x f x→  και 
0 0

( )
g

x g x→ . 

Η ισότητα των δύο συναρτήσεων ,f g  στο µονοσύνολο 
0

{ }B x=  είναι ταυτόσηµη 

µε το γεγονός ότι το σηµείο 
0 0

( , ( ))M x f x ή 
0 0

( , ( ))M x g x  είναι κοινό σηµείο των 

γραφικών τους παραστάσεων. Άρα έχουµε την επόµενη πρόταση 

Το σηµείο 
0 0

( , )M x y  είναι κοινό σηµείο των γραφικών παραστάσεων δύο τυχαίων 

συναρτήσεων ,f g , αν και µόνο αν  

• 
0

( ) ( )x D f D g∈ ∩  και 

• Οι περιορισµοί των δύο συναρτήσεων ,f g  στο µονοσύνολο 
0

{ }B x=  είναι 

ίσες συναρτήσεις µε τιµή 
0

y . 

Αν συµβολίσω µε E  το «ευρύτερο» υποσύνολο του ( ) ( )D f D g∩  στα στοιχεία 

του οποίου οι δύο συναρτήσεις είναι ίσες, τότε προφανώς οι συναρτήσεις ,f g  θα 

είναι ίσες και σε κάθε υποσύνολο B  του E . 

Έστω f  µια αντιστρέψιµη συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το σύνολο ( )D f  και 1
f
−

 η 

αντίστροφή της. Από τον ορισµό της αντίστροφης γνωρίζουµε ότι η συνάρτηση 1
f
−

 

έχει πεδίο ορισµού το σύνολο τιµών ( )R f  της f , δηλαδή ισχύει 1
( ) ( )D f R f
− = . 

Αν περιορίσω την συνάρτηση f  στο µονοσύνολο 
0

{ } ( )B x D f= ⊆  τότε 

υποχρεωτικά, λόγω του ορισµού της αντίστροφης, η αντίστροφη 1
f
−

 περιορίζεται 

στο µονοσύνολο 
0

( ) { ( )}f B f x= .  

Αν εσφαλµένα περιορίσω και την αντίστροφη στο σύνολο 
0

{ }B x=  και είναι 

0 0
( )x f x≠  τότε δεν πληρείται ο ορισµός της αντίστροφης και εποµένως  

• ∆εν µπορώ να χρησιµοποιήσω το σύµβολο 1
f
−  για τον περιορισµό της 

αντίστροφης στο 
0

{ }B x=  και  

• Οποιαδήποτε σύγκριση των συναρτήσεων αυτών (δηλαδή των 1
,f f
−  µε 

κοινό πεδίο ορισµού το B ) δεν αφορά σύγκριση αντίστροφων 

συναρτήσεων, γιατί απλούστατα δεν είναι αντίστροφες συναρτήσεις. 

(κανένα θεώρηµα των µαθηµατικών δεν χρειάζεται να υπάρχει) 

Περιορίζοντας λοιπόν την συνάρτηση f  στο µονοσύνολο B   έχω ότι 

• Το σύνολο 
0

{ }B x=  είναι το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f . 

• Το σύνολο 
0

( ) { ( )}f B f x=  είναι το υποχρεωτικό πεδίο ορισµού της 1
f
−

. 

• Το 
0

x  απεικονίζεται µέσω της f  στο 
0

( )f x , δηλαδή έχω 
0 0

( )
f

x f x→ . 
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• Το 
0

( )f x  απεικονίζεται µέσω της 1
f
−

 στο 
0

x , δηλαδή έχω 
1

0 0
( )

f
f x x

−

→ . 

Από τα παραπάνω είναι προφανές ότι, οι δύο αντίστροφες συναρτήσεις 1
,f f
−

 είναι 

ίσες στο µονοσύνολο 
0

{ }B x= , αν και µόνο αν, 
0 0

( )x f x= .  

Αλλά η ισότητα των δύο συναρτήσεων 1
,f f
−

 στο µονοσύνολο 
0

{ }B x=  είναι 

ταυτόσηµη µε το γεγονός ότι το σηµείο 
0 0

( , ( ))M x f x  ή 
0 0

( , )M x x είναι κοινό σηµείο 

των γραφικών τους παραστάσεων. Προφανώς το κοινό τους σηµείο 
0 0

( , )M x x  ανήκει 

στην ευθεία y x= , όπως και κάθε άλλο κοινό τους σηµείο. 

Άλλα συµπεράσµατα 

i) Η µόνη συνάρτηση που είναι ίση µε την αντίστροφή της είναι η ταυτοτική. 

ii) Για να βρούµε τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων δύο αντίστροφων 

συναρτήσεων λύνουµε µια από τις επόµενες ισοδύναµες εξισώσεις 

 (Ε1) ( )f x x= , µε ( )x D f∈   (Ε2) 
1
( )f y y

− = , µε 1
( )y D f
−∈  

ή ένα από τα επόµενα ισοδύναµα συστήµατα 

( )
( 1) 

f x y

y x

=
Σ 

=
, 

1
( )

( 2) 
f y x

y x

− =
Σ 

=
, 

1

( )
( 3) 

( ) ( )

f x y

f x f y
−

=
Σ 

=
, 

1

1

( )
( 4) 

( ) ( )

f y x

f x f y

−

−

 =
Σ 

=
 

µε ( )x D f∈  και 1
( )y D f
−∈ . 

Επαναλαµβάνω για µια ακόµη φορά ότι, κάθε φορά που περιορίζουµε την συνάρτηση 

f  σε ένα υποσύνολο B  του πεδίου ορισµού της, τότε η αντίστροφή της 1
f
−  

επαναπροσδιορίζεται, και αυτό οφείλετε στο τρόπο κατασκευής-ορισµού της. To 

πεδίο ορισµού της αλλάζει, γιατί άλλαξε το πεδίο ορισµού του γεννήτορα της, δηλαδή  

της f . Ας θυµηθούµε τέλος τι ισχύει ( ) ( )1 1

( )
B

f B
f f

− −=  

 

Αυτό άλλωστε δεν συµβαίνει και σε άλλες περιπτώσεις; 
∆ίνω ένα παράδειγµα από τις «παραγώγους» 

Έστω η συνάρτηση 2
( )f x x= , µε ( )D f R= . Με την βοήθεια της συνάρτησης f  

ορίζουµε την παράγωγό συνάρτηση της, την οποία συµβολίζω µε 'f  και είναι 

'( ) 2f x x= , µε ( ')D f R= . 

Οι δύο συναρτήσεις , 'f f  έχουν οριστεί και έχουν πεδίο ορισµού το R . Ερωτώ, 

µπορώ να περιορίσω την συνάρτηση f  στο σύνολο ( ,0) {1}−∞ ∪  και την 'f  στο 

(2, )+∞ ; Προφανώς όχι, γιατί δεν µας το επιτρέπει ο ορισµός της παραγώγου!!! Αφού 

περιόρισα την συνάρτηση f  στο σύνολο ( ,0) {1}−∞ ∪ , τότε, υποχρεωτικά από τον 

ορισµό της παραγώγου, προκύπτει ότι η 'f  περιορίζεται στο ( ,0)−∞ . 

Αν τώρα περιορίσω την συνάρτηση f  στο σύνολο Z  των ακεραίων, τότε δεν 

ορίζεται η παράγωγος συνάρτηση της, γιατί απλούστατα κανένα σηµείο του Z  δεν 

είναι σηµείο συσσώρευσης του!!! 
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5) Το πέµπτο λάθος µου όπως δηµοσιεύθηκε στο περιοδικό ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ Β της 

ΕΜΕ 
 

 

Απάντηση στο υποτιθέµενο πέµπτο λάθος µου 

Είναι δυνατό τα γραφήµατα δύο συναρτήσεων να είναι ίσα και οι συναρτήσεις να 

µην είναι ίσες;  

Προφανώς ΝΑΙ. Είδαµε ήδη στην δεύτερη περίπτωση τέτοιο παράδειγµα. Αυτό 

µπορεί να συµβεί σε διάφορες περιπτώσεις. Μια περίπτωση είναι όταν η µια 

συνάρτηση ορίζεται µε την βοήθεια της άλλης. Βασικά στις περιπτώσεις αυτές οι δύο 

συναρτήσεις δεν είναι «συγκρίσιµες» γιατί οι µεταβλητές τους είναι συσχετισµένες, 

δηλαδή δεν είναι βουβές µεταβλητές.  
 

Ας ξεκινήσουµε την µελέτη του ερωτήµατος µε δύο παραδείγµατα. 

Παράδειγµα 1   

Έστω ,  f g  δύο συναρτήσεις µε κοινό γράφηµα {(0,  4),  (1,  3),  (2,  2),  (3,  1),  (4,  0)}=G . 

Αν υποθέσουµε ότι οι δύο συναρτήσεις δεν συσχετίζονται µεταξύ τους µε 

οποιονδήποτε τρόπο τότε «συµφωνούµε» ότι για τις δύο συναρτήσεις συµβαίνουν 

συγχρόνως   

x 0 1 2 3 4 

f (0, 4) (1, 3) (2, 2) (3, 1) (4, 0) 

g (0, 4) (1, 3) (2, 2) (3, 1) (4, 0) 

Οι δύο συναρτήσεις ,  f g  όπως ορίστηκαν στον παραπάνω πίνακα είναι ίσες. 

Ορίζουµε τώρα µόνο την συνάρτηση f  σύµφωνα µε τον πίνακα 

x 0 1 2 3 4 

f (0, 4) (1, 3) (2, 2) (3, 1) (4, 0) 

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι είναι αντιστρέψιµη µε αντίστροφη που φαίνεται 

στον επόµενο πίνακα 

x 0 1 2 3 4 

f (0, 4) (1, 3) (2, 2) (3, 1) (4, 0) 

f –1
 (4, 0) (3, 1) (2, 2) (1, 3) (0, 4) 

∆ηλαδή η συνάρτηση 1−
f  ορίζεται από την ισοδυναµία 1

( ) ( )
−= ⇔ =f x y f y x ,  µε 

( )∈x D f . Είναι προφανές ότι οι συναρτήσεις 1
,  
−

f f  ενώ έχουν το ίδιο γράφηµα δεν 

είναι ίσες. Επιπλέον οι γραφικές τους παραστάσεις έχουν ένα µόνο κοινό σηµείο το Μ 
(2, 2). 

Παράδειγµα 2   

Έστω ,  f g  δύο συναρτήσεις µε κοινό γράφηµα το συµµετρικό ως προς το (0,  0)O   

σύνολο  {( 2, 1),  ( 1,  3),  (0,  0),  (1,  3),  (2,  1)}= − − − −G . 

Αν υποθέσουµε ότι οι δύο συναρτήσεις δεν συσχετίζονται µεταξύ τους µε 

οποιονδήποτε τρόπο τότε «συµφωνούµε» ότι για τις δύο συναρτήσεις συµβαίνουν 

συγχρόνως   



 10 

x –2 –1 0 1 2 

f (–2, 1) (–1, 3) (0, 0) (1, –3) (2, –1) 

g (–2, 1) (–1, 3) (0, 0) (1, –3) (2, –1) 

Οι δύο συναρτήσεις ,  f g  όπως ορίστηκαν στον παραπάνω πίνακα είναι ίσες. 

Ορίζουµε τώρα µόνο την συνάρτηση f  σύµφωνα µε τον πίνακα 

x –2 –1 0 1 2 

f (–2, 1) (–1, 3) (0, 0) (1, –3) (2, –1) 

Ορίζουµε την συνάρτηση *
f  ως εξής (συµµετρία ως προς την αρχή των αξόνων) 

x –2 –1 0 1 2 

f (–2, 1) (–1, 3) (0, 0) (1, –3) (2, –1) 

f * (2, –1) (1, –3) (0, 0) (–1, 3) (–2, 1) 

∆ηλαδή η συνάρτηση *
f  ορίζεται από την ισοδυναµία *

( ) ( )= ⇔ − =−f x y f x y ,  µε   

( )∈x D f . Είναι προφανές ότι οι συναρτήσεις *
,  f f  ενώ έχουν το ίδιο γράφηµα δεν 

είναι ίσες. Επιπλέον οι γραφικές τους παραστάσεις έχουν ένα µόνο κοινό σηµείο το  

Ο (0, 0). 

Από τα  παραπάνω  παραδείγµατα  προκύπτουν  τα εξής συµπεράσµατα 

1) Αν δύο συναρτήσεις ,  f g  δεν συσχετίζονται µεταξύ τους µε οποιονδήποτε τρόπο 

και έχουν το ίδιο γράφηµα τότε οι δύο συναρτήσεις είναι ίσες.  Αυτή την παραδοχή 

ουσιαστικά κάνουµε κάθε φορά που λέµε «επειδή οι συναρτήσεις ,  f g  έχουν το 

ίδιο γράφηµα είναι ίσες» 

2) Αν δύο συναρτήσεις *
,  f f  συσχετίζονται µεταξύ τους, δηλαδή η *

f  ορίζεται µε 

την βοήθεια της συνάρτησης f  τότε µπορεί οι δύο συναρτήσεις να έχουν το ίδιο 

γράφηµα και να µην είναι ίσες. 
 

 

6) Το έκτο λάθος µου όπως δηµοσιεύθηκε στο περιοδικό ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ Β της 

ΕΜΕ 
 

 
 

Απάντηση στο υποτιθέµενο έκτο λάθος µου 

Έχω ήδη δώσει το παράδειγµα των συναρτήσεων ( ) 4f x x= − , 
1
( ) 4f x x

− = − , x R∈  

όπου οι γραφικές τους παραστάσεις βρίσκονται πάνω στην ευθεία : 4x yε + =  του 

συστήµατος αναφοράς xOy  και το µοναδικό κοινό τους σηµείο είναι το (2, 2)M . 

∆ηλαδή οι γραφικές παραστάσεις των δύο συναρτήσεων διέρχονται από όλα τα 

σηµεία της ευθείς (ε) και το µόνο κοινό τους σηµείο είναι το (2, 2)M . Αν περιορίσω 

την f  στο {2}R −  τότε οι γραφικές τους παραστάσεις διέρχονται από τα ίδια σηµεία 

χωρίς κανένα να είναι κοινό.  
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7) Το απαράδεκτο λάθος µου όπως δηµοσιεύθηκε στο περιοδικό ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ Β 

της ΕΜΕ 

 
Απάντηση στο υποτιθέµενο απαράδεκτο λάθος µου 

Ας θεωρήσουµε τώρα την συνάρτηση ( ) 3 2s t t= + , µε 0t ≥  η οποία µας δίνει την 

µετατόπιση ( )x s t=  ενός κινητού σε µια οµαλή ευθύγραµµη κίνηση, όπου το t  

παριστάνει τον χρόνο σε δευτερόλεπτα και το ( )x s t=  την µετατόπισή του από την 

αρχή του άξονα σε µέτρα, τότε η συνάρτηση αυτή είναι αντιστρέψιµη µε αντίστροφη 

την 1 2
( )

3

x
s x
− −

= , 2x ≥ . Είναι προφανές ότι οι µεταβλητές ,t x  δεν είναι βουβές και 

συνεπώς δεν µπορώ να κάνω την γνωστή εναλλαγή t x↔ . Την συνάρτηση s  την 

τροφοδοτούµε µε χρόνο ( t ) σε δευτερόλεπτα και βγάζει µετατόπιση ( x ) σε µέτρα, 

ενώ την συνάρτηση 1
s
−

 την τροφοδοτούµε µε µετατόπιση ( x ) σε µέτρα και βγάζει 

χρόνο ( t ) σε δευτερόλεπτα. Να µια προφανής περίπτωση που όσο και αν το θέλετε 

δεν µπορείτε να κάνετε εναλλαγή των µεταβλητών.  

Η εναλλαγή των µεταβλητών στις αντίστροφες γίνεται «καταχρηστικά» και µόνο 

για  εκπαιδευτικούς-παιδαγωγικούς λόγους και πάντα µε την προϋπόθεση ότι 

όταν συγκρίνουµε δύο αντίστροφες συναρτήσεις παίρνουµε υπ’ όψιν µας την 

σχέση  που έχουν µεταξύ τους, δηλαδή τον ορισµό. 

Σε άλλο κείµενό τους οι διαφωνούντες κύριοι διαπίστωναν και «άλλα λάθη µου». 

Γιατί δεν τα αναφέρουν και στο συγκεκριµένο; Η απάντησή είναι απλή, απλώς 

κατάλαβαν ότι τα συγκεκριµένα σχόλια, που έγραψαν ήταν λανθασµένα και τα 

αποσύρανε. Προβλέπεται, ότι σε επόµενο σχολιασµό τους θα αποσύρουν και άλλα 

«υποτιθέµενα λάθη» µου, µέχρι που θα τα αποσύρουν όλα, γιατί θα έχουν καταλάβει, 

ότι αυτά που ισχυρίζοµαι είναι τα σωστά. 
 

ΤΕΛΙΚΟ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ 

Οι διαφωνούντες κύριοι όσο επιµένουν τόσο περισσότερο και εκτίθενται και 

υποπίπτουν σε νέα µαθηµατικά λάθη. Και το πιο δραµατικό για αυτούς είναι ότι τα 

γραπτά µένουν.  

Το ευχάριστο στην όλη υπόθεση είναι ότι οι συνάδελφοι µαθηµατικοί έχουν 

αντίληψη και κρίση και κατάλαβαν ποιο είναι το σωστό και ποιο το λάθος. ∆εν 

χρειάζονται προστασία από κανένα και πολύ περισσότερο δεν παραπλανήθηκαν 

από τα γραφόµενά µου. Άλλοι τους παραπλανούσαν επί είκοσι και πλέον χρόνια!!  

Κανείς δεν µπορεί µε διαδικασίες «αποφασίζοµεν και διατάσσοµεν» να επιβάλλει 

την άποψή του, σε ένα καθαρά επιστηµονικό θέµα. 
 

Τέλος αν πράγµατι υπάρχουν φορείς ξένων Πανεπιστηµίων, Επιστηµονικές Ενώσεις 

και Εταιρείες, οι οποίες αποδέχονται την µια φορά την Α άποψη και την άλλη την 

αντίθετη άποψη (όχι Α), αυτό σηµαίνει ότι στερούνται σοβαρότητας και αξιοπιστίας.  
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