
  Τριγωνομετρικές ανισότητες 


Τριγωνομετρικές ανισότητες

(αποδείξεις με τη βοήθεια του διαφορικού λογισμού και  γεωμετρικά)
 Κώστας Ζερβός

Μ

ε τη σημερινή ύλη της Γ Λυκείου η απόδειξη μιας ανισότητας της μορφής 
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για κάθε 
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 είναι μάλλον ρουτίνα. Τέτοιες ασκήσεις λύνονται με βασικές μεθοδολογίες που μαθαίνει ο μαθητής στη Γ’ Λυκείου.


Σε μια προσπάθεια να τονίσουμε την αξία της γεωμετρίας θα αποδείξουμε παρακάτω τέτοιες ανισότητες με δύο τρόπους: Με τη βοήθεια του διαφορικού λογισμού και γεωμετρικά.


Ας δούμε μερικά προβλήματα:

Πρόβλημα 1ο 


Να αποδειχτεί ότι 
[image: image3.wmf]xx
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 για κάθε
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Η ανισότητα αυτή υπάρχει στη θεωρία του βιβλίου του Γ Λυκείου και αποδεικνύεται εκεί γεωμετρικά (η απόδειξη είναι εκτός εξεταστέας ύλης) . 

Λύση

1ος τρόπος (με διαφορικό λογισμό)


Έστω 
[image: image5.wmf]x
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 με 
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Η 
[image: image7.wmf]f

 είναι συνεχής στο 
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 , ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη στο 
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Άρα είναι γνησίως φθίνουσα στο
[image: image12.wmf]0,
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επομένως για 
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 έχουμε 
[image: image14.wmf]x0f(x)f(0)
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2ος τρόπος (γεωμετρικά)

Η απόδειξη που θα δώσουμε εδώ είναι λίγο διαφορετική από αυτή του σχολικού  βιβλίου.

[image: image16.png]NM(ovve, nux)
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Από τον τριγωνομετρικό κύκλο (στο παραπάνω  σχήμα) έχουμε ότι το εμβαδόν του τριγώνου 
[image: image17.wmf]OMA

V

 είναι μικρότερο από το  εμβαδόν του κυκλικού τομέα 
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 .


Άρα 
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Πρόβλημα 2ο 

Να αποδειχτεί ότι 
[image: image22.wmf]xx
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 για κάθε
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Λύση

1ος τρόπος (με διαφορικό λογισμό)


Έστω 
[image: image24.wmf]x
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Η 
[image: image26.wmf]f

 είναι συνεχής στο 
[image: image27.wmf]0,
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 , ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη στο 
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 για κάθε 
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Άρα είναι γνησίως αύξουσα στο 
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, επομένως για 
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 έχουμε 
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2ος τρόπος (γεωμετρικά)

[image: image34.png]M
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Από τον τριγωνομετρικό κύκλο (στο παραπάνω σχήμα) έχουμε ότι το εμβαδόν του τριγώνου 
[image: image35.wmf]OBA
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 είναι μεγαλύτερο από το  εμβαδόν του κυκλικού τομέα 
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Άρα 
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Πρόβλημα 3ο 


Να αποδειχτεί ότι 
[image: image39.wmf]2
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(Θέμα στις εισαγωγικές για τη Σχολή Μηχανικών
 Αεροπορίας (Σ.Μ.Α.) το 1964 και το 1965) 
Λύση

1ος τρόπος (με διαφορικό λογισμό)


Έστω 
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Η 
[image: image42.wmf]f

 είναι συνεχής στο 
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 , ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη στο 
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 , λόγω της ανισότητας 
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Άρα είναι γνησίως αύξουσα στο 
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, επομένως για 
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 έχουμε 
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2ος τρόπος (γεωμετρικά)
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Από τον τριγωνομετρικό κύκλο (στο παραπάνω σχήμα) έχουμε ότι το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος 
[image: image54.wmf]AM

 είναι μικρότερο από το  μήκος του τόξου 
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AM

 .


Άρα 
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Πρόβλημα 4ο 


Να αποδειχθεί ότι για κάθε οξεία γωνία 
[image: image63.wmf]x

 ισχύει η σχέση 
[image: image64.wmf]xxxx
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(Θέμα από το Μαθηματικό διαγωνισμό της Ε.Μ.Ε.  του 1959).
Λύση

1ος τρόπος (με διαφορικό λογισμό)


Έχουμε 
[image: image65.wmf]xxxxxx2x0
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Η 
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 είναι συνεχής στο 
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  (άθροισμα συνεχών) και παραγωγίσιμη στο 
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[image: image70.wmf]2

1

f(x)x2

x

¢

=+sun-=

sun




[image: image71.wmf]32

2

x2x1

x

sun-sun+

sun

=

=

 



[image: image72.wmf](

)

2

2

(x1)xx1

x

sun-sun-sun-

==

sun

 


[image: image73.wmf](

)

2

(x1)x(x1)1

0

x

sun-sunsun--

=>

sun

 

για κάθε 
[image: image74.wmf]x0,

2

p

æö

Î

ç÷

èø

, 

αφού 
[image: image75.wmf]x10

sun-<

 και 
[image: image76.wmf]x0

sun>

, 

άρα 
[image: image77.wmf]x(x1)10

sunsun--<

.


Επομένως είναι γνησίως αύξουσα στο 
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 έχουμε 
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2ος τρόπος (γεωμετρικά)
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Στο παραπάνω σχήμα το εμβαδόν του μεικτόγραμμου τριγώνου 
[image: image83.wmf]AMB

 είναι ίσο με 
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Το εμβαδόν του κυκλικού τμήματος που έχει χορδή την 
[image: image87.wmf]AM

 είναι ίσο με 
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Αν φέρουμε την εφαπτόμενη  του κύκλου στο Μ που τέμνει την ΑΒ στο Κ ,   τότε  
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Άρα 
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Ασκήσεις για λύση

1) Να αποδειχτεί ότι αν 
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2) Να αποδειχτεί ότι αν 
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Να αποδειχτεί ότι αν 
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4) Να αποδειχτεί ότι αν 
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Υπόδ.: Tο εμβαδόν του μεικτόγραμμου τριγώνου
[image: image105.wmf]AMB

  είναι μικρότερο από 
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Να αποδειχτεί ότι αν 
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