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   Γεωμετρικός  τόπος.
7ι(186). Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και σημεία Ζ, Ζ1  της ΒΓ, Η, Η1 σημεία των ΑΒ,  ΑΓ αντίστοιχα, τέτοια ώστε ΗΖ=Η1Ζ1 και ΗΖ // ΑΓ, Η1Ζ1 // ΑΒ. Αν ΖΗ∩Ζ1Η1 ≡ Μ,  να βρεθεί ο γ.τ των τομών Μ, αν  τα Ζ, Ζ1 κινούνται στην ευθεία ΒΓ, τα Η, Η1 στις ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα και οι ΖΗ, Ζ1Η1 παραμένουν  ίσες μεταξύ τους και παράλληλες στις ΑΓ, ΑΒ αντίστοιχα.

Λύση [ Σχήμα 7ι(135)].
(α).  Ανάλυση.
Αν Ε είναι η τομή των παραλλήλων από τα Β, Γ στις ΑΓ, ΑΒ αντίστοιχα, Δ είναι  το ίχνος της διχοτόμου της γωνίας Α στην ΒΓ και Θ, Θ1 είναι οι τομές των παραλλήλων στις ΑΓ, ΑΒ, με τις ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα, τότε εύκολα βρίσκουμε ότι το παραλληλόγραμμο ΑΘΔΘ1 είναι ρόμβος, οπότε ΔΘ=ΔΘ1.                            (1). 
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Από την υπόθεση, για τις ευθείες ΖΗ, Ζ1Η1 είναι:                                                           ΖΗ// ΑΓ, Ζ1Η1// ΑΒ,  ΖΗ= Ζ1Η1.                                                                                 (2).
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Ακόμη, αν ΖΗ∩ΔΕ≡Μ, τότε θα είναι:
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Επίσης, αν Ζ1Η1∩ΔΕ≡Μ1, τότε θα είναι:
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.(4). Από τις σχέσεις (1), (2) 
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Έτσι, από τις σχέσεις (3) - (5) 
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  ΕΜ=ΕΜ1
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  Μ1 ≡ Μ. Τούτο σημαίνει ότι οι ΗΖ, Η1Ζ1 τέμνονται στην ΔΕ που είναι σταθερή ευθεία, ή ότι το Μ
[image: image12.wmf]∈

ΔΕ, οπότε λέμε ότι ο ζητούμενος γ.τ. είναι η ευθεία ΔΕ, η οποία, όπως θα δείξουμε παρακάτω, είναι η ισοτομική ευθεία της διχοτόμου της γωνίας Ε του αντισυμπληρωματικού τριγώνου ΕΛΝ, του τριγώνου ΑΒΓ.                                  Πραγματικά, αν από το Α φέρουμε παράλληλη στην ΒΓ, που τέμνει την ΕΒ στο Λ και την ΕΓ στο Ν, θα προκύψει το τρίγωνο ΕΛΝ που είναι το αντισυμπληρωματικό του τριγώνου ΑΒΓ, οπότε το Α, εύκολα βρίσκουμε ότι είναι το μέσον του ΛΝ.                                                                                                                                    Αν ΔΕ∩ΛΝ≡Δ1 και Δ' είναι το συμμετρικό του Δ1 ως προς το Α, τα Δ1, Δ' θα είναι ισοτομικά σημεία του ΛΝ.

Εξάλλου, εύκολα βρίσκουμε ότι ΕΔ=ΔΔ1 και επειδή Δ1Α=ΑΔ'
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 ΑΔ // ΕΔ'.                     Άρα,  
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 (σχηματίζουν παράλληλες  και αντίρροπες πλευρές). Για τον ίδιο λόγο είναι και 
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  ή η ΕΔ' είναι διχοτόμος της γωνίας Ε και επειδή, όπως παραπάνω είδαμε  Δ'Α=ΑΔ1 η ευθεία ΕΔ1≡ΕΔ είναι ισοτομική της ΕΔ'. Συνεπώς λέμε ότι o ζητούμενος γ,τ. είναι η ευθεία  ΕΔΔ1. Δηλαδή είναι η ισοτομική  ή αντίστροφη  ευθεία  (ονοματολογία στο βιβλίο του Ν. Κισκύρα §242α) της διχοτόμου ΕΔ' του τριγώνου ΕΛΝ (αντισυμπληρωματικού του τριγώνου ΑΒΓ).          Τούτο μπορεί να δειχθεί και ως εξής: Αν η διχοτόμος της γωνίας Ε τέμνει την ΑΝ στο  Δ' και η ΕΔ την ΑΝ στο Δ1, τότε θα είναι με τη σειρά:
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 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf]⇒

Λ

Δ

ΝΛ

=

Ν

'

Δ

ΛΝ

1

Δ'Ν=Δ1Λ ή ΑΔ '=ΑΔ1 ή η ΕΔ1≡ΕΔ,  είναι ισοτομική της διχοτόμου ΕΔ' του τριγώνου ΕΛΝ.                    
(β). Κατασκευή.  

Επειδή η ΕΔ≡ΕΔ1, αρκεί να κατασκευάσουμε το αντισυμληρωματικό τρίγωνο ΕΛΝ του τριγώνου ΑΒΓ και να φέρουμε την ισοττομική ευθεία ΕΔ1 της διχοτόμου ΕΔ' του τριγώνου ΕΛΝ, κατά τα γνωστά, οπότε η ΕΔ1  λέμε ότι είναι ο ζητούμενος γ.τ.

 (γ). Απόδειξη. 
Αν η ΕΔ1 τέμνει την ΒΓ στο Δ'1, τότε εύκολα βρίσκουμε ότι ΕΔ'1=Δ'1Δ1 και επειδή από την κατασκευή είναι: Δ'Α=ΑΔ1, θα είναι ΑΔ'1 // ΕΔ', οπότε 
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[image: image27.wmf]Ν

Δ

ΛΔ

=

Λ

'

Δ

'

ΝΔ

1

1

, και επειδή ΛΝ // ΒΓ, ΕΛ // ΑΓ, ΕΝ // ΑΒ, θα είναι με τη σειρά:
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.  Τούτο σημαίνει ότι η ΑΔ'1 είναι  η διχοτόμος της γωνίας Α, ή ότι ΑΔ'1=ΑΔ, ή  Δ'1≡Δ, οπότε ΕΔ≡ΕΔ'1≡ΕΔ1 ή ΕΔ1≡ΕΔ.                        Έτσι, αν Μ' είναι τυχαίο σημείο της ευθείας ΕΔΔ1, αν οι Ζ'Η', Ζ'1Η'1 περνούν από το Μ' και είναι Ζ'Η' // ΑΓ, Ζ'1Η'1 // ΑΒ, θα δείξουμε ότι Ζ'Η'=Ζ'1Η'1.             (6).     Πραγματικά, επειδή από την κατασκευή είναι Ζ'Η'// ΔΘ // ΒΕ, Ζ'1Η'1 // ΕΓ // ΔΘ1, θα είναι με τη σειρά: 
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Ακόμη, επειδή αληθεύει η σχέση (1), από την (7) προκύπτει ότι: Ζ'Η'=Ζ'1Η'1.
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(δ). Διερεύνηση.
1/. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι το Πρόβλημα έχει πάντοτε λύση, καθώς πάντοτε υπάρχει τρίγωνο ΕΛΝ και ευθεία ισοτομική της διχοτόμου ΕΔ', αλλά και της εξωτερικής διχοτόμου ΕΔ'', της γωνίας Ε του τριγώνου ΕΛΝ.

2/. Αν εργασθούμε όπως παραπάνω, με μικροδιαφορές, αποδεικνύουμε ότι το ζητούμενο γ.τ. αποτελεί και η ισοτομική  ΕΔ'1 της εξωτερικής διχοτόμου ΕΔ'' της γωνίας Ε του τριγώνου ΕΛΝ [Σχήμα 7ι(136)].                                                     Πραγματικά, π.χ. για το σημείο Μ της ΕΔ'1, τα τμήματα ΗΖ, Η1 Ζ1 είναι ίσα. Επίσης για το σημείο Μ' της ΕΔ'1, τα τμήματα Η'Ζ', Η'1Ζ'1 είναι ίσα. (Εύκολα διαπιστώνουμε εδώ ότι τα  σημεία Δ1, Δ'1 είναι Σ.Α. ως προς τα Λ, Ν).

[image: image34.emf]Á


Â


Ã


Ë


Í


E


Ä


1


Ä'


Ä'


1


Ä''


Ì


Ç


1


Æ


1


Æ


Ç


Ì'


Æ'


1


Ç'


1


Ç'


Æ'


/


/


//


//


Ó÷Þìá 7é(136).




Α

Β

Γ

Λ Ν

E

Δ

1

Δ'

Δ'

1

Δ''

Μ

Η

1

Ζ

1

Ζ

Η

Μ'

Ζ'

1

Η'

1

Η'

Ζ'

/

/

//

//
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Έτσι, στην Πρόταση 7ι(186), έχουμε πάντοτε δύο ευθείες που αποτελούν τον ζητούμενο γ.τ. τις ΕΔ1 και ΕΔ'1.

3/. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι ο ζητούμενος γ.τ. είναι όλη  η απέραντη ευθεία ΕΔΔ1.  Αν Ι≡ΕΔ1 ∩ΑΒ, Κ≡ΕΔ1∩ΑΓ, τότε αν το Μ συμπίπτει στα χαρακτηριστικά σημεία  Ε, Δ, Ι, Κ, Π (μέσο της  ΙΚ), της ευθείας ΕΔ1 θα είναι:                                                                                                                -Αν το Μ≡Ε, τότε ΖΗ=Ζ1Η1=0 (μηδέν).                                                                             
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-Αν το Μ≡Δ, τότε ΖΗ=Ζ1Η1 ή ΔΘ=ΔΘ1  (το ΑΘΔΘ1 είναι ρόμβος).                                       -Αν το Μ≡Ι, τότε ΖΗ=Ζ1Η1=ΑΒ, καθώς αληθεύει η σχέση (1) και είναι με τη σειρά: 
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 ΙΖ2=ΑΒ.                                                -Αν το Μ≡Κ, τότε ΖΗ=Ζ1Η1= ΑΓ, οπότε βρίσκουμε όπως προηγουμένως ότι  ΚΖ3=ΑΓ.                                                                                                                               -Αν το Μ≡Π, τότε ΖΗ=Ζ1Η1=
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, καθώς το ΑΒΖ3Κ είναι τραπέζιο  με βάσεις ΑΒ και ΚΖ3=ΑΓ, και επειδή η Ζ1Η1  περνά από το Π, θα είναι διάμεσός του.                 –Αν Μ
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ΖΘ, Ζ1
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ΒΔ, Η1
[image: image43.wmf]∈

ΑΘ1.                                                             –Αν Μ
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ΔΕ, τότε Ζ
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ΒΔ, Η
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ΓΔ, Η1
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ΓΘ1.   

–Αν Μ
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στην προέκταση της  ΕΔ1, προς το Ε, τότε τα Ζ, Η, Ζ1, Η1, βρίσκονται στις προεκτάσεις των ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ, προς τα Β και Γ.                                                      –Αν Μ
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ΙΚ, τότε Ζ
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ΓΖ2, Η
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ΑΙ, Ζ1
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ΒΖ3, Η1
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ΑΚ.                                                            –Αν Μ
[image: image55.wmf]∈

στην προέκταση της ΚΕ, προς το Κ, τότε τα Ζ, Η, βρίσκονται στις προεκτάσεις των ΑΒ, ΒΓ, προς τα Α και Γ αντίστοιχα, ενώ τα Ζ1, Η1,βρίσκονται στις προεκτάσεις των ΑΓ, ΒΓ, προς τα Α και Β αντίστοιχα.                                                    

Παρατηρήσεις.
(α). Εφαρμογές του γ.τ, δίνονται στις παραγράφους: 7ι(187), 7ι(188).                    (β). Σχετικές είναι και οι  Προτάσεις 7ι(180),7ι(186)-7ι(189), 7ι(193), 7ι(196),  10ι(67),  10ι(71)(τεύχος 10).

[image: image56.png]



                                                                         -6-
[image: image57.png]


   Μία νέα λύση της Γεωμετρικής κατασκευής 7ι(180).

7ι(187). Σε τρίγωνο να εγγραφεί εξάπλευρο(1) του οποίου οι διαγώνιες (κύριες), να είναι ίσες (μεταξύ τους), να συντρέχουν και να είναι παράλληλες μία προς μία με τις αντίστοιχες πλευρές του δοσμένου τριγώνου. 
Λύση [ Σχήμα 7ι(137)].
(α).  Ανάλυση.
Έστω ότι το ζητούμενο εξάπλευρο  Α1Β1Β2Γ2Γ3Α3 έχει εγγραφεί στο δοσμένο τρίγωνο ΑΒΓ, με τα ζεύγη των κορυφών του Α1 - Β1,   Β2 - Γ2 , Γ3 - Α3 στις πλευρές  του ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ, αντίστοιχα. Επειδή το εξάπλευρο αυτό είναι το ζητούμενο θα έχει:                                            [image: image58.emf]Á
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Σημείωση.                                                                                                                        (1). Σχετική ορολογία δίνουμε στην παράγραφο 4η(178).
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                                                                                                                                     Α1 Γ2 = Β2Α3 = Β1Γ3,                                                                                                   (1).                                                                                                                          Α1 Γ2, ∩ Β2Α3 ∩ Β1Γ3=Κ,                                                                                            (2).                                                                Α1 Γ2 // ΑΓ, Β2Α3 // ΑΒ,  Β1Γ3 // ΒΓ.                                                                            (3).   Παρατηρούμε ότι αν ορισθεί το σημείο Κ, το  Πρόβλημα θα έχει λυθεί, καθώς τότε εύκολα λόγω της (3) κατασκευάζονται και οι διαγώνιες  Α1 Γ2, Β2Α3 , Β1Γ3, άρα και το εξάπλευρο Α1Β1Β2Γ2Γ3Α3.                                                                       Επειδή  τα τμήματα Α1 Γ2, Β2Α3 , είναι ίσα, η τομή τους  Κ, θα ανήκει στον  γ.τ. της παραγράφου 7ι(186), που αντιστοιχεί στη γωνία Α' του αντισυμπληρωματικού τριγώνου Α'Β'Γ' του δοσμένου τριγώνου ΑΒΓ. Ομοίως, επειδή το  Κ είναι και τομή των τμημάτων  Β2Α3 , Β1Γ3, θα ανήκει  και στον γ.τ.  της παραγράφου 7ι(186), που αντιστοιχεί  όμως στη γωνία Β' του τριγώνου Α'Β'Γ'.                                                                                                                        Έτσι, η τομή  των δύο παραπάνω τόπων  μας  ορίζει το σημείο  Κ, οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω λύση.

(β). Κατασκευή.  

Κατασκευάζουμε το αντισυμπληρωματκό  τρίγωνο Α'Β'Γ' του δοσμένου τριγώνου ΑΒΓ, έτσι ώστε Α
[image: image59.wmf]∈

Β'Γ', Β
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Α'Γ', Γ
[image: image61.wmf]∈

Α' Β',  και ορίζουμε  κατά τα γνωστά το ισοτομικό ή αντίστροφο ή σημείο Longchamps [Ν. Κισκύρα §242 και 242α ή Πρόταση 7ι(198)] Κ του έγκεντρου Ι' του τριγώνου Α'Β'Γ',  οπότε λέμε ότι το Κ είναι το ζητούμενο σημείο.
Από το Κ  φέρουμε τις Α1Γ2 , Β2Α3, Γ3Β1, παράλληλες αντίστοιχα στις ΓΑ, ΑΒ, ΒΓ (έτσι ώστε  Α1-Β1
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ΑΒ, Β2-Γ2
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ΒΓ, Γ3-Α3
[image: image64.wmf]∈

ΓΑ), για τις οποίες λέμε ότι Α1 Γ2 = Β2Α3 = Β1Γ3 και άρα ότι το εξάπλευρο Α1Β1Β2Γ2Γ3Α3 είναι το ζητούμενο.

(γ). Απόδειξη.                                                                                                                        Tο εξάπλευρο Α1Β1Β2Γ2Γ3Α3 είναι το ζητούμενο, καθώς από την κατασκευή του είναι εγγεγραμμένο στο τρίγωνο ΑΒΓ και αληθεύουν (2), (3).                                   Ακόμη, επειδή το Κ ανήκει στην Α'Κ, ισοτομικής της Α'Ι', (διχοτόμος της γωνίας Α'),  που είναι  ο γ.τ. της παραγράφου 7ι(186) και που αντιστοιχεί  στην γωνία Α' του τριγώνου Α'Β'Γ', θα είναι  Β2Α3=Α1Γ2.                                                        (4).
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Επίσης, επειδή το Κ ανήκει και   στην Β'Κ, ισοτομικής της Β'Ι', που είναι ο γ.τ. της παραγράφου 7ι(186) και που αντιστοιχεί στη γωνία  Β' του τριγώνου Α'Β'Γ', θα είναι και Β2Α3=Β1Γ3.                                                                          (5). Έτσι, από τις σχέσεις  (4), (5)
[image: image65.wmf]⇒

 (1).                                                                        Συνεπώς, πραγματικά το εξάπλευρο Α1Β1Β2Γ2Γ3Α3 είναι το ζητούμενο.
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(δ). Διερεύνηση.
1/.  Είναι φανερό ότι το Πρόβλημα έχει πάντοτε λύση, καθώς το τρίγωνο Α'Β'Γ' και το ισοτομικό Κ του έγκεντρού  του Ι', κατασκευάζονται πάντοτε. 

2/. Αν εργασθούμε όπως παραπάνω, με μικροδιαφορές, αποδεικνύουμε ότι  λύση του Προβλήματος 7ι(186), αποτελούν και τα τρία ισοτομικά σημεία  Κα, Κβ, Κγ των τριών παράκεντρών του Ι'α, Ι'β, Ι'γ, του τριγώνου Α'Β'Γ'.   
Επειδή  τα τμήματα Α1 Γ2, Β2Α3 , είναι ίσα, η τομή τους  Κ, θα ανήκει στον  γ.τ. της παραγράφου 7ι(186), που αντιστοιχεί στη γωνία Α' του αντισυμπληρωματικού τριγώνου Α'Β'Γ' του δοσμένου τριγώνου ΑΒΓ. Ομοίως,
Στο σχήμα 7ι(138) φαίνεται το σημείο Κα και τα ίσα τμήματα  Α1Γ2 , Β2Α3, Γ3Β1, οι φορείς των οποίων περνούν από το Κα και είναι παράλληλοι  στις ΑΓ, ΑΒ, ΒΓ, αντίστοιχα.                                                                                                                      Έτσι, για το Πρόβλημα 7ι(186), έχουμε πάντοτε συνολικά τέσσερα σημεία τα Κ,   Κα, Κβ, Κγ, που αποτελούν λύσεις του Προβλήματος. 

Παρατηρήσεις.
(α). Δύο άλλες λύσεις δίνουμε στις παραγράφους 7ι(180), 10ι(74) (τεύχος  10).     (β). Σχετικές είναι και οι  Προτάσεις 4η(181), 7ι(71), 7ι(180),7ι(186), 7ι(188), 7ι(192), 7ι(201), 8ι(3), 10ι(74)(τεύχος 10).
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