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Σχήμα 7ι(27).

      Ιδιότητα Ειδικού Τριγώνου.         
7ι(40). Ποια  ικανή και αναγκαία συνθήκη πρέπει να αληθεύει σε τρίγωνο, ώστε να συντρέχουν, μία διάμεσός του, μία διχοτόμος του και μία συμμετροδιάμεσός του, οι  οποίες αντιστοιχούν σε διαφορετικές κορυφές  του;  
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Λύση [Σχήμα 7ι(27).
1η Περίπτωση.
(α). Αναγκαίο.
Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ του οποίου η διάμεσος ΒΜ, η διχοτόμος  ΓΔ και η συμμετροδιάμεσος  ΑΕ, συντρέχουν σε σημείο Κ.                                          Σύμφωνα  με το Θεώρημα  Ceva, θα είναι:
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και επειδή  ΑΜ=ΜΓ, προκύπτει ότι:  
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Aκόμη είναι γνωστό {Θεώρημα διχοτόμων και συμετροδιαμέσων [Πρόταση 2β(20)]}, ότι:

ΑΔ/ΔΒ=ΑΓ/ΓΒ,  ΒΕ/ΕΓ=ΑΒ2/ΑΓ2.                                                                            (2).        Έτσι, η σχέση (1) λόγω των (2), γίνεται:  
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 ΑΒ2=ΑΓ.ΓΒ.            (3).

(β).   Ικανό.
Αν για το τρίγωνο ΑΒΓ αληθεύει η σχέση (3) και αν  ΒΜ είναι διάμεσος, ΓΔ διχοτόμος και ΑΕ συμμετροδιάμεσος, θα δείξουμε ότι: ΑΕ
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    (4).    Σύμφωνα με την υπόθεση θα αληθεύει  η σχέση (3), από την οποία  
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 Έτσι, η σχέση(5), λόγω και των (2), που αληθεύουν, γίνεται:
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 Άρα, σύμφωνα με το αντίστροφο του Θεωρ/τος Ceva, θα αληθεύει η σχέση (4).

ΣΧΟΛΙΟ. 

Από την παραπάνω απόδειξη της Πρότασης 7ι(40)(περίπτωση 1η) προέκυψε ότι, η πλευρά ΑΒ πρέπει και αρκεί, να είναι μέση ανάλογος των δύο  άλλων πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ. Παρατηρούμε ότι στην ΑΒ αντιστοιχεί η  διχοτόμος της γωνίας Γ. Γεννάται  όμως το ερώτημα:    Σε ποια  πλευρά ανήκει  η διάμεσος; Η απάντηση  είναι στην ΑΓ ή στην ΒΓ,  ενώ η συμμετροδιάμεσος θα ανήκει αντίστοιχα  στην ΒΓ ή στην  ΑΓ.  Παρακάτω θα αποδείξουμε ότι αληθεύει και η περίπτωση 2.  

2η Περίπτωση.                                                                                                                         (α).  Αναγκαίο.                                                                                                                 Αν στο τρίγωνο   ΑΒΓ  η διάμεσός του  ΑΜ', η συμμετροδιάμεσός του ΒΖ  και η  διχοτόμος του ΓΔ συντρέχουν σε σημείο  Κ', θα αποδείξουμε ότι και τότε είναι:  ΑΒ2=ΑΓ.ΓΒ.                                                                                                              (3).
Πραγματικά, τότε επειδή θα είναι:    
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 και επειδή  ΒΜ'=Μ'Γ, 

προκύπτει ότι:  
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1

=

ΖΑ

ΓΖ

•

ΔΒ

ΑΔ

                                                                              (6).

Ακόμη είναι:   ΑΔ/ΔΒ=ΑΓ/ΓΒ,  ΓΖ/ΖΑ=ΓΒ2/ΒΑ2.                                                   (7).

Έτσι, η σχέση (6), λόγω  των (7), γίνεται: 
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1

=

ΒΑ

ΓΒ

•

ΓΒ

ΑΓ

2

2

 ΑΒ2=ΑΓ.ΓΒ.

(β). Ικανό.
Πραγματικά, επειδή στο τρίγωνο ΑΒΓ αληθεύει (3)  
[image: image11.wmf]⇒
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Ακόμη είναι:  ΒΜ'=Μ'Γ, ΑΔ/ΔΒ=ΑΓ/ΓΒ,  ΓΖ/ΖΑ=ΒΓ2/ΒΑ2.                                  (9).

Έτσι, η σχέση (8) λόγω των (9), γίνεται: 
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 η οποία σημαίνει ότι:  
[image: image14.wmf]'.
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Συμπέρασμα.                                                                                                            Άρα, η ζητούμενη ικανή και αναγκαία συνθήκη, σε  καθεμιά από τις δυο περιπτώσεις , είναι η μια πλευρά του τριγώνου να είναι μέση ανάλογος  των δυο άλλων, ή οι πλευρές του να αποτελούν τους διαδοχικούς όρους γεωμετρικής  προόδου.
Παρατηρήσεις.                                                                                                             (α). Επειδή εδώ, όπως είδαμε, αληθεύει η σχέση (1)
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ΒΔ/ΔΑ=ΒΕ/ΕΓ 
[image: image16.wmf]⇒

 ΔΕ//ΑΓ. Όμοια βρίσκουμε και ότι ΔΖ//ΒΓ, οπότε το τετράπλευρο ΓΕΔΖ είναι ρόμβος, καθώς η ΓΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Γ.

(β). Ειδική περίπτωση της Πρότασης 7ι(40), αποτελεί η Πρόταση7ι(41).

(γ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 6ι(40), 7ι(41)-7ι(45), 9ι(126), 9ι(177).  
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