(Συνημμένο 257. Συνέχεια από το συνημμένο 256).
9.5. Κατασκευή Διπλής Ομοκυκλικής Αρμονικής Ενέλιξης Τεσσάρων Ζευγών Συζυγών Σημείων.

Επέκταση της Κατασκευής 43 (§ 9.4) και της Κατασκευής 30 (§ 6.24), από ευθεία και σε κύκλο.

Κατασκευή 44 (Σχήμα 33).

Να κατασκευασθεί τυχαία «Ομοκυκλική Διπλή Αρμονική Ενέλιξη Τεσσάρων Ζευγών Συζυγών Σημείων» (Ορολογία στις παραγράφους 8.11, 8.22 και 8.67).
Λύση.   

(α).  Ανάλυση.
Έστω, ότι η ζητούμενη ενέλιξη κατασκευάσθηκε και είναι αυτή του σχήματος 33, οπότε αυτή έχει όλα τα στοιχεία και τις ιδιότητες που περιγράφονται στην παράγραφο 8.65.

Παρατηρούμε ότι για την κατασκευή αυτή, θα απαιτηθεί η κατασκευή των δύο εγγεγραμμένων στον κύκλο (ο) πλήρων τετράπλευρων ΑΑ′Α1Α′1ΡΠ και ΒΒ′Β1Β′1ΡΠ, τα οποία να έχουν κοινό το διαγώνιο τρίγωνό τους ΚΡΠ (ορολογία 13), οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή:
(β). Κατασκευή.
Σε τυχαίο κύκλο (ο), εγγράφουμε το κυρτό τετράπλευρο ΑΑ′Α1Α′1. Ορίζουμε τις τομές ΑΑ′∩Α1Α′1≡Ρ, ΑΑ′1∩Α1Α′≡Π, ΑΑ1∩Α′Α′1≡Κ. Έτσι οι ΚΡ, ΚΠ, θα είναι αντίστοιχα, οι πολικές των σημείων Π, Ρ.

Από το Ρ φέρουμε τέμνουσα τον κύκλο (ο), έστω στα σημεία Β′, Β όπως στο σχήμα και τις ΒΚ, Β′Κ, που επανατέμνουν τον κύκλο στα σημεία Β1, Β′1.

Στη συνέχεια προεκτείνουμε τις Β′1Β1, ΒΒ′1, Β′Β1, οι οποίες λέμε ότι θα περάσουν, η μεν πρώτη από το Ρ, οι δε δύο άλλες από το Π, οπότε τα δύο έτσι σχηματιζόμενα πλήρη τετράπλευρα θα έχουν πραγματικά κοινό το διαγώνιο τρίγωνό τους ΚΡΠ.

(γ). Απόδειξη.)

Θα αποδείξουμε πρώτα ότι η ΡΒ1Β′1 είναι ευθεία η ότι ΡΒ1 περνά από την Β′1.

Αυτή, πραγματικά θα περνά από το Β′1, γιατί αν δεν περνούσε, τότε θα έτεμνε τον κύκλο (ο) σε σημείο Β2, οπότε η Β′Β2 θα έτεμνε την ΒΒ1 σε σημείο Κ′, το οποίο θα πρέπει να είναι συζυγές του Ρ ως προς τον κύκλο (ο) και επομένως το Κ′, θα πρέπει να ανήκει στην πολική ΚΠ του Ρ, στην οποία ανήκει και το Κ.

Βλέπουμε λοιπόν ότι από τα δύο σημεία της ΒΒ1 τα Κ και Κ′, περνά η ΚΠ. Τούτο σημαίνει ότι οι ΒΒ1, ΠΚ συμπίπτουν, που δεν είναι από την υπόθεση ορθό, οπότε το Κ′≡Κ και άρα Β2≡Β′1 που συνεπάγεται ότι και η ΡΒ1Β′1 είναι ευθεία, αφού ευθεία ελήφθη και η ΡΒ1Β2. 

Η απόδειξη τούτου μπορεί να βασισθεί και στην παραπάνω Βοηθητική Πρόταση 34 (§ 8.71) ή στην Πρόταση 2α(48) που έχουμε αναρτήσει εδώ με το συνημμένο 60 και που θα δώσουμε στο Β′ Μέρος του βιβλίου τούτου. 

Για την απόδειξη αυτή θα δείξουμε ότι η Β′1Β1 περνά από το Ρ. Επειδή η ΒΒ′ περνά από τον πόλο Ρ της ΜΜ′, το τετράπλευρο ΜΒΜ′Β′ είναι αρμονικό, οπότε επειδή και ΒΒ1∩Β′Β′1 ∩ΜΜ′≡Κ και το τετράπλευρο ΜΒ′1Μ′Β1 θα είναι αρμονικό (Πρόταση 34). Άρα, οι ΜΜ′ και Β1Β′1 είναι συζυγείς, οπότε και η Β1Β′1 θα περνά από τον πόλο Ρ του ΜΜ′.
Απομένει να αποδείξουμε και ότι οι ΒΒ′1, Β′Β1 περνούν από το Π.
Πραγματικά, αν αυτές δεν περνούσαν από το Π, αλλά από το σημείο Π′, τότε το Π′ θα είχε πολική την ΚΡ, ενώ από την κατασκευή της η ΚΡ είναι πολική του Π. Τούτο σημαίνει ότι Π′≡Π, ή ότι η ΒΒ′1 και Β′Β1 περνούν από το Π. 

Ότι Π′≡Π, είναι δυνατό να αποδειχθεί και ως εξής: Από την κατασκευή τους τα Π και Π′ έχουν κοινή πολική την ΚΡ, οπότε αυτά αναγκαστικά θα συμπίπτουν.
Συνεπώς, οι ΑΑ′, ΒΒ′, Β′1Β1, Α′1Α1, που περνούν από τον πόλο Ρ της ΜΜ′, είναι συζυγείς με την ΜΜ′, ή ότι τα ζεύγη σημείων Α- Α′, Β - Β′, Β′1- Β1, Α′1 - Α1, χωρίζονται αρμονικά από το ζεύγος των σημείων Μ-Μ′.

Ομοίως βρίσκουμε ότι και τα ζεύγη των σημείων Β- Β′1, Α - Α′1, Α′-  Α1 , Β′- Β1, χωρίζονται αρμονικά από το ζεύγος των σημείων Ν-Ν′.

Μετά τα παραπάνω και σύμφωνα με την παράγραφο 8.65 η κατασκευασμένη παραπάνω ενέλιξη είναι η ζητούμενη. 

Παρατηρήσεις.
(α). Λεπτομέρειες και περισσότερα στοιχεία για την κατασκευασμένη παραπάνω ενέλιξη, δίνουμε στην παράγραφο 8.65.

(β). Είναι φανερό ότι η Κατασκευή 44 αποτελεί επέκταση της Κατασκευής 43 (§ 9.4). Ακόμη αυτή αποτελεί επέκταση και της Κατασκευής 30 (§ 6.24), από ευθεία και σε κύκλο.
(γ). Αν εργασθούμε όπως ακριβώς στην παραπάνω  κατασκευή, μπορούμε να εγγράψουμε σε κύκλο 3, 4, 5,…, ν πλήρη τετράπλευρα, τα οποία να έχουν κοινό το διαγώνιο τρίγωνό τους ΚΡΠ, οπότε με τον τρόπο αυτό θα έχουμε επιτύχει προφανώς να κατασκευάσουμε Διπλές Ομοκυκλικές Αρμονικές Ενελίξεις των 6, 8, 10,…., 2ν Ζευγών Συζυγών Σημείων (Βλέπε και § 8.67).

Από τα αμέσως παραπάνω, συμπεραίνουμε, ότι η παραπάνω Κατασκευή 44 είναι σημαντική, καθώς αποτελεί το στοιχειώδες τμήμα εκείνο με την επανάληψη του οποίου παράγεται και κάθε άλλη τέτοια ενέλιξη 2ν Ζευγών Συζυγών Σημείων.
9.6 Κατασκευή σημείων Απλής Ομοκυκλικής Αρμονικής Ενέλιξης δύο Ζευγών Συζυγών Σημείων.

Επέκταση της Κατασκευής 42 (§ 9.3).
Κατασκευή 45 (Σχήμα 30) .

Σε κύκλο (ο), δίνονται η διατεταγμένη τετράδα σημείων Α, Β, Μ′, Α′ και ζητούνται να ορισθούν στον κύκλο (ο) σημεία Β′ και Μ, έτσι ώστε τα δύο ζεύγη σημείων Α, Α′ και Β, Β′ να αποτελούν τα δύο Ζεύγη Συζυγών Σημείων Απλής Ομοκυκλικής Αρμονικής Ενέλιξης, με Ζεύγος Διπλών Σημείων της τα Μ, Μ', ή με άλλη διατύπωση:
Δίνεται κύκλος (ο) και η τετράδα των διατεταγμένων σημείων του Α, Β, Μ′, Α′ και ζητούνται να ορισθούν στον κύκλο (ο) σημεία Β′ και Μ, έτσι ώστε τα δύοζεύγη σημείων Α, Α′ και Β, Β′, να χωρίζουν αρμονικά το ζεύγος σημείων Μ, Μ'.
Λύση.   

(α). Ανάλυση. 

Υποθέτουμε ότι τα ζητούμενα σημεία ορίσθηκαν και είναι τα Β′ και Μ.

Παρατηρούμε ότι το Μ μπορεί να ορισθεί άμεσα, καθώς αυτό και το δοσμένο Μ′, πρέπει να χωρίζουν αρμονικά το δοσμένο ζεύγος σημείων Α και Α′. Έτσι, αφού έχουμε τώρα τα σημεία Μ, Μ′, μπορούμε να ορίσουμε και τον πόλο Ρ της ΜΜ′, από τον οποίο πρέπει να περνούν οι ΑΑ′ και ΒΒ′.

Μετά τα παραπάνω, βλέπουμε ότι για την ευθεία ΒΒ′Ρ έχουμε τα δύο σημεία της Β και Ρ. Άρα αυτή ορίζεται, επομένως ορίζεται και η τομή Β′ της ΒΡ και του κύκλου (ο), οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.
Στο Μ′ φέρουμε την εφαπτόμενη στον κύκλο (ο), η οποία τέμνει την δοσμένη  ευθεία ΑΑ′ σε σημείο Ρ. Από το Ρ φέρουμε την δεύτερη εφαπτόμενη στον κύκλο (ο), της οποίας το σημείο επαφής έστω Μ, το οποίο λέμε ότι είναι το ένα ζητούμενο.

Αν η ΒΡ επανατέμνει τον κύκλο (ο) σε σημείο Β′, τούτο λέμε ότι  είναι το άλλο ζητούμενο σημείο.

(γ). Απόδειξη.
Επειδή από την κατασκευή του το Ρ είναι ο πόλος της ΜΜ′ και επειδή οι ΑΑ′ και ΒΒ′ περνούν από το Ρ, οι ΑΑ′ και ΒΒ′ είναι συζυγείς με την ΜΜ′, οπότε τα ζεύγη των σημείων Α, Α′ και Β, Β′, χωρίζουν αρμονικά και το ζεύγος σημείων Μ, Μ′. Τούτο, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 8.11), σημαίνει ότι τα ζεύγη των σημείων Α, Α′ και Β, Β′, βρίσκονται πραγματικά σε Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία τα Μ, Μ′.

Άρα, τα σημεία Β′ και Μ, είναι τα ζητούμενα.

Παρατηρήσεις.
(α). Με τον ίδιο τρόπο εργαζόμαστε και όταν τα ζητούμενα σημεία είναι το Μ′ και το Α ή το Α′ ή το Β.

(β). Σχετική είναι και η Κατασκευή 46, που θα ακολουθήσει, αλλά και η Κατασκευή 12.

(γ), Η Κατασκευή 45 μπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελεί επέκταση της Κατασκευής 42.

9.7. Κατασκευή Σημείου Ομοκυκλικής Απλής Αρμονικής Ενέλιξης δύο Ζευγών Συζυγών Σημείων.

Επέκταση των Κατασκευών 42, 45 και της Κατασκευής 12 από ευθεία και σε κύκλο.
[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(41) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει με το συνημμένο μας 134 (Σχήμα 44)].

Κατασκευή 46 (Σχήμα 41).

Δίνεται κύκλος (ο) και τα διατεταγμένα σημεία της Α, Δ, Γ, Β. Στον ίδιο κύκλο (ο) να ορισθεί σημείο Ε, για το οποίο να είναι:
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Λύσεις. 
Λύση 1η .  Με βάση το Κριτήριο 37 (παράγραφος 8.74). 

 (α). Ανάλυση. 
Υποθέτουμε ότι το σημείο Ε ορίσθηκε. Επειδή αληθεύει η σχέση (1), η οποία μας θυμίζει το παραπάνω Κριτήριο 37, βγάζουμε το συμπέρασμα ότι αν Ε είναι το ζητούμενο σημείο και αν Γ' είναι σημείο το οποίο με το Γ χωρίζουν αρμονικά τα Α, Α′, τότε τα ζεύγη των σημείων Α, Β και Δ, Ε, θα πρέπει να βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη, με διπλά σημεία τα Γ, Γ' (Αντίστροφο του Κριτηρίου 37). 

Έτσι οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή του σημείου Ε. 

′
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(β). Κατασκευή.  

Επειδή, σύμφωνα με τον ορισμό της Αρμονικής Ενέλιξης (παράγραφος 8,11), για να ορισθεί η ενέλιξη αυτή, πρέπει πρώτα να ορισθεί το Γ′ το οποίο με το Γ πρέπει να χωρίζει αρμονικά τα Α, Β και στη συνέχεια ορίζεται το Ε το οποίο με το Δ πρέπει να χωρίζουν αρμονικά τα Γ, Γ', ορίζουμε πρώτα, κατά τα γνωστά, 

το Γ', έτσι ώστε τα Γ, Γ′ να χωρίζουν αρμονικά τα Α, Β και στη συνέχεια ορίζουμε το Ε, έτσι ώστε τα Δ, Ε να χωρίζουν αρμονικά τα Γ, Γ′, που είναι ήδη γνωστά. Αυτά επιτυγχάνονται εύκολα, αν εργασθούμε όπως στην Κατασκευή 45 (§ 9.6).

Μετά την κατασκευή του Γ', όπως παραπάνω αναφέρθηκε, το Ε είναι δυνατό να ορισθεί και με βάση τη σχέση ΜΓ2=ΜΔ.ΜΕ (Πρόταση 33, § 8.5), αφού ορισθεί το μέσον Μ του ΓΓ'.

 (γ). Απόδειξη.  
Από τον παραπάνω τρόπο κατασκευής των σημείων Γ' και Ε, προκύπτει ότι τα ζεύγη των σημείων Α, Β και Δ, Ε, βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη, με διπλά σημεία τα Γ, Γ' (σχετικός ορισμός στην § 8,11), οπότε για τα σημεία Α, Δ, Γ, Ε, Β, Γ' θα αληθεύει η σχέση (1) (Ευθύ του Κριτηρίου 37).

Η σχέση (2), αληθεύει γιατί από τη σχέση (1) που αποδείξαμε ότι αληθεύει, προκύπτει εύκολα η σχέση (2), η οποία προφανώς και θα αληθεύει, καθώς αληθεύει η ισοδύναμή της (1).

(Λεπτομέρειες, για την παραπάνω απόδειξη αναφέρονται στην απόδειξη της Πρότασης 45 §9.6).

Λύση 2η .  Με βάση τη Βοηθητική Πρόταση 5 § 2.5 (Ε′ Μέρους). 

(α). Κατασκευή.  

Αφού ορίσουμε, όπως παραπάνω, το σημείο Γ′, θα προκύψει η τομή Κ των ΓΓ′ και ΒΔ, οπότε ορίζεται και το Ε, ως τομή της ΑΚ και του κύκλου (ο).

(β). Απόδειξη.  
Επειδή ΑΕ∩ΓΓ′∩ΒΔ≡Κ, σύμφωνα με την Βοηθητική Πρόταση 5 § 2.5 (Ε′ Μέρους), θα είναι:                        
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Ακόμη, επειδή είναι και 
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, εύκολα από την (3) παίρνουμε την σχέση (1). 

Έτσι, επειδή αληθεύει η (1) και επειδή, από την κατασκευή τους, τα Α, Α′ χωρίζουν αρμονικά τα Γ, Γ′, και τα Δ, Ε θα χωρίζουν αρμονικά τα Γ, Γ′, (αντίστροφο του Κριτηρίου 37). Τούτο σημαίνει ότι πραγματικά το Ε, που ορίσαμε με τον παραπάνω τρόπο, είναι το ζητούμενο.

(Τη λύση αυτή έχουμε αναρτήσει και στο mathematica, με το συνημμένο μας 134).
(δ). Διερεύνηση. 

Με ανάλογο τρόπο ορίζουμε τα Γ' και Ε και για τις περιπτώσεις που τα δοσμένα σημεία έχουν την διάταξη Δ, Α, Γ, Β, ή την διάταξη Δ, Γ, Β, Α.

Και στις περιπτώσεις αυτές η απόδειξη γίνεται όπως στην παραπάνω απόδειξη, βασιζόμενοι και πάλι στο ίδιο Κριτήριο 37, το οποίο αληθεύει και για τις περιπτώσεις αυτές. 

Είναι προφανές ότι, επειδή το Γ′ είναι μοναδικό, μοναδικός θα είναι και ο πόλος Ν της ΓΓ′, οπότε μοναδική θα είναι και η τομή Ε της ΔΝ με τον κύκλο (ο), ή και η τομή ΓΓ′∩ΒΔ≡Κ, οπότε σε ένα μόνο σημείο Ε θα επανατέμνει και η ΑΚ τον κύκλο (ο).
Λύση 3η [Σχήμα 41(α) και (β)] [Με βάση την Κατασκευή 12 (§ 6.6)].

 (α). Ανάλυση. 
Παρατηρούμε ότι η σχέση (1) γράφεται και έτσι 
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 και ότι οι λόγοι 
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 του σχήματος 41(α) είναι γνωστοί, τους οποίους μπορούμε να μεταφέρουμε σε τυχαίο τμήμα αβ κατά τα γνωστά (με Απολλώνιους κύκλους) και ορίζουμε σε αυτό τα σημεία δ, γ [του σχήματος 41(β)]. 

Έτσι, στο σχήμα 41(β), ορίζουμε σημείο ε, εργαζόμενοι με έναν από τους τρόπους λύσης της Κατασκευής 12, για το οποίο να είναι:
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οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή. 

(β). Κατασκευή.  

Σε τυχαίο τμήμα αβ του σχήματος 41(β), μεταφέρουμε τον λόγο 
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 Στη συνέχεια μεταφέρουμε τον λόγο 
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Για τον καθορισμό του ε, ορίζουμε τυχαίο σημείο Κ του Απολλώνιο κύκλο διαμέτρου γγ′, και φέρουμε την Κε, συμμετρική της Κδ ως προς την Κγ, το οποίο ε επαληθεύει τη σχέση (4) (Απόδειξη όπως Κατασκευή 12).

Έτσι, έχουμε το λόγο 
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, τον οποίο μεταφέραμε στο ΒΓ του σχήματος 41(α) και ορίζουμε σημείο η, με βάση το οποίο και το συζυγές αρμονικό η′ του η ως προς τα Β, Γ, γράφουμε τον Απολλώνιο κύκλο διαμέτρου ηη', ο οποίος τέμνει τον κύκλο (ο) σε σημείο Ε και Ε′, από τα οποία το Ε λέμε ότι είναι το ζητούμενο. 

(γ). Απόδειξη.  
Επειδή είναι από την κατασκευή είναι:   
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. Δηλαδή η σχέση (1) αληθεύει για το σημείο Ε και επειδή τα Α, Β χωρίζουν αρμονικά τα Γ, Γ′, σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτηρίου 37 και τα Δ, Ε θα χωρίζουν αρμονικά τα Γ, Γ′. Άρα, το Ε είναι το ζητούμενο.
(δ). Διερεύνηση.
Εύκολα διαπιστώνουμε ότι ο Απολλώνιος κύκλος διαμέτρου ηη', τέμνει γενικά τον κύκλο (κ) και σε δεύτερο σημείο Ε', το οποίο προφανώς δεν θα αποτελεί μια δεύτερη λύση του προβλήματος 46, καθώς το Ε' βρίσκεται στο ίδιο μέρος με το Δ ως προς την ΓΓ', οπότε τα Δ, Ε' δεν χωρίζονται αρμονικά από τα Γ, Γ', καθώς τα ΔΕ′ και ΓΓ′, δεν τέμνονται μέσα στον κύκλο (ο).

Παρατήρηση.
Είναι φανερό ότι η Κατασκευή 46 αποτελεί επέκταση της Κατασκευής 12, από ευθεία και σε κύκλο.

9.8. Κατασκευή Διπλών Σημείων Ομοκυκλικής Διπλής Αρμονικής Ενέλιξης δύο Ζευγών Συζυγών Σημείων.

Επέκταση της  Κατασκευής 13 (§ 6.7), από ευθεία και σε κύκλο 
[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(52) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει με το συνημμένο μας 149 (Σχήμα 50)].

Κατασκευή 47 (Σχήμα 42).

Δίνεται κύκλος (ο) και τα διατεταγμένα σημεία του  Α, Δ, Ε, Β. Στον ίδιο κύκλο (ο), να ορισθούν τα σημεία Γ, Γ', Ζ, Ζ', για τα οποία να είναι:
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ή με άλλη διατύπωση: 

Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΔΕΒ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο).  Να αποδειχθεί ότι στον ίδιο κύκλο (ο), υπάρχουν σημεία Γ, Γ', Ζ, Ζ', για τα οποία αληθεύουν οι παραπάνω σχέσεις (1) μέχρι (4).
Λύση.
(α). Ανάλυση. 
Οι σχέσεις (1) μέχρι (4), που δίνονται για την Κατασκευή 47, μας θυμίζουν το Κριτήριο 37, σύμφωνα με το αντίστροφο του οποίου, τα σημεία Α, Ζ, Δ, Γ′, Ε, Ζ′, Β, Γ, αν είναι διατεταγμένα στον κύκλο (ο) και:

1/. Αν το σημείο Γ ή το Γ′ επαληθεύει τη σχέση (1) ή τη (2), ενώ αν το Γ′ ή το Γ αντίστοιχα, επιλεγούν έτσι ώστε τα ζεύγη σημείων Γ, Γ′ να χωρίζονται αρμονικά από το ζεύγος σημείων Α, Β ή Δ, Ε, τότε και τα δύο ζεύγη σημείων Α, Β και Δ, Ε βρίσκονται σε Απλή Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τα Γ, Γ′ (Αντίστροφο του Κριτηρίου 37).
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2/. Αν το σημείο Ζ ή το Ζ′ επαληθεύει τη σχέση (3) ή τη (4), ενώ αν το Ζ′ ή το Ζ αντίστοιχα, επιλεγούν έτσι ώστε τα ζεύγη σημείων Ζ, Ζ′ να χωρίζονται αρμονικά από το ζεύγος σημείων Α, Δ ή Β, Ε, τότε και τα δύο ζεύγη σημείων Α, Δ και Β, Ε βρίσκονται σε Απλή Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τα Ζ, Ζ′ (Αντίστροφο του Κριτηρίου 37).

Μετά τα παραπάνω βγαίνει το συμπέρασμα, ότι για να αληθεύουν οι σχέσεις (1) μέχρι (4) πρέπει τα οκτώ σημεία Α, Ζ, Δ, Γ′, Ε, Ζ′, Β, Γ, να έχουν την διάταξη αυτή στον κύκλο (ο) και ότι τότε θα έχουμε δύο Απλές Αρμονικές Ενελίξεις οι οποίες σε συνδυασμό αποτελούν μια Διπλή Αρμονική Ενέλιξη. Τούτο σημαίνει ότι για να ορισθεί η ακριβής θέση των σημείων Γ, Γ′, Ζ, Ζ′, πρέπει να κατασκευασθούν τα δύο Ζεύγη Διπλών Σημείων της Διπλής Αρμονικής Ενέλιξης, οπότε αναγόμαστε στην Κατασκευή 43 (§ 9.4).

(β). Κατασκευή.
Για την κατασκευή της παραπάνω Διπλής Αρμονικής Ενέλιξης, μας δίνονται τα τέσσερα διατεταγμένα σημεία Α, Δ, Ε, Β του κύκλου (ο), τα ζεύγη των οποίων Α, Β και Δ, Ε, πρέπει να αποτελούν την μία Απλή Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία τα Γ, Γ′ και τα ζεύγη των σημείων Α, Δ και Β, Ε, πρέπει να αποτελούν την άλλη Απλή Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία τα Ζ, Ζ′.

Η κατασκευή αυτή γίνεται όπως ακριβώς αναφέρεται στην Κατασκευή 43 (§ 9.4) και έτσι ορίζεται η ακριβής θέση των σημείων Γ, Γ′, Ζ, Ζ′.

Δηλαδή πιο αναλυτικά, ορίζουμε τις τομές ΑΕ∩ΒΔ≡Κ, ΑΒ∩ΔΕ≡Ν, ΑΔ∩ΒΕ≡Λ, και:
1ος Τρόπος. Από τα Ν και Λ φέρουμε τις εφαπτόμενες στο κύκλο (ο). Αν Γ, Γ′ και Ζ, Ζ′ είναι τα ζεύγη των σημείων επαφής, των εφαπτόμενων αυτών αντίστοιχα, τότε λέμε ότι τα σημεία αυτά είναι τα ζητούμενα.

2ος Τρόπος. Αν οι ΚΛ και ΚΝ τέμνουν τον κύκλο (ο), στα ζεύγη των σημείων Γ, Γ′ και Ζ, Ζ′ αντίστοιχα, τότε λέμε ότι τα σημεία αυτά είναι τα ζητούμενα.

(γ). Απόδειξη.  

Αποδεικνύουμε πρώτα όπως ακριβώς στην Κατασκευή 43, ότι τα καθορισθέντα όπως παραπάνω σημεία Γ, Γ′, Ζ, Ζ′ σε σχέση με τα δοθέντα σημεία Α, Δ, Ε, Β, αποτελούν Διπλή Αρμονική Ενέλιξη.

Στη συνέχεια, βασιζόμενοι στο ευθύ του Κριτηρίου 37, αποδεικνύουμε ότι για την Απλή Αρμονική Ενέλιξη που έχει Ζεύγη Συζυγών Σημείων τα Α, Β και Δ, Ε με Διπλά Σημεία τα Γ, Γ′, αληθεύουν οι σχέσεις (1) και (2), ενώ για την Απλή Αρμονική Ενέλιξη που έχει Ζεύγη Συζυγών Σημείων τα Α, Δ και Β, Ε με Διπλά Σημεία τα Ζ, Ζ′, αληθεύουν οι σχέσεις (3) και (4).

Δηλαδή πιο αναλυτικά:
Απόδειξη του 1ου Τρόπου κατασκευής.

Επειδή το Ν είναι ο πόλος του ΓΓ′ και οι ΑΒ, ΔΕ περνούν από το Ν, τα ζεύγη των σημείων Α-Β, Δ-Ε χωρίζουν αρμονικά το ζεύγος των σημείων Γ, Γ′. Επομένως πραγματικά τα ζεύγη των σημείων Α-Β, Δ-Ε βρίσκονται σε Απλή Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία το ζεύγος των σημείων Γ, Γ′ (Ορισμός § 8.11).  Τούτο σημαίνει ότι, σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 37, αληθεύουν οι σχέσεις (1) και (2).

Με ακριβώς όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και τα ζεύγη των σημείων Α-Δ, Β-Ε βρίσκονται σε Απλή Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία  το ζεύγος των σημείων Ζ, Ζ′. Τούτο σημαίνει ότι, σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 37, αληθεύουν οι σχέσεις (3) και (4).

Απόδειξη του 2ου Τρόπου κατασκευής.

Επειδή η ΚΛ έχει πόλο το Ν και οι ΑΒ, ΔΕ περνούν από το Ν, τα ζεύγη των σημείων Α-Β, Δ-Ε χωρίζουν αρμονικά το ζεύγος των σημείων Γ, Γ′. Επομένως 

πραγματικά τα ζεύγη των σημείων Α-Β, Δ-Ε βρίσκονται σε Απλή Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία  το ζεύγος των σημείων Γ, Γ′ (Ορισμός § 8.11). Τούτο σημαίνει ότι σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 37, αληθεύουν οι σχέσεις (1) και (2).

Με ακριβώς όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και τα ζεύγη των σημείων Α-Δ, Β-Ε βρίσκονται σε Απλή Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία  το ζεύγος των σημείων Ζ, Ζ′. Τούτο σημαίνει ότι, σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 37, αληθεύουν οι σχέσεις (3) και (4).

(Εύκολα αποδεικνύεται ότι τα τέσσερα σημεία Γ, Γ′. Ζ, Ζ′ που ορίσθηκαν με τους δύο παραπάνω τρόπους, συμπίπτουν κατά ζεύγη που έχουν την ίδια ονομασία. Δηλαδή είναι Γ≡Γ, Γ≡Γ′, Ζ≡Ζ, Ζ′≡Ζ′.
Παρατηρήσεις.
(α). Είναι φανερό ότι η Κατασκευή 47 αποτελεί επέκταση της Κατασκευής 13, από ευθεία και σε κύκλο.

(β). Έναν άλλο τρόπο κατασκευής, έχουμε δώσει παλιότερα στον ιστότοπο mathematica με την Κατασκευή 11(52) (συνημμένο μας 149).

9.9. Κατασκευή Διπλών Σημείων Ομοκυκλικής Διπλής Αρμονικής Ενέλιξης δύο Ζευγών Συζυγών Σημείων.

Παραλλαγή της Κατασκευής 47 (§ 9.8) και Επέκταση της Κατασκευής 14 (§ 6.8), από ευθεία και σε κύκλο 
[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(50) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica με το συνημμένο μας 147 (Σχήμα 50)].

Κατασκευή 48 (Σχήμα 42).

Δίνεται κύκλος (ο) και τα διατεταγμένα σημεία του  Α, Δ, Ε, Β. Στον ίδιο κύκλο (ο), να ορισθούν τα σημεία Γ, Γ', Ζ, Ζ', για τα οποία να είναι:

(ΑΔΓΒ)=(ΒΕΓΑ),                                                                                                      (1).

(ΑΔΓ'Β)=(ΒΕΓ'Α),                                                                                                    (2).

(ΑΒΖΔ)=(ΔΕΖΑ),                                                                                                      (3).

(ΑΒΖ'Δ)=(ΔΕΖ'Α),                                                                                                    (4).

ή με άλλη διατύπωση: 

Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΔΕΒ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο).  Να αποδειχθεί ότι στον ίδιο κύκλο (ο), υπάρχουν σημεία Γ, Γ', Ζ, Ζ', για τα οποία αληθεύουν οι παραπάνω σχέσεις (1) μέχρι (4).
Λύσεις.
Λύση 1η (Σχήμα 42)  Με Αναγωγή στην Κατασκευή 47 (παράγραφος 9.8). 

(α). Επειδή εδώ δίνεται ότι:    (ΑΔΓΒ)=(ΒΕΓΑ)=ρ
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 (ΑΓΔΒ)=(ΒΓΕΑ) =1-ρ
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 EMBED Equation.3  [image: image31.wmf]⇔
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Βλέπουμε λοιπόν ότι η σχέση (1), της παραπάνω Κατασκευής 48, είναι ισοδύναμη με τη σχέση (1) της Κατασκευής 47 (§ 9.8). 
(β). Επειδή εδώ δίνεται ότι:    (ΑΔΓ′Β)=(ΒΕΓ′Α)=ρ
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 (ΑΓ′ΔΒ)=(ΒΓ′ΕΑ) =1-ρ
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Βλέπουμε λοιπόν ότι η σχέση (2), της παραπάνω Κατασκευής 48, είναι ισοδύναμη με τη σχέση (2) της Κατασκευής 47 (§ 9.8). 
(γ). Επειδή εδώ δίνεται ότι:    (ΑΒΖΔ)=(ΔΕΖΑ)=ρ
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 (ΑΖΒΔ)=(ΔΖΕΑ) =1-ρ
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Βλέπουμε λοιπόν ότι η σχέση (3), της παραπάνω Κατασκευής 48, είναι ισοδύναμη με τη σχέση (3) της Κατασκευής 47 (§ 9.8). 
(δ). Επειδή εδώ δίνεται ότι:    (ΑΒΖ′Δ)=(ΔΕΖ′Α)=ρ
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 (ΑΖ′ΒΔ)=(ΔΖ′ΕΑ) =1-ρ
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Βλέπουμε λοιπόν ότι η σχέση (4), της παραπάνω Κατασκευής 48, είναι ισοδύναμη με τη σχέση (4) της Κατασκευής 47 (§ 9.8). 
Από τα παραπάνω συνάγεται ότι η Κατασκευή 48 ανάγεται στην Κατασκευή 
47, καθώς αληθεύουν οι τέσσερις παραπάνω ισοδυναμίες και όλα τα υπόλοιπα δοσμένα τους είναι τα ίδια.
Λύση 2η  (Αναλυτική).(Σχήμα 42)  Με βάση το Κριτήριο 36 (παράγραφος 8.73). 

(α). Ανάλυση.
Οι σχέσεις (1) μέχρι (4), που δίνονται για την Κατασκευή 47, μας θυμίζουν το Κριτήριο 36, σύμφωνα με το αντίστροφο του οποίου, τα σημεία Α, Ζ, Δ, Γ′, Ε, Ζ′, Β, Γ, αν είναι διατεταγμένα στον κύκλο (ο) και:

1/. Αν για το σημείο Γ ή το Γ′ αληθεύει η σχέση (1) ή η (2), ενώ αν το Γ′ ή το Γ αντίστοιχα, επιλεγούν έτσι ώστε τα ζεύγη σημείων Γ, Γ′ να χωρίζονται αρμονικά από το ζεύγος σημείων Α, Β ή Δ, Ε, τότε και τα δύο ζεύγη σημείων Α, Β και Δ, Ε βρίσκονται σε Απλή Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τα Γ, Γ′ (Αντίστροφο του Κριτηρίου 36).

2/. Αν για το σημείο Ζ ή το Ζ′ αληθεύει η σχέση (3) ή η (4), ενώ αν το Ζ′ ή το Ζ αντίστοιχα, επιλεγούν έτσι ώστε τα ζεύγη σημείων Ζ, Ζ′ να χωρίζονται αρμονικά από το ζεύγος σημείων Α, Δ ή Β, Ε, τότε και τα δύο ζεύγη σημείων Α, Δ και Β, Ε βρίσκονται σε Απλή Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τα Ζ, Ζ′ (Αντίστροφο του Κριτηρίου 36).

Μετά τα παραπάνω βγαίνει το συμπέρασμα, ότι για να αληθεύουν οι σχέσεις (1) μέχρι (4) πρέπει τα οκτώ σημεία Α, Ζ, Δ, Γ′, Ε, Ζ′, Β, Γ, να έχουν την διάταξη αυτή στον κύκλο (ο) και ότι τότε θα έχουμε δύο Απλές Αρμονικές Ενελίξεις οι οποίες σε συνδυασμό αποτελούν μια Διπλή Αρμονική Ενέλιξη. Τούτο σημαίνει ότι για να ορισθεί η ακριβής θέση των σημείων Γ, Γ′, Ζ, Ζ′, πρέπει να κατασκευασθούν τα δύο Ζεύγη Διπλών Σημείων της Διπλής αυτής Αρμονικής Ενέλιξης, οπότε αναγόμαστε στην Κατασκευή 43 (§ 9.4).
(β). Κατασκευή.
Για την κατασκευή της παραπάνω Διπλής Αρμονικής Ενέλιξης, μας δίνονται τα τέσσερα διατεταγμένα σημεία Α, Δ, Ε, Β του κύκλου (ο), τα ζεύγη των οποίων Α, Β και Δ, Ε, πρέπει να αποτελούν την μία Απλή Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία τα Γ, Γ′ και τα ζεύγη των σημείων Α, Δ και Β, Ε, πρέπει να αποτελούν την άλλη Απλή Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία τα Ζ, Ζ′.

Η κατασκευή αυτή γίνεται όπως ακριβώς αναφέρεται στην Κατασκευή 43 (§ 9.4) και έτσι ορίζεται η ακριβής θέση των σημείων Γ, Γ′, Ζ, Ζ′.

Δηλαδή πιο αναλυτικά, ορίζουμε τις τομές ΑΕ∩ΒΔ≡Κ, ΑΒ∩ΔΕ≡Ν, ΑΔ∩ΒΕ≡Λ, και:
1ος Τρόπος. Από τα Ν και Λ φέρουμε τις εφαπτόμενες στο κύκλο (ο). Αν Γ, Γ′ και Ζ, Ζ′ είναι τα ζεύγη των σημείων επαφής, των εφαπτόμενων αυτών αντίστοιχα, τότε λέμε ότι τα σημεία αυτά είναι τα ζητούμενα.

2ος Τρόπος. Αν οι ΚΛ και ΚΝ τέμνουν τον κύκλο (ο), στα ζεύγη των σημείων Γ, Γ′ και Ζ, Ζ′ αντίστοιχα, τότε λέμε ότι τα σημεία αυτά είναι τα ζητούμενα.

(γ). Απόδειξη.  

Αποδεικνύουμε πρώτα όπως ακριβώς στην Κατασκευή 43, ότι τα καθορισθέντα όπως παραπάνω σημεία Γ, Γ′, Ζ, Ζ′ σε σχέση με τα δοθέντα σημεία Α, Δ, Ε, Β, αποτελούν Διπλή Αρμονική Ενέλιξη.

Στη συνέχεια, βασιζόμενοι στο ευθύ του Κριτηρίου 36, αποδεικνύουμε ότι για την Απλή Αρμονική Ενέλιξη που έχει Ζεύγη Συζυγών Σημείων τα Α, Β και Δ, Ε με Διπλά Σημεία τα Γ, Γ′, αληθεύουν οι σχέσεις (1) και (2), ενώ για την Απλή Αρμονική Ενέλιξη που έχει Ζεύγη Συζυγών Σημείων τα Α, Δ και Β, Ε με Διπλά 
Σημεία τα Ζ, Ζ′, αποδεικνύουμε ότι αληθεύουν οι σχέσεις (3) και (4).

Δηλαδή πιο αναλυτικά:
Απόδειξη του 1ου Τρόπου κατασκευής.

Επειδή το Ν είναι ο πόλος του ΓΓ′ και οι ΑΒ, ΔΕ περνούν από το Ν, τα ζεύγη των σημείων Α-Β, Δ-Ε χωρίζουν αρμονικά το ζεύγος των σημείων Γ, Γ′. Επομένως πραγματικά τα ζεύγη των σημείων Α-Β, Δ-Ε βρίσκονται σε Απλή Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία το ζεύγος των σημείων Γ, Γ′ (Ορισμός § 8.11).  Τούτο σημαίνει ότι, σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 36, αληθεύουν οι σχέσεις (1) και (2).

Με ακριβώς όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και τα ζεύγη των σημείων Α-Δ, Β-Ε βρίσκονται σε Απλή Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία  το ζεύγος των σημείων Ζ, Ζ′. Τούτο σημαίνει ότι, σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 36, αληθεύουν οι σχέσεις (3) και (4).

Απόδειξη του 2ου Τρόπου κατασκευής.

Επειδή η ΚΛ έχει πόλο το Ν και οι ΑΒ, ΔΕ περνούν από το Ν, τα ζεύγη των σημείων Α-Β, Δ-Ε χωρίζουν αρμονικά το ζεύγος των σημείων Γ, Γ′. Επομένως πραγματικά τα ζεύγη των σημείων Α-Β, Δ-Ε βρίσκονται σε Απλή Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία  το ζεύγος των σημείων Γ, Γ′ (Ορισμός § 8.11). Τούτο σημαίνει ότι σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 36, αληθεύουν οι σχέσεις (1) και (2).

Με ακριβώς όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και τα ζεύγη των σημείων Α-Δ, Β-Ε βρίσκονται σε Απλή Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία  το ζεύγος των ση
μείων Ζ, Ζ′. Τούτο σημαίνει ότι, σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 36, αληθεύουν οι σχέσεις (3) και (4).

(Εύκολα αποδεικνύεται ότι τα τέσσερα σημεία Γ, Γ′. Ζ, Ζ′ που ορίσθηκαν με τους δύο παραπάνω τρόπους, συμπίπτουν κατά ζεύγη που έχουν την ίδια ονομασία. Δηλαδή είναι:       Γ≡Γ, Γ′≡Γ′, Ζ≡Ζ, Ζ′≡Ζ′.

Παρατηρήσεις.
(α). Είναι φανερό ότι η Κατασκευή 48 αποτελεί επέκταση της Κατασκευής 14, από ευθεία και σε κύκλο.

(β). Έναν άλλο τρόπο κατασκευής, έχουμε δώσει παλιότερα στον ιστότοπο mathematica με την Κατασκευή 11(50) (συνημμένο μας 147).

9.10. Πρόταση Ομοκυκλικής Απλής Αρμονικής Ενέλιξης δύο Ζευγών Συζυγών Σημείων.

Επέκταση της Κατασκευής 15 (§ 6.9), από ευθεία και σε κύκλο.
Πρόταση 49 (Σχήμα 43). 

Σε κύκλο (ο) θεωρούμε την διατεταγμένη τετράδα σταθερών σημείων Α, Β, Δ, Ε. Να αποδειχθεί ότι, αν για σημείο Γ, το οποίο ανήκει στο τόξο ΔΕ, αληθεύει η σχέση:                                   
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Απόδειξη. 
1ος Τρόπος. (Σχήμα 43) (Με βάση την Κατασκευή 42 και το Κριτήριο 37)
Υποθέτουμε ότι το Γ είναι σημείο του τόξου ΔΕ, για το οποίο αληθεύει η σχέση (1) . 

Επειδή η σχέση (1) μας θυμίζει το κριτήριο 37 (παράγραφος 8.74), ορίζουμε και το Γ′  έτσι ώστε τα Γ, Γ′ να χωρίζουν αρμονικά τα Δ, Ε.

Έτσι, αφού τα Γ, Γ′ θα χωρίζουν αρμονικά τα Δ, Ε και αληθεύει η (1) , σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτηρίου 37 και τα Γ, Γ′ θα χωρίζουν αρμονικά και τα Α, Β. Τούτο σημαίνει ότι και τα δύο ζεύγη των σημείων Α, Β και Δ, Ε θα βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη, με διπλά σημεία τα Γ, Γ′ (ορισμός § 8.11).

Άρα, αφού εδώ έχουμε Απλή Αρμονική Ενέλιξη, της οποίας η Κατασκευή φαίνεται στο σχήμα 43 και γίνεται όπως στην Κατασκευή 42 ( παράγραφος 9. 3) αναφέρεται, σημαίνει ότι τα Γ και Γ′ είναι σημεία μοναδικά (σταθερά). 

Συγκεκριμένα, από τους δύο τρόπους κατασκευής της Κατασκευής 42, προκύπτει ότι τα σημεία Γ, Γ′ είναι μοναδικά (σταθερά), καθώς: 

· Σύμφωνα με τον τρόπο 1 κατασκευής τους, η τομή Ν των ΑΒ και ΔΕ είναι μοναδική όπως και οι δύο εφαπτόμενες από το Ν στον κύκλο (ο), άρα και οι επαφές τους Γ, Γ′ είναι μοναδικές (είναι σταθερές).

· Σύμφωνα με τον τρόπο 2 κατασκευής τους, οι τομές Γ, Γ′ της ΛΚ με τον κύκλο (ο), είναι μοναδικές (σταθερές). (Όπου Κ≡ΑΔ∩ΒΕ, Λ≡ΑΕ∩ΒΔ).
2ος Τρόπος (Λογιστικός).
Στο τόξο ΔΕ, που δεν περιέχει τα σημεία Α. Β, ορίζουμε σημείο Γ, που να αληθεύει την ισότητα (1) (Κατασκευή 42).

Αν στο τόξο ΔΕ, που δεν περιέχει τα σημεία Α. Β, υπήρχε και δεύτερο σημείο Γ'′ και που να αληθεύει την ισότητα (1), τότε και για το Γ′′ θα αλήθευε και η παρακάτω ισότητα (2):
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Έτσι, από την (1) 
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Ενώ, από την (2) 
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Άρα, από τις  (3), (4) 
[image: image58.wmf]⇒

  
[image: image59.wmf]ΓΔ

ΕΓ

.

ΓΒ

ΑΓ

 = 
[image: image60.wmf]Δ

'

'

Γ

'

'

ΕΓ

.

Β

'

'

Γ

'

'

ΑΓ

                                                 (5).

Αν υποθέσουμε ότι  για το Γ'′ είναι τόξο ΒΓ'′< τόξο ΒΓ ή ΒΓ'′< ΒΓ, τότε και ΔΓ'′<ΔΓ, ΑΓ'′>ΑΓ, ΕΓ'′>ΕΓ 
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Τούτο όμως είναι άτοπο, καθώς δεν συμβιβάζεται με την σχέση (5), που αληθεύει.

Επίσης, αν υποθέσουμε ότι  για το Γ'′ είναι ΒΓ'′>ΒΓ και εργασθούμε όπως παραπάνω και τότε φθάνουμε σε άτοπο.

Καταλήξαμε λοιπόν σε άτοπο γιατί θεωρήσαμε ότι υπάρχει και άλλο σημείο Γ′′ στο τόξο ΔΕ, που δεν περιέχει τα σημεία Α. Β και για το οποίο, αληθεύει η (1). 

Συνεπώς, το Γ είναι μοναδικό (σταθερό).

Παρατήρηση.
Είναι φανερό ότι η Πρόταση 49 αποτελεί επέκταση της Πρότασης 15, από ευθεία και σε κύκλο.

9.11. Καθορισμός Σημείου Απλής Ομοκυκλικής Αρμονικής Ενέλιξης δύο Ζευγών Συζυγών Σημείων.

Παραλλαγή της Κατασκευής 46 (§ 9.7) και επέκταση της Κατασκευής 19 (§ 8.13) από ευθεία και σε κύκλο.
[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(42) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει με το συνημμένο μας 135 (Σχήμα 44)].

Κατασκευή 50 (Σχήμα 41).

Σε κύκλο (ο) δίνεται η διατεταγμένη τετράδα σταθερών σημείων Α, Δ, Γ, Β. Στον ίδιο κύκλο (ο), να καθορισθεί σημείο Ε για το οποίο να είναι: 
                                                  (ΑΔΓΒ)=(ΒΕΓΑ).                                                  (1).
Λύση (Σχήμα 41)  Με αναγωγή στην Κατασκευή 46 (παράγραφος 9.7). 

Επειδή δίνεται ότι:    (ΑΔΓΒ)=(ΒΕΓΑ)=ρ
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 (ΑΓΔΒ)=(ΒΓΕΑ) =1-ρ
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Βλέπουμε λοιπόν ότι η σχέση (1), της παραπάνω Κατασκευής 50, είναι ισοδύναμη με τη σχέση (1) της Κατασκευής 46 (§ 9.7), οπότε η Κατασκευή 50 ανάγεται στην Κατασκευή 46, καθώς τα υπόλοιπα δοσμένα της είναι τα ίδια.
Όσο για την απόδειξη της Κατασκευής, θα χρησιμοποιήσουμε το αντίστροφο της παραπάνω σχέσεως (2).
Παρατήρηση..

Είναι φανερό ότι η Κατασκευή 50, αποτελεί επέκταση της Κατασκευής 19. Είναι δε σημαντική, καθώς αποδεικνύει ότι η Κατασκευή 19, αληθεύει και σε κύκλο

9.12. Βοηθητική Πρόταση (Λήμμα).

Η παρακάτω Βοηθητική Πρόταση 51, κρίθηκε σκόπιμο να γραφεί κατ’ εξαίρεση εδώ, καθώς θα μας χρειασθεί παρακάτω σε πολλές περιπτώσεις, αν και η φυσική της θέση είναι στο Β′ Μέρος του παρόντος.
 [Πρόκειται για την Πρόταση 2α(53) (Σχήμα 5) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει με το συνημμένο 61] 
Πρόταση 51 (Σχήμα 43α). 

Κάθε εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο,R) κυρτό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ με συντρέχουσες διαγώνιες (κύριες) και του οποίου πχ η διαγώνιος ΒΕ περνά από την τομή των δύο απέναντι πλευρών του Α2≡ΑΖ∩ΓΔ, έχει αρμονικά τα δύο τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ και αντίστροφα.
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Απόδειξη (Σχήματα 43α).  

(1). Ευθύ.   

Πραγματικά, επειδή από την υπόθεση είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, σύμφωνα με το ευθύ της Βοηθητικής Πρότασης 7 (Ε′ Μέρος), για την Κεντρική Δέσμη Κ(ΑΒΓ), θα είναι: 
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Ακόμη, σύμφωνα με την παραπάνω Βοηθητική Πρόταση 7 (Ε′ Μέρος), επειδή είναι  Α2=ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ (υπόθεση) για την Κεντρική Δέσμη Α2 (ΑΒΓ), θα είναι: 
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Από τις σχέσεις (1), (2) 
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ΔΕ.ΖΒ=ΕΖ.ΒΔ.                                   (3).

Άρα, η σχέση (1), λόγω της (3), γίνεται: ΑΒ.ΓΕ=ΒΓ.ΕΑ.                                   (4).

Οι σχέσεις (3) και (4), όπως είναι γνωστό [6] (§ 8-4.10), σημαίνουν ότι τα τετράπλευρα ΔΕΖΒ και ΑΒΓΕ, είναι αρμονικά.
(2). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν το δοσμένο κυρτό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει αρμονικά πχ τα δύο τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ, τότε θα είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και Α2=ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ.

Πραγματικά, επειδή τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ είναι αρμονικά από την υπόθεση, θα έχουν: 
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Η τελευταία σχέση, σύμφωνα με το αντίστροφο της παραπάνω Βοηθητικής Πρότασης 7 (Ε′ Μέρος), σημαίνει ότι είναι: ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.

Εξάλλου, επειδή το τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό (υπόθεση), θα είναι: ΔΕ.ΖΒ=ΕΖ.ΒΔ ή  
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Επίσης, επειδή και το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι αρμονικό (υπόθεση), θα είναι: 
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Από τις σχέσεις (6), (7) 
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Η τελευταία σχέση, σύμφωνα με το αντίστροφο της παραπάνω  Βοηθητικής Πρότασης 7 (Ε′ Μέρος),σημαίνει ότι είναι: Α2=ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ.
Παρατηρήσεις. .

(α). Μία άλλη διατύπωση του Λήμματος 51, είναι:

«Δύο κυρτά εγγεγραμμένα σε κύκλο τετράπλευρα, τα οποία έχουν μία διαγώνιό τους κοινή και είναι ομολογικά σε δύο ομολογίες που τα δύο κέντρα ομολογίας τους ανήκουν στην κοινή διαγώνιό τους, είναι αρμονικά και αντίστροφα».

(β). Το παραπάνω Λήμμα 51 αποδείχθηκε πολύτιμο για την απόδειξη Προτάσεων και ιδιαίτερα για Προτάσεις που αφορούν Αρμονικά Εξάπλευρα.

Πόρισμα.
Κάθε Απλή Ομοκυκλική Αρμονική Ενέλιξη των δύο ζευγών συζυγών σημείων Α, Γ και Ζ, Δ, με διπλά σημεία τα Β, Ε, έχει συνευθειακά τα σημεία Β, Ε, με τις τομές ΑΔ∩ΓΖ≡Κ, ΑΖ∩ΓΔ≡Α2, και αντίστροφα.
Απόδειξη.
Επειδή το Πόρισμα αυτό αποτελεί προφανώς απλά μία άλλη διατύπωση της Πρότασης 51, η απόδειξή του γίνεται όπως ακριβώς η παραπάνω απόδειξη της Πρότασης 51, με τη διαφορά ότι το ευθύ της μιας αντιστοιχεί με το αντίστροφο της άλλης.

9.13. Καθορισμός Σημείου Ομοκυκλικής Αρμονικής Ενέλιξης δύο Ζευγών Συζυγών Σημείων.

Επέκταση της Κατασκευής 20 (§ 6.14) από ευθεία και σε κύκλο.
[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(24) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica, με το συνημμένο μας 154 (Σχήμα 50)].

Κατασκευή 52 (Σχήμα 42).

Σε κύκλο (ο) δίνεται η διατεταγμένη τετράδα σταθερών σημείων Α, Δ, E, Β. Στον ίδιο κύκλο (ο), να καθορισθεί σημείο Γ για το οποίο να είναι: 
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ή με άλλη διατύπωση:

Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΔΕΒ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο). Στον ίδιο κύκλο (ο), να ορισθεί σημείο Γ, για το οποίο αληθεύει η παραπάνω σχέση.

Λύσεις.

1ος  Τρόπος (Με πόλους και οι πολικές).
(α). Ανάλυση. 
Έστω, ότι το ζητούμενο σημείο καθορίσθηκε και είναι το Γ, για το οποίο αληθεύει η σχέση (1). Αν Γ′ είναι σημείο του κύκλου (ο), το οποίο με το Γ, χωρίζει αρμονικά το ζεύγος των σημείων Α, Β ή Δ, Ε, τότε, σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτηρίου 38 (§ 8.75), το ζεύγος των σημείων Γ, Γ′ θα χωρίζει αρμονικά και τα δύο ζεύγη σημείων Α, Β και Δ, Ε, ή ότι αυτά βρίσκονται σε Απλή Ομοκυκλική Αρμονική Ενέλιξη, ή ότι τα τετράπλευρα ΑΓΒΓ' και ΔΓ' ΕΓ είναι αρμονικά. Τούτο σημαίνει ότι οι διαγώνιες ΑΒ, ΔΕ και των δύο παραπάνω αρμονικών τετράπλευρων είναι συζυγείς με την ΓΓ'.

 Επομένως, οι ΑΒ, ΔΕ θα περνούν από τον πόλο Ν της ΓΓ'. Άρα, η τομή των ΑΒ, ΔΕ θα συμπίπτει με τον πόλο Ν της ΓΓ', ή ότι Ν≡ΑΒ∩ΔΕ. Δηλαδή το Ν έχει πολική την ΓΓ'.

Αλλά, ο πόλος Ν≡ΑΒ∩ΔΕ, σύμφωνα με το σχήμα 42, έχει πολική την ΚΛ (όπου Κ≡ΑΕ∩ΒΔ, Λ≡ΑΔ∩ΒΕ). 

Έτσι, αφού οι ευθείες ΓΓ' και ΚΛ, έχουν κοινό πόλο το σημείο Ν, θα συμπίπτουν και άρα τα σημεία Γ, Κ, Γ', Λ, είναι συνευθειακά. Επομένως, επειδή τα Κ, Λ είναι σταθερά και οι τομές της ευθείας ΚΛ με τον κύκλο (ο), ορίζονται εύκολα, οπότε οδηγούμαστε, στην παρακάτω απλή κατασκευή.

(β). Κατασκευή.
Ορίζουμε τις σταθερές τομές Κ, Λ. Αν η ΚΛ τέμνει τον κύκλο (ο) γενικά σε σημείο Γ, Γ′, λέμε ότι το Γ ή το Γ′ είναι το ζητούμενο σημείο. 

(γ). Απόδειξη.  

Επειδή η ΓΚΓ'Λ είναι η πολιτική της τομής Ν≡ΑΒ∩ΔΕ και οι διαγώνιες ΑΒ, ΔΕ των τετράπλευρων ΑΓΒΓ', ΔΓ'ΕΓ περνούν από τον πόλο Ν της κοινής διαγώνιού τους ΓΓ', οι ΑΒ και ΔΕ θα είναι συζυγείς με την ΓΓ'. Άρα τα τετράπλευρα αυτά θα είναι αρμονικά, ή ότι τα Γ, Γ' χωρίζουν αρμονικά και τα δύο ζεύγη σημείων Α, Β και Δ, Ε, ή ότι αυτά βρίσκονται σε Απλή Ομοκυκλική Αρμονική Ενέλιξη,. 

Έτσι, σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 38 (§ 8.75), θα αληθεύει η σχέση (1).

2Ος Τρόπος(Αναλυτικός).
(α). Ανάλυση. 

Έστω, ότι το ζητούμενο σημείο καθορίσθηκε και είναι το Γ, για το οποίο αληθεύει η σχέση (1). Αν Γ′ είναι σημείο του κύκλου (ο), το οποίο με το Γ, χωρίζουν
αρμονικά το ζεύγος των σημείων Α, Β ή Δ, Ε, τότε, σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτηρίου 38 (§ 8.75), το ζεύγος των σημείων Γ, Γ′ θα χωρίζει αρμονικά και τα δύο ζεύγη σημείων Α, Β και Δ, Ε, ή ότι αυτά βρίσκονται σε Απλή Ομοκυκλική Αρμονική Ενέλιξη, ή ότι τα τετράπλευρα ΑΓΒΓ' και ΔΓ' ΕΓ είναι αρμονικά. Τούτο, σύμφωνα με το αντίστροφο της Βοηθητικής Πρότασης 51 (§ 9.12), σημαίνει ότι τα σημεία Γ, Γ′, Κ≡ΑΕ∩ΒΔ, Λ≡ΑΔ∩ΒΕ), είναι συνευθειακά. 

Αλλά τα Κ, Λ είναι σημεία σταθερά. Άρα και η τομές ΚΛ∩(ο)≡Γ και Γ′ είναι σημεία σταθερά. Μετά τα παραπάνω οδηγούμαστε στην παρακάτω απλούστατη κατασκευή. 

(β). Κατασκευή.
Ορίζουμε τις σταθερές τομές Κ, Λ. Αν ΚΛ τέμνει τον κύκλο (ο) γενικά σε σημεία Γ, Γ′ λέμε ότι το Γ ή το Γ′ είναι το ζητούμενο σημείο. 

(γ). Απόδειξη.  

Σύμφωνα με το ευθύ της Βοηθητικής Πρότασης 51 (§ 9.12), επειδή τα Γ, Κ, Γ', Λ, είναι συνευθειακά, τα τετράπλευρα ΑΓΒΓ', ΔΓ'ΕΓ θα είναι αρμονικά, ή ότι τα Γ, Γ' θα χωρίζουν αρμονικά τα ζεύγη των σημείων Α, Β και Δ, Ε, ή ότι αυτά βρίσκονται σε Απλή Ομοκυκλική Αρμονική Ενέλιξη, οπότε σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 38, θα αληθεύει η σχέση (1).

(δ). Διερεύνηση. 

Επειδή οι τομές Κ, Λ, Γ, Γ′ υπάρχουν πάντοτε, το πρόβλημα θα έχει πάντοτε λύση. 

Παρατηρήσεις.
(α). Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και το Γ' αποτελεί λύση του Προβλήμα
τος 52. Δηλαδή και για το Γ' είναι 
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καθώς είναι 
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 (αφού το τετράπλευρο ΑΓΒΓ’ είναι αρμονικό).

(β). Όμοια βρίσκουμε ότι για το Γ' αληθεύει και η σχέση 
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(γ). Η Κατασκευή αυτή, πιστεύω ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.
(δ). Η Κατασκευή 52, αποτελεί προφανώς επέκταση της Κατασκευής 20 (§ 6.14), από ευθεία και σε κύκλο.

(ε). Σχετικές είναι και οι Κατασκευές 20, 21, 38, 53.

9.14. Καθορισμός Σημείων Ομοκυκλικής Αρμονικής Ενέλιξης δύο Ζευγών Συζυγών Σημείων.

Επέκταση της Κατασκευής 21 (§ 6.15) από ευθεία και σε κύκλο.
[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(55) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica, με το συνημμένο μας 155 (Σχήμα 50)].

Κατασκευή 53 (Σχήμα 42).
Δίνεται κύκλος (ο) και τα διατεταγμένα σημεία του Α, Δ, Ε, Β. Στον ίδιο κύκλο (ο), να καθορισθεί τετράδα σημείων Γ, Γ', Ζ, Ζ', για τα σημεία της οποίας να είναι:
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             (2').
ή με άλλη διατύπωση:
Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΔΕΒ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο). Στον ίδιο κύκλο (ο), να καθορισθεί τετράδα σημείων Γ, Γ', Ζ, Ζ', για τα σημεία της οποίας να αληθεύουν οι παραπάνω τέσσερις σχέσεις. 
Λύση.  
Είναι φανερό ότι τα σημεία Γ, Γ', ορίζονται, όπως ακριβώς στην Κατασκευή 52 (§ 9.13) [και παρατηρήσεις (α) και (β) της Κατασκευής 52].

Για την Κατασκευή των σημείων Ζ, Ζ' εργαζόμαστε ως εξής, βασιζόμενοι και στην Κατασκευή 52:

Ορίζουμε τις τομές Κ≡ΑΕ∩ΒΔ, Ν≡ΑΒ∩ΔΕ.  
Αν η ΚΝ τέμνει τον κύκλο (ο) γενικά σε σημεία Ζ, Ζ', τότε λέμε ότι τα σημεία Ζ, Ζ' είναι τα ζητούμενα σημεία. 

Τούτο αποδεικνύεται όπως ακριβώς και στην Πρόταση 52, με δύο τρόπους.

Παρατηρήσεις.
(α). Η Κατασκευή αυτή πιστεύω ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.
(β). Η Κατασκευή 53, αποτελεί προφανώς επέκταση της Κατασκευής 21 (§ 6.15), από ευθεία και σε κύκλο, αλλά επέκταση και της Κατασκευής 52.
(γ). Εύκολα αποδεικνύουμε ότι το τετράπλευρο ΓΖΓ'Ζ' είναι αρμονικό.

(δ). Η Κατασκευή 53 βρίσκει μία σπουδαία εφαρμογή για την απόδειξη σημαντικής ιδιότητας των Αρμονικών Οκτάπλευρων.

(ε). Από τις (1), (1′), (2), (2′), με κατάλληλη επιλογή των μελών τους και στη συνέχεια με πολλαπλασιασμό τούτων, όπως και μετά τις σχετικές απλοποιήσεις, παίρνουμε:
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(Προφανώς το πρώτο μέλος της σχέσεως αυτής, αφορά το κυρτό οκτάπλευρο ΑΖΔΓ′ΕΖ′ΒΓ, ενώ το δεύτερο μέλος αφορά το αστεροειδές οκτάπλευρο ΑΖ′ΔΓΕΖΒΓ′Α.
(στ). Σχετικές είναι και οι Κατασκευές 20, 21, 47, 52.

9.15. Καθορισμός Σημείου Ομοκυκλικής Αρμονικής Ενέλιξης δύο Ζευγών Συζυγών Σημείων.

[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(27) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica, με το συνημμένο μας 122 (Σχήμα 36)].

Κατασκευή 54 (Σχήμα 43).

Στον περιγεγραμμένο κύκλο (ο), τριγώνου Γ′ΑΒ, δίνεται σημείο Ε. Να αποδειχθεί ότι στον ίδιο κύκλο (ο), υπάρχει σημείο Δ, τέτοιο ώστε, η κορυφή Γ′ και οι τομές Κ ≡ ΑΔ∩ΒΕ, Λ  ≡ ΑΕ∩ΒΔ, να είναι σημεία συνευθειακά.

Λύση.   

(α). Ανάλυση.
Αν Δ είναι το ζητούμενο σημείο η Γ′ΚΛ θα είναι ευθεία και αν η Γ′ΚΛ επανατέμνει τον κύκλο (ο) στο Γ, τότε σύμφωνα με την Πρόταση 51 (§ 9.12) (ευθύ), τα τετράπλευρα ΑΓΒΓ′ και ΕΓΔΓ′, θα είναι Αρμονικά, δηλαδή τα ζεύγη των σημείων Α, Β και Δ, Ε, θα χωρίζουν αρμονικά το ζεύγος των σημείων Γ, Γ′, (δηλαδή εδώ θα έχουμε Απλή Ομοκυκλική Αρμονική Ενέλιξη), ή ότι οι ΑΒ, ΔΕ θα συντρέχουν στον πόλο Ν της ΓΓ′.

Αλλά ο πόλος Ν της ΓΓ′ είναι δυνατό να ορισθεί ως τομή της ΑΒ και της εφαπτόμενης στον κύκλο (ο) στο Γ′, που μας έχουν δοθεί, οπότε μετά το Ν, εύκολα ορίζεται και το Δ. Έτσι οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.
Ορίζουμε την τομή Ν της ΑΒ και της εφαπτόμενης στον κύκλο (ο) στο Γ′, και στη συνέχεια ορίζουμε την τομή Δ της ΕΝ με τον κύκλο (ο). Λέμε ότι το Δ είναι το ζητούμενο σημείο.

 (γ). Απόδειξη.  

Από το Ν, φέρουμε και την δεύτερη εφαπτόμενη ΝΓ, προς τον κύκλο (ο). 

Επειδή οι ΑΒ κα ΔΕ περνούν από τον πόλο Ν της ΓΓ′, οι ΑΒ και ΔΕ είναι συζυγείς με την ΓΓ′, ή τα τετράπλευρα ΑΓΒΓ′ και ΕΓΔΓ′ είναι αρμονικά, οπότε σύμφωνα με το αντίστροφο της Πρότασης 51, τα σημεία Γ′, Κ, Γ, Λ, είναι συνευθειακά, οπότε πραγματικά το Δ αποτελεί το ζητούμενο σημείο.

Παρατηρήσεις.ε

(α). Η παραπάνω Κατασκευή 54, πιστεύουμε ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.

(β). Δύο ακόμη αποδείξεις της Κατασκευής 54, δίνομε στο Β′ Μέρος του βιβλίου αυτού.

(γ). Με τον ίδιο τρόπο εργαζόμαστε και στην περίπτωση που μας δίνεται το τρίγωνο ΓΑΒ, ή το τρίγωνο Γ′ΔΕ, ή το τρίγωνο ΓΔΕ.

(δ). Σχετική είναι και η Κατασκευή 45.
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