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Θέµα Α

Α.1 ΄Αν z1, z2 ∈ C να αποδειχθεί ότι :

|z1 · z2| = |z1| · |z2|

Μονάδες 9

Α.2 Τι ονοµάζεται µέτρο του µιγαδικού z = x+ yi µε x, y ∈ R;

Μονάδες 3

Α.3 Ποιες είναι οι δυνατές τιµές των δυνάµεων του i ;

Μονάδες 3

Α.4 Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό
σας τη λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στον αριθµό που αντιστοιχεί στη κάθε
πρόταση.

1. Για κάθε z ∈ C ισχύει ότι (z − z) · i ∈ R.

2. Για κάθε z, w ∈ C ισχύει η ισοδυναµία: |z|+ |w| = 0⇔ z = w = 0.

3. Για κάθε z ∈ C∗ ισχύει ότι =m(z + z) 6= 0.

4. Αν η εικόνα του z = α + βi, α, β ∈ R είναι σηµείο της ευθείας ε : y =
2x+ 8, τότε =m(z) = 2α + 8.

5. Ισχύει |z − w|2 = z2 − 2zw + w2.
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Μονάδες 10

Θέµα Β

∆ίνεται η εξίσωση:

(w + w)(3− 2i) + (w − w)(5− i) = 8 + 6i.

Β.1 ∆είξτε ότι w = 1 + i.

Μονάδες 6

Β.2 Αν z1 =
(
w√
2

)50

και για τους µιγαδικούς z ισχύει ότι

|z − z1| = |z − |z1||

τότε

i. Βρείτε το <e(z1) και το =m(z1).

Μονάδες 5

ii. ∆είξτε ότι <e(z) = =m(z).

Μονάδες 5

iii. Για z 6= 0 ϐρείτε τη τιµή της παράστασης

A =
z

z
+
z

z
.

Μονάδες 5

Β.3 Αν u = w + 2i δείξτε ότι ο k = u2014 + u2014 ∈ R.

Μονάδες 4

Θέµα Γ

Θεωρούµε τους z, w ∈ C για τους οποίους ισχύουν :

• <e
(

1

z − 1

)
=

1

2
(1)
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• |2w − 6i|+ |w + 3i| = |1 +
√
2i|2(2)

Γ.1 Βρείτε τους γεωµετρικούς τόπους των εικόνων των µιγαδικών z, w.

Μονάδες 8

Γ.2 Αν z1, z2 δύο µιγαδικοί που ικανοποιούν την (1) να δείξετε ότι

|z1 + z2 − 4| ≤ 2.

Μονάδες 5

Γ.3 Από τους µιγαδικούς αριθµούς z της σχέσης (1), να ϐρεθούν εκείνοι για
τους οποίους ισχύει |z| =

√
5.

Μονάδες 5

Γ.4 Αν w1, w2 ∈ C δύο µιγαδικοί που ικανοποιούν την (2) µε |w1−w2| =
√
2

δείξτε ότι |w1 + w2| ≤
√
62 και έπειτα ϐρείτε τη µέγιστη τιµή του µέτρου

|z − w|.

Μονάδες 7

Θέµα ∆

∆.1 Να λυθεί η εξίσωση z2 − 6z + 18 = 0 και να παραγοντοποιηθεί.

Μονάδες 2

∆.2 ∆ίνονται οι µιγαδικοί z, w ∈ C µε

• |z2 − 6z + 18| − 2|z − 3 + 3i| = 2− |z − 3 + 3i|

• |2w − 6− 6i| = 2

i. Να αποδείξετε οτι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z είναι
ο κύκλος µε κέντρο Κ(3,3) και ακτίνα 2 και στη συνέχεια να ϐρείτε την
µέγιστη και την ελάχιστη τιµή του <e(z).

Μονάδες 6

ii. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών w.

Μονάδες 5
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∆.3 Για τους παραπάνω µιγαδικούς z, w δείξτε ότι 1 ≤ |z − w| ≤ 3 και
|z + w| ≤ 6

√
2 + 3.

Μονάδες 6

∆.4 Αν z1, z2 ∈ C δύο από τους παραπάνω µιγαδικούς z δείξτε ότι ο αριθµός

u = (z1 − z2)
(

4

z1 − 3− 3i
− 4

z2 − 3− 3i

)
∈ R

και ότι 0 ≤ u ≤ 16.

Μονάδες 6

Παρατηρήσεις

• Προσέξτε ιδιαίτερα τη διαχείρηση χρόνου.

• <e(z)=πραγµατικό µέρος του µιγαδικού z και =m(z)=φανταστικό µέ-
ϱος του µιγαδικού z .

• ∆ιάρκεια 3 ώρες.

Καλή ∆ιασκέδαση!
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