(Συνημμένο 253α. Συνέχεια από το συνημμένο 253)
7.22. Κατασκευή Δύσκολη (Για δεινούς Γεωμέτρες).

Πρόκειται για Σημαντική Πρωτοεμφανιζόμενη Κατασκευή 11(15) (βελτιωμένη) , της οποίας η λύση είναι δύσκολη και την οποία έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica. gr με το συνημμένο μας 132 (Σχήμα 43).

Κατασκευή 32α (Σχήμα 43β).

Δίνεται, σε ευθεία (ε), Αρμονική Τετράδα Σημείων Α, Β, Γ, Δ, για την οποία τα ζεύγη των σημείων Α, Β και Γ, Δ, βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά σημεία τα Ε, Ε′, ενώ τα ζεύγη των σημείων Α, Δ και Β, Γ, βρίσκονται επίσης σε Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά σημεία τα Ζ, Ζ′, 

ή με άλλη με παλαιότερη διατύπωση: 

Δίνεται, σε ευθεία (ε),αρμονική τετράδα σημείων Α, Β, Γ, Δ. Αν το ζεύγος των σημείων Ε, Ε′ τέμνει αρμονικά τα τμήματα ΑΒ και ΓΔ, το ζεύγος των σημείων Ζ, Ζ' τέμνει αρμονικά τα τμήματα ΑΔ και ΒΓ 

και αν Λ, Ν, Μ, Μ1 είναι τα μέσα των τμημάτων ΑΓ, ΒΔ, ΕΕ', ΖΖ' αντίστοιχα, να βρεθεί ζεύγος σημείων Κ, Κ', από τα οποία:

(α). Τα έξι τμήματα  ΑΓ, ΒΔ, ΕΕ', ΖΖ', ΛΝ, ΜΜ1, να φαίνονται με ορθές γωνίες (Τα Κ, Κ' ονομάζουμε ορθοοπτικά σημεία).

(β). Τα εννέα τμήματα  Ζ'Ε, ΕΖ, ΖΕ', ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΛΜ1, ΛΜ, ΜΝ,  να φαίνονται με γωνίες ω=45 μοιρών.

(γ). Τα επτά τμήματα  Ζ'Α, ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ, ΓΕ', Ε'Δ,  να φαίνονται με γωνία φ=
[image: image163.emf](å)
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Ó÷Þìá 43â.
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Σχήμα 43β.

μέγεθος ΓΚΔ = 45°

μέγεθος ΒΚΓ = 45°

μέγεθος ΑΚΒ = 45°

μέγεθος ΖΚΕ' = 45°

μέγεθος ΕΚΖ = 45°

μέγεθος Ζ'ΚΕ = 45°

μέγεθος ΜΚΝ = 45°

μέγεθος ΛΚΜ = 45°

μέγεθος Μ

1

ΚΛ = 45°

ορθής.

Ακόμη, να αποδειχθεί ότι και οι δύο τετράδες σημείων Ζ′, Ε, Ζ, Ε′, και Μ1, Λ, Μ, Ν, είναι αρμονικές.

Λύσεις  . 
1ος Τρόπος.
(α). Ανάλυση.
Επειδή εδώ πρόκειται για συνευθειακή σημειοσειρά, για τη λύση του Προβλήματος αυτού, θα εφαρμόσουμε τη νέα Μέθοδο των Συμμετρικών 
[image: image1.wmf]4

1

Κεντρικών Δεσμών με έξοδο από την ευθεία σε επίπεδό της. 

(β). Κατασκευή.
Για την επίτευξη τούτου, γράφουμε τους κύκλους διαμέτρων ΑΓ, ΒΔ, που τέμνονται στα συμμετρικά σημεία Κ, Κ′, ως προς την ευθεία (ε). Λέμε ότι αυτά είναι τα ζητούμενα.
(γ). Απόδειξη.  

Θα αποδείξουμε αρχικά, ότι από τα Κ, Κ′ τα τμήματα ΑΓ, ΒΔ, ΕΕ′, ΖΖ′, φαίνονται με ορθές γωνίες (Ορθοοπτικά Σημεία).

Είναι φανερό ότι τα ΑΓ, ΒΔ, φαίνονται με ορές γωνίες, από τα Κ, Κ′. Θα αποδείξουμε ότι και τα τμήματα ΕΕ′, ΖΖ′, φαίνονται από τα Κ, Κ′ με ορθές γωνίες.

Πραγματικά, επειδή η τετράδα σημείων Α, Β, Γ, Δ, από την υπόθεση, είναι αρμονική και η γωνία ΒΚΔ είναι ορθή, ο κύκλος διαμέτρου ΒΔ περνά από τα Κ, Κ′ και είναι Απολλώνιος για το τρίγωνο ΚΑΓ. Άρα, στο τρίγωνο ΚΑΓ η ΚΒ θα είναι εσωτερική διχοτόμος της ορθής γωνίας ΑΚΓ και η ΚΔ εξωτερική, της ίδιας γωνίας.

Επομένως, αν Α′ είναι σημείο στην προέκταση της ΚΑ προς 
το Κ, τότε  θα είναι: 
[image: image2.wmf]∠

ΑΚΒ =
[image: image3.wmf]∠

ΒΚΓ =
[image: image4.wmf]∠

ΓΚΔ =
[image: image5.wmf]∠

ΔΚΑ′ =ω=450.                          (1).
Έτσι, αφού
[image: image6.wmf]∠

ΑΚΒ=
[image: image7.wmf]∠

ΓΚΔ=ω= 450, η δέσμη Κ(ΑΒΓΔ) θα είναι συμμετρική ως προς την διχοτόμο της γωνίας 
[image: image8.wmf]∠

ΑΚΔ, αλλά και της γωνίας ΒΚΓ και επειδή τα Ζ, Ζ′ χωρίζουν αρμονικά τα Α, Δ και Β, Γ, τα Κ, Κ′, σύμφωνα με το γτ 1 (§ 3.92), θα είναι σημεία του κύκλου διαμέτρου ΖΖ′, ή ο κύκλος διαμέτρου ΖΖ′ περνά από τα Κ, Κ′, ή το ΖΖ′ από τα Κ, Κ′ φαίνεται με ορθές γωνίες.

Ακόμη, επειδή πχ στο τρίγωνο ΒΚΓ η τετράδα Β, Γ, Ζ, Ζ′ είναι αρμονική και 
[image: image9.wmf]∠

ΖΚΖ′=1L, ο κύκλος διαμέτρου ΖΖ′ είναι Απολλώνιος, η ΚΖ είναι εσωτερική και η ΚΖ′ εξωτερική διχοτόμος της γωνίας ΒΚΓ, άρα και της γωνίας ΑΚΔ, οπότε

                                     
[image: image10.wmf]∠

ΒΚΖ=
[image: image11.wmf]∠

ΖΚΓ=
[image: image12.wmf]∠

ΒΚΓ/2=φ=450/2=22,50.                          (2)

Επίσης, αν Δ′ είναι σημείο της προέκτασης της ΚΔ προς το Κ, τότε εύκολα βρίσκουμε ότι και  
[image: image13.wmf]∠

Δ′ΚΑ=
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ΓΚΔ=
[image: image15.wmf]∠

ΒΚΓ=ω=450, ή 
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Δ′ΚΑ=
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ΓΚΒ. Δηλαδή η δέσμη Κ(ΑΒΓΔ) θα είναι συμμετρική ως προς την διχοτόμο της γωνίας 
[image: image18.wmf]∠

ΑΚΒ, άρα και 
[image: image19.wmf]∠

ΓΚΔ και επειδή τα Ε, Ε′ χωρίζουν αρμονικά τα Α, Β και Γ, Δ,  τα Κ, Κ′, σύμφωνα με το γτ 1 (§ 3.92), θα είναι σημεία του κύκλου διαμέτρου ΕΕ′, ή η ΕΕ′ από τα Κ, Κ′ φαίνεται με ορθές γωνίες.

Απομένει να δείξουμε ότι και οι κύκλοι διαμέτρων ΛΝ, ΜΜ1, περνούν από τα Κ, Κ', ότι και τα τμήματα ΛΝ, ΜΜ1, από τα Κ, Κ' φαίνονται με ορθές γωνίες και βεβαίως όλα τα υπόλοιπα ζητούμενα των παραγράφων (β), (γ), όπως και το τελευταίο ζητούμενο. 

 Επειδή η τετράδα σημείων Α, Β, Γ, Δ είναι αρμονική πχ ο κύκλος διαμέτρου ΔΒ και κέντρου Ν
[image: image20.wmf]∈

ΒΔ, που περνά από τα Κ, Κ', τέμνει ορθογώνια τον κύκλο διαμέτρου ΑΓ κέντρου Λ, που και αυτός περνά από τα Κ, Κ'. Δηλαδή στις τομές Κ, Κ' των κύκλων Λ, Ν τα ζεύγη των ακτινών ΛΚ, ΝΚ και ΛΚ', ΝΚ' τέμνονται  κάθετα κατά ζεύγη, ή ότι 
[image: image21.wmf]∠

ΛΚΝ=
[image: image22.wmf]∠

ΛΚ'Ν=1L. Άρα και ο κύκλος διαμέτρου ΛΝ περνά από τα Κ, Κ' και από αυτά το τμήμα ΛΝ φαίνεται με ορθές γωνίες.

Εξάλλου, επειδή πχ στο τρίγωνο ΑΚΒ η τετράδα Α, Ε, Β, Ε′ δίνεται ότι είναι αρμονική και 
[image: image23.wmf]∠

ΕΚΕ′=1L, ο κύκλος διαμέτρου ΕΕ′ είναι Απολλώνιος, οπότε η ΚΕ είναι εσωτερική και η ΚΕ′ εξωτερική διχοτόμος της γωνίας ΑΚΒ, αλλά και της γωνίας ΓΚΔ, οπότε:   
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ΑΚΕ=
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ΕΚΒ=
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ΑΚΒ/2=φ=450/2=22,50,                  (3).

και ότι                          
[image: image27.wmf]∠

ΓΚΕ′=
[image: image28.wmf]∠

Ε′ΚΔ=
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ΓΚΔ/2= φ=450/2=22,50.                        (4).
Από τα παραπάνω, εύκολα προκύπτει ότι και     
[image: image30.wmf]∠

Ζ′ΚΑ:=φ= 22,50.    
Άρα   
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Ζ′ΚΑ=
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ΑΚΕ=
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ΕΚΒ =
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ΒΚΖ=
[image: image35.wmf]∠

ΖΚΓ=
[image: image36.wmf]∠

ΓΚΕ′ =
[image: image37.wmf]∠

Ε′ΚΔ=φ=22.50.          (5).

Συνεπώς αληθεύουν όλα τα ζητούμενα της παραγράφου (γ).

Έτσι, από την (5) 
[image: image38.wmf]⇒
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ΕΚΒ +
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ΒΚΖ=
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ΖΚΓ+
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ΓΚΕ′ =2φ=450
[image: image43.wmf]⇒
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ΕΚΖ =
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ΖΚΕ′ =2φ=450. Δηλαδή η ΚΖ είναι διχοτόμος της γωνίας ΕΚΕ′ και επειδή 
[image: image46.wmf]∠

ΖΚΖ′=1L και η τετράδα Ε′, Ζ, Ε, Ζ′ είναι αρμονική.

Ακόμη επειδή 
[image: image47.wmf]∠

ΖΚΖ′=1L και 
[image: image48.wmf]∠

ΕΚΖ=ω=450 
[image: image49.wmf]⇒


[image: image50.wmf]∠

ΕΚΖ′=ω=450.

Επίσης, επειδή η τετράδα σημείων Ζ', Ε, Ζ, Ε' είναι αρμονική, πχ ο κύκλος διαμέτρου ΕΕ' και κέντρου Μ
[image: image51.wmf]∈

ΕΕ' , που περνά από τα Κ, Κ', θα τέμνει ορθογώνια τον κύκλο διαμέτρου ΖΖ' και κέντρου Μ1, που και αυτός περνά από τα Κ, Κ'. Δηλαδή στις τομές έστω Κ, Κ' των κύκλων Μ, Μ1, ή διαμέτρων ΕΕ', ΖΖ', τα ζεύγη των ακτινών ΚΜ, ΚΜ1 και Κ'Μ, Κ'Μ1, θα τέμνονται κάθετα κατά ζεύγη, ή ότι 
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ΜΚΜ1=
[image: image53.wmf]∠

ΜΚ'Μ1=1L. 

Άρα, και ο κύκλος διαμέτρου ΜΜ1, περνά από τα Κ, Κ', και ότι το τμήμα ΜΜ1, από τα Κ, Κ'  φαίνεται με ορθή γωνία. 

Συνεπώς, όλα τα τμήματα ΑΓ, ΒΔ, ΕΕ', ΖΖ', ΛΝ, ΜΜ1 φαίνονται από τα Κ, Κ' με ορθές γωνίες. Δηλαδή αποδείξαμε ότι αληθεύουν όλα τα ζητούμενα της παραγράφου (α).
Μετά τα παραπάνω, απομένει να αποδειχθεί ότι τα τμήματα ΛΜ1, ΛΜ, ΜΝ φαίνονται από τα Κ, Κ′, με γωνίες 450 και ότι η τετράδα Μ1, Λ, Μ, Ν, είναι αρμονική.

Πραγματικά, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΚΕΕ' η ΚΖ είναι διχοτόμος, η ΚΜ είναι διάμεσος και αν η ΚΠ είναι το ύψος του, τότε, όπως γνωρίζουμε και εύκολα αποδεικνύουμε η ΚΠ είναι συμμετροδιάμεσός του και άρα 
[image: image54.wmf]∠

ΠΚΖ=
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ΖΚΜ.

Ακόμη, επειδή 
[image: image56.wmf]∠

ΒΚΖ=
[image: image57.wmf]∠

ΖΚΓ, θα είναι. 
[image: image58.wmf]∠

ΒΚΠ=
[image: image59.wmf]∠

ΜΚΓ.                                 (6).

 Εξάλλου, επειδή το τρίγωνο ΒΚΔ είναι ορθογώνιο και η ΚΝ διάμεσός του και 

ΚΠ το ύψος του, θα είναι 
[image: image60.wmf]∠

ΒΚΠ=
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ΠΔΚ=
[image: image62.wmf]∠

ΔΚΝ.                                           (7).

Αλλά οι γωνίες ΛΚΝ, ΒΚΔ, είναι ορθές, οπότε  
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ΛΚΒ=
[image: image64.wmf]∠

ΝΚΔ.                    (8).

Έτσι, από τις. (6), (7), (8) 
[image: image65.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image66.wmf]∠

ΠΚΒ=
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ΒΚΛ=
[image: image68.wmf]∠

ΔΚΝ=
[image: image69.wmf]∠

ΜΚΓ.                           (9).

Ακόμη, επειδή όπως είδαμε είναι:
 
[image: image70.wmf]∠

ΕΚΒ=
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ΒΚΖ=
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ΖΚΓ=
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Ε'ΚΔ=1/4L,                                                               (10).

θα είναι και: 
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ΕΚΒ-
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ΛΚΒ=
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ΒΚΖ-
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ΒΚΠ=
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ΖΚΓ-
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ΜΚΓ=
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Ε'ΚΔ-
[image: image81.wmf]∠

ΝΚΔ
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ΕΚΛ=
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ΠΚΖ=
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ΖΚΜ=
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Ε'ΚΝ.                                                                         (11).

Επίσης επειδή 
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Ζ'ΚΜ=
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Μ1ΚΜ=1L, θα είναι: 
[image: image89.wmf]∠

Ζ'ΚΖ1 =
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ΖΚΜ, οπότε η (11) γίνεται: 
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ΕΚΛ=
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ΠΚΖ=
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ΖΚΜ=
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Ε'ΚΝ=
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Ζ'ΚΜ1.                                            (12).

Επομένως, από τις σχέσεις (9), (11) και επειδή 
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ΓΚΕ'=
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ΒΚΖ=1/4L, θα είναι: 
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ΜΚΝ=
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ΜΚΓ+
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ΓΚΕ'+
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Ε'ΚΝ=
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ΛΚΒ+
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ΒΚΖ+
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ΖΚΜ=
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ΛΚΜ ή 
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ΜΚΝ=
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ΛΚΜ. Δηλαδή η ΚΜ είναι διχοτόμος της γωνίας ΛΚΝ και επειδή 
[image: image108.wmf]∠

Μ1ΚΜ=1L, ο κύκλος διαμέτρου ΜΜ1  είναι Απολλώνιος για το τρίγωνο ΛΚΝ, οπότε τα Μ, Μ1 είναι ΣΑ των Λ, Ν, ή ότι τα Μ, Μ1 τέμνουν αρμονικά το τμήμα ΛΝ, ή η τετράδα Μ1, Λ, Μ, Ν, είναι αρμονική.

Επειδή, όπως είδαμε είναι: 
[image: image109.wmf]∠

ΛΚΝ=1L και η ΚΜ είναι διχοτόμος της γωνίας 

ΛΚΝ, θα είναι: ω=
[image: image110.wmf]∠

ΛΚΜ=
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ΜΚΝ=450.

Επίσης, επειδή όπως είδαμε είναι 
[image: image112.wmf]∠

Μ1ΚΜ= 1L και ω=
[image: image113.wmf]∠

ΜΚΛ=450, θα είναι και ω=
[image: image114.wmf]∠

ΛΚΜ1=450.

Επομένως, από τα Κ Κ' και τα τμήματα Μ1Λ, ΛΜ, ΜΝ φαίνονται με γωνίες ω=450. Δηλαδή αποδείχθηκαν ότι αληθεύουν όλα τα ζητούμενα της παραγράφου (β).

Συμπέρασμα.
Επειδή τα σημεία Κ, Κ' ικανοποιούν όλες τις απαιτήσεις του Προβλήματος 32α, είναι τα ζητούμενα. Συνεπώς η ζητούμενη λύση είναι τα σημεία Κ, Κ'.

Παρατηρήσεις..

(α), Υπάρχει τετράδα σημείων Α, Β, Γ, Δ, τέτοια ώστε να επαληθεύει τα δοσμένα της Κατασκευής 32α;  Η απάντηση είναι θετική και μας την δίνει η Κατασκευή 11 (Προφανώς, στα δοσμένα της Κατασκευής 11, από εκείνα της 32α, υπάρχει η διαφορά ότι η τετράδα σημείων Α, Β, Γ, Δ, της 32α, είναι αρμονική.

(β). Πιστεύουμε ότι και η Κατασκευή αυτή είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.

(γ). Όπως φαίνεται στην Πρόταση 63, η οκτάδα σημείων Α, Ε, Β, Ζ, Γ, Ε′, Δ, Ζ′ Ε είναι αρμονική, καθώς η Δέσμη Οκτώ Ακτινών Κ(ΑΕΒΖΓΕ′ΔΖ′Ε), είναι Κανονική 

(§ 12.6). Τούτο μας επιτρέπει ώστε, με βάση την Κατασκευή 32α, να κατασκευάζουμε εύκολα Αρμονικές Οκτάδες (§ 11.1γ), εκτός από τους δύο πρώτους τρόπους της Κατασκευής 63, που ακολουθεί.
(δ). Σχετικές είναι και οι Κατασκευές 32, 63, 68.

2ος  Τρόπος (Του καθηγητού Μαθηματικών κ.Rek).
Aντί Γ, Δ, Λ γράφουμε C, D, L αντιστοίχως. Για ευκολία επιλέγω τον επόμενο τρόπο παρουσίασης: 

Θεωρούμε τα σημεία [image: image115.png]


 κείμενα σε άξονα με αρχή το [image: image116.png]


 και μονάδα το [image: image117.png]


. Συμβολίζουμε τη τετμημένη τους με το αντίστοιχο μικρό γράμμα. 
Προφανώς είναι [image: image118.png]


) και [image: image119.png]


. 
Με δεδομένα τα σημεία [image: image120.png]


 (βλέπε σχήμα), για τα [image: image121.png]


 έχουμε: [image: image122.png]


 και [image: image123.png]


.
Προκύπτει, έτσι, ένα σύστημα ως προς [image: image124.png]e, e,



το οποίο με δεδομένο ότι [image: image125.png]D<e<e’ 0<edle—1)(d—1) < (ed)".c+d—1#0




 έχει λύση το μοναδικό ζεύγος (η λύση δεν θα χρειαστεί, η μοναδικότητα μας ενδιαφέρει τελικά): [image: image126.png]cd—y/ed(c—1)(d—1) cd+y/ed(c—1)(d—1)




.
Για τα [image: image127.png]Z. 72"



 έχουμε: [image: image128.png]


, [image: image129.png]


,
και τώρα επειδή [image: image130.png]


 πρέπει [image: image131.png]0<z<5



 και [image: image132.png]2" < )



, οπότε προκύπτει ως 
λύση το μοναδικό ζεύγος (και πάλι η λύση δεν θα χρειαστεί, η μοναδικότητα μας ενδιαφέρει):
[image: image133.png]Veld—c)(d-1)

ety/e(d—c)(d—1)




.
Τα [image: image134.png]Z. 72"



 διαιρούν και το [image: image135.png]


 αρμονικά, όπως θα δούμε στη συνέχεια.
Μετά από αυτά προχωράμε ως εξής: 
Τα ζητούμενα σημεία είναι οι τομές των κύκλων με διαμέτρους [image: image136.png]


. 
Λόγω συμμετρίας ως προς τον άξονά μας, αναφερόμαστε, εν συνεχεία, μόνο στο [image: image137.png]



Πραγματικά, για αρχή είναι (εύκολο και γνωστό): 
[image: image138.png]50




.
Η εσωτερική και εξωτερική διχοτόμος της γωνίας [image: image139.png]


 του τριγώνου [image: image140.png]


 
τέμνουν τον άξονα σε σημεία τα οποία (εύκολο) διαιρούν τα [image: image141.png]


 αρμονικά, άρα αυτά είναι τα [image: image142.png]


όπως προκύπτει από την μοναδικότητα των [image: image143.png]e, e



. Είναι [image: image144.png]


.
Με πανομοιότυπο σκεπτικό, τα [image: image145.png]Z. 72"



 είναι οι τομές της εσωτερικής και εξωτερικής διχοτόμου της γωνίας [image: image146.png]


 του τριγώνου [image: image147.png]


, (που συμπίπτουν με αυτές της γωνίας [image: image148.png]


 του τριγώνου [image: image149.png]


), με τον άξονα. 
Ακόμα [image: image150.png]FIA — 99 50



.
Μετρώντας γωνίες βλέπουμε ότι οι [image: image151.png]KZ KZ'



είναι εσωτερική και εξωτερική διχοτόμος αντίστοιχα της γωνίας [image: image152.png]LKL



 του τριγώνου [image: image153.png]


, άρα τα [image: image154.png]Z. 72"



 διαιρούν και το [image: image155.png]


 αρμονικά.
 Προς απόδειξη, όσων σχέσεων περιέχουν τα γράμματα [image: image156.png]


, με την πρόταση ότι ο περιγεγραμμένος κύκλος ενός τριγώνου τέμνει ορθογώνια κάθε Aπολλώνειο κύκλο του τριγώνου, προκύπτει απευθείας ότι το [image: image157.png]


 βλέπει τα [image: image158.png]


 υπό ορθές γωνίες, και άμεσα πλέον οι [image: image159.png]


 είναι εσωτερική και εξωτερική διχοτόμος αντίστοιχα της γωνίας [image: image160.png]


 του τριγώνου [image: image161.png]


, και τα πάντα όλα προκύπτουν με απλή επαλήθευση.
Συνημμένα

[image: image162.png]
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