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Πρόταση 5 (Τριάδα Όμοιων Τριγώνων).
4η(178)(α). Κάθε τριάδα όμοιων τριγώνων, έχει ίσα τα έξι γινόμενα, που το καθένα αποτελείται από μη ομόλογες πλευρές τους, λαμβανόμενες ανά τρεις με όλους τους δυνατούς τρόπους και που η καθεμία ανήκει σε διαφορετικό τρίγωνο, από τα τρίγωνα αυτά.

Aπόδειξη [Σχήμα 4η(188)]. 
Δηλαδή, θεωρούμε την τριάδα των όμοιων τριγώνων: Α1Β1Γ1, Α2Β2Γ2, Α3Β3Γ3.
Θέτουμε όπου:  Β1Γ1=α1, Γ1Α1=β1, Α1Β1=γ1, Β2Γ2=α2, …, Α3Β3=γ3.                     (1).
Ζητείται να δειχθεί ότι είναι:  α1β2γ3=α2β3γ1=α3β1γ2=α1β3γ2=α2β1γ3=α3β2γ1.       (2).
Πραγματικά, επειδή τα δοσμένα τρίγωνα είναι  όμοια, θα είναι: 
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Σχήμα 4η(188).


Από τις σχέσεις της (3), παίρνουμε:  α1β2= α2β1, β2γ3= β3γ2, α1γ3= α3γ1.                 (4).
Από τις σχέσεις της (4), με πολλαπλασιασμό κατά μέλη, παίρνουμε:                  
α1β2β2γ3α1γ3= α2β1β3γ2α3γ1
[image: image11.wmf]⇒

 (α1β2γ3)
[image: image12.wmf]2

= α2β3γ1.α3β1γ2.                                        (5).
Ομοίως, από τις (3), παίρνουμε:  α1γ2= α2γ1, α3β2= α2β3,  β1γ3= β3 γ1.                (6).
Από τις σχέσεις της (6), με πολλαπλασιασμό κατά μέλη, παίρνουμε:                  
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α1γ2α3β2β1γ3= α2γ1α2β3β3γ1
[image: image13.wmf]⇒

  (α2β3γ1)2= α1β2γ3.α3β1γ2..                                         (7).
Από τις σχέσεις (5),(7), παίρνουμε:
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 ή              (α1β2γ3)3 = (α2β3γ1)3  ή  α1β2γ3 = α2β3γ1.                                                                   (8).
Άρα, η σχέση (5),  λόγω της (8), γίνεται: (α2β3γ1)2=α2β3γ1. α3β1γ2 ή 
                                               α2β3γ1=α3β1γ2.                                                           (9).

Επομένως, από τις σχέσεις (8),(9), παίρνουμε: α1β2γ3= α2β3γ1=α3β1γ2.           (10).
Ακόμη, από τις σχέσεις της (3), παίρνουμε: :                                                                  α1γ2= α2γ1, β3γ2= β2γ3, α1β3= α3β1.                                                                                                                  (11).
Από τις σχέσεις της (11), με πολλαπλασιασμό κατά μέλη, παίρνουμε:                  

α1γ2β3γ2α1β3= α2γ1β2γ3α3β1
[image: image17.wmf]⇒

 (α1β3γ2)
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= α2β1γ3.α3β2γ1.                                       (12).
Ομοίως, από τις (3), παίρνουμε:  α2β1= α1β2, α2γ3= α3γ2,  β1γ3= β3 γ1. 
[image: image19.wmf]⇒

   α2β1α2 γ3β1γ3= α1β2α3γ2β3γ1
[image: image20.wmf]⇒

  (α2β1γ3)2= α1β3γ2.α3β2γ1..                                                 (13).
Από τις σχέσεις (12),(13), παίρνουμε:  
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         ή         α1β3γ2 = α2β1γ3.                                                                                                       (14).
Έτσι, η σχέση (12),  λόγω της (14), γίνεται:  α1β3γ2=α3β2γ1.                              (15).

Επομένως, από τις σχέσεις (14),(15),συνεπάγεται: α1β3γ2= α2β1γ3=α3β2γ1.       (16).
Τέλος, από τις σχέσεις (3), παίρνουμε πχ ότι:  α1β2 =α2β1 ή α1β2γ3 =α2β1γ3.   (17).
Συνεπώς, από τις σχέσεις (10), (16) και (17), εύκολα βρίσκουμε τη σχέση (2).
Παρατηρήσεις.
(α). Η αξία της Πρότασης 4η(178)(α) είναι μεγάλη, καθώς αυτή βρίσκει πολλές εφαρμογές.
(β). Οι Προτάσεις 4η(180), 4η(180)(α), 6ι(129), 7ι(202), αποτελούν ειδικές περιπτώσεις της Πρότασης 4η(178)(α), του βιβλίου μας «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας».
γ). Η εύρεση των έξη γινομένων της σχέσεως (2) παραπάνω, γίνεται πολύ εύκολα με εφαρμογή του μνημονικού κανόνα, που δίνεται στην παρατήρηση (α) της παραγράφου 4 η(177)(α), του παραπάνω βιβλίου μας.
                                                                                  Νίκος Κυριαζής.
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