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Περίληψη 
Στην εργασία αυτή περιλαµβάνονται έννοιες που δεν έχουν καθοριστεί επακριβώς µε 
αποτέλεσµα τις διαφωνίες µεταξύ των µελών της Μαθηµατικής Κοινότητας και τη 
σύγχυση, πράγµα που µετά την αξιωµατική θεµελίωση όλων των κλάδων των 
Μαθηµατικών θεωρείται ανεπίτρεπτο.  
Θα προσπαθήσουµε εδώ να διευκρινίσουµε τα σηµεία των διαφωνιών και να κάνουµε 
τις προσωπικές µας τοποθετήσεις. 
 
Τα σηµεία που επιλέξαµε είναι  
 

• Το λάθος πρόβληµα 
• Ερωτήµατα τύπου Σωστό - Λάθος 
• Επαλήθευση 
• Αριθµός ριζών εξίσωσης 

 
 
Ένα ανεπίτρεπτο φαινόµενο που πολλές φορές παρατηρήσαµε είναι η διαφωνία µελών 
της Μαθηµατικής Κοινότητας σε θέµατα που όλοι συµφωνούν. Το οξύµωρο της 
διαπίστωσης οφείλεται στον µη ακριβή καθορισµό κάποιων µαθηµατικών εννοιών. 
Μετά την αξιωµατική θεµελίωση όλων των κλάδων των Μαθηµατικών, κάθε διαφωνία 
ή παρανόηση στα µαθηµατικά είναι αδικαιολόγητη. Όπως φαίνεται όµως κάποιες 
έννοιες θεωρήθηκαν αυτονόητες και δεν ορίστηκαν. Και ενώ ο µη ορισµός των εννοιών 
αυτών δηµιούργησε διάφορα προβλήµατα και σύγχυση, ποτέ δεν έγινε προσπάθεια του 
ακριβούς προσδιορισµού τους. 
Θα προσπαθήσουµε εδώ να ορίσουµε κάποιες έννοιες και να “ξεκαθαρίσουµε” τα 
σηµεία διαφωνιών. Η προσπάθεια αυτή οπωσδήποτε θα συναντήσει τις αντιδράσεις και 
τις διαφωνίες συναδέλφων, όµως σκοπός της εισήγησης αυτής είναι να θέσει τα 
ερωτήµατα και να κάνει τις πρώτες τοποθετήσεις. Σκοπός της είναι κάποτε να 
συµφωνήσουµε στα αναφερόµενα θέµατα ώστε να µη δηµιουργούνται διαφωνίες και 
ασάφειες που όπως προαναφέραµε στα Μαθηµατικά είναι εντελώς αδικαιολόγητες. 
Μερικές έννοιες λοιπόν που δεν ορίστηκαν είναι: 
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Σελ. 2 

1) Λάθος πρόβληµα 
 
Με τον όρο “ λάθος πρόβληµα”  εννοούµε ένα πρόβληµα του οποίου τα δεδοµένα δεν 
είναι συµβιβαστά. 
 
Π. χ το πρόβληµα: 
 
Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ( Α= 90ο), δίνονται α = 6, β = 3, γ = 4. Να βρεθεί το 
µήκος της διάµεσου ΑΜ 
 
είναι λάθος επειδή σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε  Α = 90ο,  β = 3 και γ = 4 είναι 
υποχρεωτικά α = 5, δηλαδή τα δεδοµένα είναι µεταξύ τους ασυµβίβαστα. 
 
Σε ένα τέτοιο πρόβληµα δεν έχει νόηµα να ζητηθεί η διάµεσος ΑΜ, αφού τέτοιο 
τρίγωνο δεν υπάρχει. Αν η διάµεσος υπολογιστεί από τη σχέση  
µα = 

α
2

 προκύπτει α = 3, ενώ αν υπολογιστεί από το 1ο θεώρηµα των διαµέσων:   
2

2 2 2
α

αβ γ 2µ
2

+ = +  ,  προκύπτει  µα = 
7

2
 

 
Μια άλλη λύση που θα οδηγούσε σε διαφορετικό αποτέλεσµα 
είναι η παρακάτω: 

Επειδή ΒΓΑΓ
2

= , θα είναι � οΒ 30= , άρα � 0Γ 60=  και επειδή η 

διάµεσος ΒΓΑΜ
2

= , το τρίγωνο ΑΓΜ είναι ισόπλευρο, άρα 

� οΜΑΓ 60= ⇒ � οΜΑΒ 30= , άρα το τρίγωνο ΑΜΒ είναι 
ισοσκελές.  
Φέρνουµε το ύψος ΜΕ του τριγώνου αυτού που είναι και 
διάµεσος, άρα ΑΕ = 2 

Από το ορθογώνιο ΑΜΕ έχουµε 
ο

ΑΕ 2 4ΑΜ
συν30 3 3

2

= = =  

Μπορούµε να κάνουµε και άλλες λύσεις και να βρίσκουµε διαφορετικά αποτελέσµατα 
κάθε φορά. 
 
Σε ένα λάθος πρόβληµα µπορούµε από τα ίδια ασυµβίβαστα δεδοµένα, µε σωστή 
εφαρµογή θεωρηµάτων να καταλήξουµε σε αντιφατικά συµπεράσµατα. Και µετά, από 
µια λάθος ισότητα να καταλήξουµε σε µια οποιαδήποτε άλλη λάθος ισότητα.  
 
∆είχνουµε πως από τη λάθος ισότητα α = β καταλήγουµε στην οποιαδήποτε ισότητα  
γ = δ 
α = β ⇒ α – β = 0 και απλοποιώντας δια α – β ≠ 0 ⇒ 1 = 0 και πολλαπλασιάζοντας επί 
γ – δ προκύπτει γ – δ = 0 ⇒ γ = δ 
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Συµπερασµατικά: 
∆εν µπορεί σε ένα λάθος πρόβληµα να ζητείται να βρούµε κάτι ή να αποδείξουµε 
κάτι. Αυτό είναι χωρίς νόηµα. 
 
Η άποψη ότι δεν ενδιαφέρει το αν τα δεδοµένα του προβλήµατος είναι συµβιβαστά ή 
όχι, αλλά µόνο αν από τα δεδοµένα του προβλήµατος µπορούµε µε συνεπαγωγές να 
καταλήξουµε στο ζητούµενο δεν ευσταθεί. Είναι σαν να ζητούµε να βρούµε τι χρώµα 
έχει το στυλό που βρίσκεται πάνω σ’ ένα γραφείο, ενώ δεν υπάρχει κανένα στυλό. Ή 
σαν να θέλουµε να δικαιολογήσουµε γιατί το ανύπαρκτο στυλό είναι κόκκινο. 
Όσοι υποστηρίζουν την παραπάνω άποψη τη δικαιολογούν µε το ότι µας ενδιαφέρει 
µόνο αν οι συνεπαγωγές είναι σωστές ή λάθος. Ή θεωρούν ότι αν τα δεδοµένα είναι 
λάθος, τότε όλες οι συνεπαγωγές είναι σωστές, δηλαδή η συνεπαγωγή p⇒q όταν η p 

είναι ψευδής, είναι πάντοτε αληθής, ανεξαρτήτως αν η πρόταση q είναι αληθής ή 
ψευδής. Όπως και αν το εννοούν, µπερδεύουν τις έννοιες: “ πρόβληµα” και 
“απόδειξη”.  
 
Συζητήσεις τέτοιου είδους έγιναν µε αφορµή θέµατα εξετάσεων όπως αυτό των 
Πανελλαδικών του 19971 στο οποίο καταλήγουµε στα αντιφατικά συµπεράσµατα e = 2 
και  e= 12 
 
ΘΕΜΑ 3Β (1η ∆ΕΣΜΗ, 1997) 
 

Υποθέτουµε ότι υπάρχει πραγµατική συνάρτηση g παραγωγίσιµη στο R τέτοια, 

ώστε, υπάρχει πραγµατικός αριθµός α, ώστε να ισχύει: 
y xg(x y) e g(x) e g(y) xy α+ = + + +  για κάθε  x ,y∈R 

Να αποδείξετε ότι: 
i) g(0) = -α 

ii)  g΄(x) = g(x) + ǵ(0)ex + x  ∀ x∈R 

 
Για την απόδειξη του (ii) οι υποστηρικτές της άποψης ότι δεν µας ενδιαφέρει αν τα 
δεδοµένα του προβλήµατος είναι σωστά, παραγωγίζουν την αρχική σχέση µε τους 
γνωστούς κανόνες παραγώγισης του αθροίσµατος, γινοµένου κ.λ.π. Πως όµως µπορείς 
να παραγωγίσεις ανύπαρκτη συνάρτηση µε τους κανόνες παραγώγισης των υπαρκτών 
συναρτήσεων;  
 
Παρόµοιο και το λάθος στο θέµα του Μαθηµατικού Τµήµατος Αθηνών του 19473  για 
το οποίο έγιναν παρόµοιες συζητήσεις. 
 
                                                
1 Βλ απόδειξη του λάθους σε άρθρο µας στην εφηµερίδα ΛΑΟΣ της Ηµαθίας της Παρ 4 Ιουλίου 1997 και 
[2] 
2 Πρακτικά Μαθηµατικής Εβδοµάδας 2007, σελ. 126 και 127 
3 Βλ. άρθρο του Γιάννη Θωµαΐδη στο περιοδικό ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ  της ΕΜΕ Ηµαθίας τεύχος 4, σελ 29-37 
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Στα λάθος προβλήµατα πρέπει να συµπεριλάβουµε και εκείνα στα οποία η αδυναµία 
απόδειξης συνύπαρξης των δεδοµένων δηµιουργεί υπόνοιες για λάθος. Σαν παράδειγµα 
αναφέρουµε το: 
 
ΘΕΜΑ 1ο   (1η ∆ΕΣΜΗ 1998)  
 

Β) Η συνάρτηση f: R→R  ικανοποιεί τη σχέση: 

3f (f (x)) f (x) 2x 3,x+ = + ∈R 

α) Να αποδείξετε ότι … 

Υπάρχει άραγε η παραπάνω συνάρτηση f; 
 
Η απόδειξη της ύπαρξης ή µη της παραπάνω συνάρτησης δε φαίνεται καθόλου εύκολη. 
Τι νόηµα θα έχει η οποιαδήποτε απόδειξη αν αποδειχθεί ότι η παραπάνω συνάρτηση 
δεν υπάρχει; Και πως θα χρησιµοποιήσουµε τις γνωστές ιδιότητες που ισχύουν σε 
υπαρκτές συναρτήσεις σε ανύπαρκτες συναρτήσεις; 
 
Παρόµοια θέµατα, θέµατα δηλαδή που αµφισβητούνται τα δεδοµένα του προβλήµατος 
έχουν δοθεί και άλλες φορές στις Πανελλαδικές εξετάσεις4 
 
Συµπερασµατικά, δεν πρέπει να δίνονται προβλήµατα µε αµφισβητούµενα 
δεδοµένα, επειδή σε τέτοια προβλήµατα η κάθε συνεπαγωγή και το κάθε 
συµπέρασµα είναι αµφισβητούµενα. 
 
 
 

2) Ερωτήµατα τύπου Σωστό – Λάθος 
 
Στα ερωτήµατα αυτά το σύνηθες είναι να δίνονται σχέσεις που δεν έχουν οριστεί 
επαρκώς, δηµιουργώντας ποικίλα ερωτήµατα. 
 
Σαν παράδειγµα αναφέρουµε το εξής:  
 

Χαρακτηρίστε ως Σωστή ή Λάθος την πρόταση: α β α β⋅ = ⋅  

 
Η συνηθισµένη απάντηση είναι ότι η πρόταση είναι λάθος, αφού το 1ο µέλος ορίζεται 
και όταν α < 0  και  β < 0, ενώ το 2ο µέλος στην περίπτωση αυτή δεν ορίζεται. 
 
Για να µπορέσουµε να απαντήσουµε στο ερώτηµα αυτό πρέπει να δοθούν τα σύνολα 
αναφοράς των α και β. Εδώ όµως τέτοια σύνολα δε δόθηκαν και το ερώτηµα είναι 
χωρίς νόηµα. 
 
Το ερώτηµα θα ήταν σωστό αν διατυπώνονταν µε τη µορφή:  
                                                
4 Βλέπε σχετικά παραδείγµατα στο [2] 
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Χαρακτηρίστε ως Σωστή ή Λάθος την πρόταση: 
α β α β⋅ = ⋅  για κάθε α, β ≥0 

 

Πρέπει να συµφωνήσουµε ότι αφού τέθηκε το σύµβολο α , αυτό έχει νόηµα, δηλαδή 
αυτόµατα πρέπει να δεχτούµε ότι α ≥ 0 και δεν πρέπει να µας απασχολεί η περίπτωση  
α < 0. Όπως όταν δίνεται ότι f (x) 0′ >  δε τίθεται το ερώτηµα αν η f είναι 
παραγωγίσιµη στο x0, αλλά δεχόµαστε αυτόµατα ότι είναι. 
 
Το ερώτηµα θα ήταν επίσης σωστό αν έµπαινε µε τη µορφή: 
 

Μπορούµε για κάθε α, β ∈R να γράψουµε: α β α β⋅ = ⋅ ; 

και τότε φυσικά η απάντηση θα ήταν όχι. 
 
Παρόµοιο ερώτηµα είναι και το παρακάτω που έχουµε δει πολλές φορές σε εξετάσεις 
της Β΄ Λυκείου:  
 
Ισχύει log(α.β) = logα + logβ; 
 
το οποίο σύµφωνα µε όσα είπαµε είναι χωρίς νόηµα αν δε δοθούν τα σύνολα αναφοράς 
των α και β. 
 
Ανάλογο ερώτηµα και το παρακάτω:  
 
Αν δύο ευθείες είναι κάθετες, το γινόµενο των συντελεστών διευθύνσεών τους είναι 
ίσο µε -1 
 
Η αναµενόµενη απάντηση ήταν πως η πρόταση είναι λάθος µε το σκεπτικό ότι µπορεί 
να µην ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης της µιας ευθείας. Όταν όµως στο ερώτηµα 
αναφέρονται και οι δύο συντελεστές διεύθυνσης, αυτό που πρέπει να καταλαβαίνει 
κάποιος είναι ότι οι συντελεστές διεύθυνσης υπάρχουν, άρα η πρόταση είναι σωστή. 
 
 
Πολλά ερωτήµατα του είδους αυτού δηλαδή του τύπου Σ – Λ τέθηκαν στις 
Πανελλαδικές εξετάσεις στα Μαθηµατικά Γενικής Παιδείας 
Στα ερωτήµατα που αναφέρονται παρακάτω το ερώτηµα ήταν αν η πρόταση που 
ακολουθεί είναι σωστή ή λάθος. Αναφέρουµε δύο από αυτά 
 
Πανελλαδικές 2005,  Μαθηµατικά Γενικής Παιδείας 
 

Ισχύει: 
2

f (x) f (x)g(x) f (x)g (x)
g(x) (g(x))

′  ′ ′+  =    
 

 
Αν δε δοθεί το σύνολο αναφοράς της µεταβλητής x, τότε το ερώτηµα δεν µπορεί να 
απαντηθεί. Π.χ η πρόταση θα ήταν σωστή αν ως σύνολο αναφοράς της µεταβλητής x 
λαµβάνονταν το σύνολο των σηµείων για τα οποία f(x) = 0  ή  g (x) 0′ =  
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Σελ. 6 

Πανελλαδικές 2007, Μαθηµατικά Γενικής Παιδείας 
Αν f και g δύο παραγωγίσιµες συναρτήσεις, τότε για την παράγωγο της σύνθετης 
συνάρτησης ισχύει (f (g(x)) f (g(x)) g (x)′ ′ ′= ⋅  
 
Αν δε δοθεί το σύνολο αναφοράς της µεταβλητής x το παραπάνω ερώτηµα είναι χωρίς 
νόηµα. Είναι σαν να ρωτούµε: Ισχύει  x2 = 9; 
 
Συµπερασµατικά: 
Κάθε σχέση που περιέχει µεταβλητές είναι χωρίς νόηµα αν δε δίνεται και το πεδίο 
ορισµού των µεταβλητών. 
 
 
 

3) Επαλήθευση 
 
Ένα άλλο σηµαντικό θέµα που προκαλεί διαφωνίες και τριβές και πρέπει να απαντηθεί 
είναι η επαλήθευση σε κάποια είδη προβληµάτων. 
Το θέµα έχει γίνει πολύπλοκο επειδή σιωπηρά και χωρίς καµία µαθηµατική 
αιτιολόγηση έγιναν αποδεκτά κάποια πράγµατα. 
 
Αναφέρουµε ένα τέτοιο πρόβληµα σε τρεις διαφορετικές µορφές:  
 

α) Να προσδιοριστεί ο α∈R ώστε να ισχύει: xα x 1≥ +  για κάθε x∈R 

β) Αν ισχύει xα x 1≥ +  για κάθε x∈R αποδείξτε ότι α = e 

γ) Αν ισχύει xα x 1≥ +  για κάθε x∈R βρείτε τον α 

 
Λύση του (α) 
Η συνήθης λύση είναι να θεωρήσουµε τη συνάρτηση f(x) = xα x 1− −  για την οποία 
ισχύει f(x) ≥ 0 = f(0), δηλαδή η f παρουσιάζει στο 0 ολικό, άρα και τοπικό ελάχιστο. 
Εποµένως f (0) 0′ = από την οποία και προκύπτει α = e 

Η επαλήθευση εδώ κρίνεται απαραίτητη επειδή η συνθήκη f (0) 0′ = δεν εξασφαλίζει 
ότι η f θα έχει στο σηµείο 0 ολικό ελάχιστο.  
Μετά την παραπάνω λύση δηλαδή πρέπει να αποδείξουµε ότι πράγµατι για  
α = e  η  f  παρουσιάζει στο 0 ολικό ελάχιστό ίσο µε 0. 
 
Λύση του (β) 
Στην περίπτωση αυτή η λύση είναι η ίδια, όµως για τους περισσότερους συναδέλφους 
εδώ δε χρειάζεται επαλήθευση.  
Η επικρατούσα άποψη είναι ότι: 
Αφού δόθηκε ότι η παραπάνω σχέση ισχύει, δεν αµφισβητείται η ύπαρξη του α, και 
αφού βρήκαµε µια µοναδική τιµή για το α, η τιµή αυτή είναι δεκτή. Αν βρίσκαµε δύο ή 
περισσότερες τιµές, τότε µόνο θα έπρεπε να γίνει επαλήθευση. 
 
Λύση του (γ)  
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Η λύση του (γ) είναι πάλι η ίδια και η επικρατούσα άποψη είναι ότι δεν χρειάζεται 
επαλήθευση, αφού δόθηκε ότι η σχέση ισχύει, εποµένως η µοναδική τιµή του α που 
βρήκαµε είναι δεκτή. 
Εδώ φτάνουµε σε µια παράλογη λογική. Ότι δηλαδή το αν θα κάνουµε επαλήθευση ή 
όχι δεν εξαρτιέται από τη διαδικασία της λύσης, αλλά από το αποτέλεσµα που θα 
βρούµε. Κάτι τέτοιο όµως είναι απαράδεκτο, επειδή  
 
Η επαλήθευση ενός προβλήµατος  είναι αναγκαιότητα της διαδικασίας της λύσης 
και όχι του αποτελέσµατος. Αν δηλαδή η λύση που κάνουµε δεν εξασφαλίζει ότι 
όλα τα δεδοµένα του προβλήµατος θα ισχύουν, τότε η επαλήθευση είναι 
υποχρεωτική, ενώ αν η λύση εξασφαλίζει ότι θα ισχύουν όλα τα δεδοµένα, δε 
χρειάζεται επαλήθευση. 
  
Έτσι δεν κάνουµε επαλήθευση όταν λύνουµε εξισώσεις 2ου βαθµού, επειδή η 
διαδικασία της λύσης (απόδειξη του σχετικού τύπου) αποδεικνύει ότι και οι δύο ρίζες 
που βρίσκουµε επαληθεύουν την εξίσωση. Αντίθετα, σε εξισώσεις µε ριζικά, αν 
υψώσουµε και τα δύο µέλη της εξίσωσης στο τετράγωνο θα χρειαστεί οπωσδήποτε 
επαλήθευση, επειδή µετά την ύψωση στο τετράγωνο, η νέα εξίσωση δεν είναι 
ισοδύναµη µε την προηγούµενη (εκτός αν τεθούν οι περιορισµοί για να είναι οι λύσεις 
δεκτές). 
 
Ειδικά για τη (γ) παραλλαγή πρέπει να σηµειώσουµε ότι το ενδεχόµενο να µην υπάρχει 
καµία τιµή του α που να επαληθεύει την xα x 1≥ + είναι πιθανό. Είναι σύνηθες στα 
µαθηµατικά να ζητείται η τιµή µιας µεταβλητής ώστε να ισχύει µια σχέση και τέτοια 
τιµή να µην υπάρχει. Το πρόβληµα είναι απόλυτα σωστό. Αν π.χ το ερώτηµα δίνονταν 
µε τη µορφή: 
 

Αν ισχύει xα x 1≤ +  για κάθε x∈R βρείτε τον α,  

τότε η διαδικασία θα ήταν η ίδια, αλλά η µοναδική τιµή του α (δηλ. α=e) δεν θα ήταν 
δεκτή.  
 
Για τα προβλήµατα του είδους αυτού δεν θα συζητήσουµε εδώ, µε δυο λόγια µόνο θα 
πούµε ότι είναι παραπλανητικά και δεν πρέπει να τίθενται µε τη µορφή αυτή, δηλαδή 
βρείτε τον α, και η απάντηση να είναι “δεν υπάρχει α”. 
 
Η δική µας τοποθέτηση είναι ότι και στη 2η και στην 3η περίπτωση η επαλήθευση 
είναι απαραίτητη. 
 
∆ίνουµε δύο σχετικά θέµατα που δόθηκαν στις Πανελλαδικές εξετάσεις. 
Η επικρατούσα άποψη είναι ότι στο 1ο θέµα (του 2000) δε χρειάζεται επαλήθευση, ενώ 
στο θέµα του 2004 η επαλήθευση είναι απαραίτητη. Για να αντικρούσουµε τον 
ισχυρισµό ότι στο θέµα του 2000 η επαλήθευση δεν είναι απαραίτητη, κατασκευάσαµε 
το 3ο παράδειγµα. 
 
 
ΘΕΜΑ 4ο (Θετική Κατεύθυνση, Ιούνιος 2000) 
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Σελ. 8 

Τη χρονική στιγµή t=0 χορηγείται σ’ έναν ασθενή ένα φάρµακο. Η συγκέντρωση 
του φαρµάκου στο αίµα του ασθενούς δίνεται από τη συνάρτηση 

2

αt
f (t)

t
1 ( )β

=

+

,     t ≥  0 

όπου α και β είναι σταθεροί θετικοί πραγµατικοί αριθµοί και ο χρόνος t µετριέται 
σε ώρες. Η µέγιστη τιµή της συγκέντρωσης είναι ίση µε 15 µονάδες και 
επιτυγχάνεται 6 ώρες µετά τη χορήγηση του φαρµάκου. 
 
  α) Βρείτε τις σταθερές α και β  κ.λ.π 
 
 
ΘΕΜΑ 2Β. (Επαναληπτικές εξετάσεις Ιούλιος 2004) 
 
Θεωρούµε τη συνάρτηση x x x xf (x) 2 m 4 5= + − −  όπου m∈R, m > 0 
 

  α) Να βρείτε το m ώστε f(x) ≥  0 για κάθε x∈R5 

 
Παράδειγµα όµοιο µε αυτό του 2000  
Το παράδειγµα αυτό είναι όµοιο µε αυτό των εξετάσεων αλλά η ανάγκη της 
επαλήθευσης είναι ολοφάνερη. 
 
∆ίνεται ότι η συνάρτηση f µε f(x) = αx2 + (α2 + β)x - β για x = 2 παρουσιάζει ολικό 
µέγιστο ίσο µε 1. Να βρεθούν τα α και β. 
 
Παίρνοντας τις σχέσεις f(2) = 1 και f (2) 0′ =  καταλήγουµε στο σύστηµα 
 

2

2

4α 2α β 1

4α α β 0

 + + =

 + + =

 

 
από τη λύση του οποίου βρίσκουµε:  
( α = -1 και β = 3 )  ή  (α = 1 και β = -5 ) 
Από τα δύο αυτά ζεύγη λύσεων µόνο το πρώτο επαληθεύει τις συνθήκες του 
προβλήµατος και είναι δεκτό. Το άλλο ζεύγος α = 1 και β = -5 δίνει  
f(x) = x2 - 4x + 5 η οποία για x = 2 δίνει ελάχιστη (και όχι µέγιστη τιµή) ίση µε 1. 
 
Συµπερασµατικά: 
Η λύση δεν πρέπει να αφήνει την παραµικρή αµφιβολία για την ορθότητα και την 
πληρότητά της. Η επαλήθευση πρέπει να είναι απόρροια της διαδικασίας της 
λύσης και όχι του αποτελέσµατος που βρίσκουµε και να εξασφαλίζει ότι τα 
δεδοµένα του προβλήµατος πράγµατι ισχύουν.  
                                                
5 Στο βιβλίο των Χαρ. Στεργίου, Χρ. Νάκη, Ιωαν. Στεργίου ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ, 
ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ, Εκδόσεις Σαββάλα 2006 άσκ. 5.85 σελ 246 προστίθεται εύστοχα το 
ερώτηµα: Είναι η τιµή αυτή του m δεκτή; 
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Σελ. 9 

 
Έτσι σε όλα τα παραπάνω θέµατα η επαλήθευση είναι απαραίτητη 
4) Αριθµός ριζών εξίσωσης 
 
Υπάρχουν δύο διαφορετικές περιπτώσεις στις οποίες µπορούν να δηµιουργηθούν 
διαφωνίες ή σύγχυση. Αναφέρουµε κάθε περίπτωση ξεχωριστά. Αν δεν υπήρχαν 
θέµατα Πανελλαδικών εξετάσεων µε σχετικά ερωτήµατα, το θέµα θα περνούσε 
απαρατήρητο. Επειδή όµως και τα δέκατα της βαθµολογίας είναι καθοριστικά για τον 
διαγωνιζόµενο, αυτό µας υποχρεώνει να επισηµάνουµε κάποιες ατέλειες στη 
διατύπωση των ερωτηµάτων και καταθέσουµε τη δική µας άποψη. 
 
Περίπτωση 1η 
Στο παρακάτω πρόβληµα 
Αν α, β, γ, ∈R µε α < β < γ να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 

1 1 1
0

x α x β x γ+ + =
− − −

έχει δύο ρίζες. 
 
Τι εννοούµε εδώ λέγοντας δύο ρίζες; ∆ύο ακριβώς ρίζες ή τουλάχιστον δύο ρίζες; 
 
Η έννοια αυτή πρέπει να διευκρινιστεί. Το ερώτηµα µε τον τρόπο που τέθηκε είναι 
ασαφές. Πρέπει οπωσδήποτε να προστεθεί η αντίστοιχη λέξη. 
 
Περίπτωση 2η 
Στο παρακάτω πρόβληµα:  
 
Βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης: 3x 3x 2 0− + =  (1) 
 
που λύνεται συνήθως µε τη βοήθεια του συνόλου τιµών συνάρτησης (όταν δεν µπορούν 
να βρεθούν οι ρίζες) η απάντηση είναι ότι υπάρχουν δύο ρίζες 
 
Η (1) γράφεται ισοδύναµα 2(x 1) (x 2) 0− + = από την οποία προκύπτουν ως ρίζες οι 
αριθµοί 1 και -2. Η ρίζα όµως  x = 1 είναι διπλή. 
Η σωστή απάντηση λοιπόν είναι ότι η εξίσωση έχει 3 ρίζες, αφού σύµφωνα µε το 
θεµελιώδες θεώρηµα της Άλγεβρας κάθε πολυώνυµο νιοστού βαθµού µε συντελεστές 
από το C έχει ακριβώς ν ρίζες στο C.  

Το λάθος που γίνεται εδώ είναι να θεωρούµε ότι στο πλήθος των ριζών 
περιλαµβάνονται µόνο οι διαφορετικές ρίζες. 
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Σελ. 10 

Summary 
Included in this work are meanings which have not been exactly determined, resulting 
in disagreements among members of the Mathematic Community, and confusion, 
something which, after the axiomatic foundation of all the branches of Mathematics, is 
considered unacceptable. 
We will now attempt to clarify the points of disagreement and make our own personal 
statements. 
 
The points we have chosen are: 
 
• The error problem 
• Questions of the type Right - Wrong 
• Verification 
• Number of roots of equation 
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