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Πρόταση 4 (Συγχώνευση όλων των Θεωρημάτων ορθογώνιων τριγώνων).

4η(185). Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ(
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Σχήμα 4η(195).

Α=1L) και το ύψος του ΑΔ.              Να δειχθεί ότι:
(α). Αληθεύει η σχέση: ΑΒ2.ΓΔ=ΑΓ2.ΒΔ=ΑΔ2.ΒΓ=ΒΓ.ΓΔ.ΔΒ=ΑΒ.ΑΓ.ΑΔ.        (1).
(β). Από τη σχέση (1), προκύπτουν όλα τα γνωστά Θεωρήματα των ορθογώνιων τριγώνων (Ευκλείδεια, Πυθαγόρειο, Stwarte, Εμβαδού, κτλ, όπως και μερικά νέα).                                                                                                                   
Απόδειξη [Σχήμα 4 η(195)]. 
(α). Εύκολα διαπιστώνουμε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΒΑ, ΔΑΓ είναι όμοια.
Θέτουμε όπου:              ΒΓ=α1, ΓΑ=β1=κ2, ΑΒ=γ1=κ1, ΒΑ=α2=κ1, ΑΔ=β2=κ3, ΔΒ=γ2, ΑΓ=α3=κ2, ΓΔ=β3. ΔΑ=γ3=κ3.                                                                                 (2).
Σύμφωνα με την Πρόταση 5 [ή 4η(178)(α)], θα είναι:
α1β2γ3=α2β3γ1=α3β1γ2=α1β3γ2=α2β1γ3=α3β2γ1.                                                       (3).
Έτσι, η (3), λόγω των (2), γίνεται:
ΒΓ.ΑΔ. ΔΑ=ΒΑ.ΓΔ.ΑΒ=ΑΓ.ΓΑ.ΔΒ=ΒΓ.ΓΔ. ΔΒ=ΒΑ.ΓΑ.ΔΑ=ΑΓ.ΑΔ.ΑΒ
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 (1).
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(β).  Από τη σχέση (1), παίρνουμε: ΑΒ2.ΓΔ=ΒΓ.ΒΔ.ΔΓ
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ΑΒ2=ΒΓ.ΒΔ.                               (4).
ΑΓ2.ΒΔ=ΒΓ.ΒΔ.ΔΓ
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ΑΓ2=ΒΓ.ΓΔ.                                (5).
ΑΔ2.ΒΓ=ΒΓ.ΒΔ.ΔΓ
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ΑΔ2=ΔΓ.ΒΔ.                               (6).
ΑΒ2.ΓΔ=ΑΓ2.ΒΔ
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ΑΒ2.ΓΔ =ΑΒ.ΑΓ.ΑΔ
[image: image8.wmf]⇒

 ΑΒ.ΓΔ =.ΑΓ.ΑΔ
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 ΑΒ=
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ΑΓ2.ΒΔ =ΑΒ.ΑΓ.ΑΔ
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 ΑΓ.ΒΔ =.ΑΒ.ΑΔ
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 ΑΓ=
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ΑΒ2.ΓΔ= ΑΔ2.ΒΓ  
[image: image14.wmf].
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ΑΓ2.ΒΔ= ΑΔ2.ΒΓ  
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                                                                         (11).
ΑΒ.ΑΓ.ΑΔ.= ΒΓ.ΓΔ.ΔΒ.                                                                                        (12).
ΑΔ2.ΒΓ=ΑΒ.ΑΓ.ΑΔ
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 ΑΔ.ΒΓ=ΑΒ.ΑΓ=2(ΑΒΓ).                                                     (13). 

ΑΒ2.ΓΔ+ΑΓ2.ΒΔ=ΑΔ2.ΒΓ+ΒΓ.ΓΔ.ΔΒ
[image: image17.wmf]⇒

 ΑΒ2.ΓΔ+ΑΓ2.ΒΔ=ΒΓ(ΑΔ2+ΓΔ.ΔΒ).       (14).
Ακόμη, από τις σχέσεις (4) και (5), με πρόσθεση κατά μέλη
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ΑΒ2 + ΑΓ2=ΒΓ.ΒΔ+ΒΓ.ΔΓ=ΒΓ(ΒΔ+ΔΓ)=ΒΓ2 
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ΑΒ2+ΑΓ2=ΒΓ2.                           (15).
Επίσης, από τις σχέσεις (10) και (11)  
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.                                                                                         (16).
Παρατηρούμε ότι από τη σχέση (1), προέκυψαν άμεσα όλες οι σχέσεις από την (4) μέχρι (14) και έμμεσα οι (15), (16) παραπάνω. Τούτο προφανώς σημαίνει ότι στη σχέση (1) εμπεριέχονται (έχουν συγχωνευθεί), όλα τα Θεωρήματα των ορθογώνιων τριγώνων. Δηλαδή, τα Θεωρήματα: του Ευκλείδη [σχέσεις (4) μέχρι (7)], του Stewart (ειδική περίπτωση για το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και για το ύψος ΑΔ)[σχέση (14)], του Πυθαγόρα [σχέση (15)] του εμβαδού [σχέση (13)], καινούρια Θεωρήματα [σχέσεις (8) μέχρι (12)] και η γνωστή Πρόταση της σχέσης (16).
Από όλα τα παραπάνω προκύπτει ότι η πραγματική αιτία που αληθεύουν τα παραπάνω γνωστά μας (κλασικά) και νέα Θεωρήματα για τα ορθογώνια τρίγωνα είναι ότι αληθεύουν οι ιδιότητες της Πρότασης 5 [4η(178)(α), καθώς εδώ έχουμε τρία όμοια τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΒΑ, ΔΑΓ, κτλ.

Συμπέρασμα.
Από την Πρόταση 4 [ή 4η(185)],βγαίνει το συμπέρασμα, ότι με μια και μόνο σχέση [την σχέση (1) παραπάνω], έχουμε όλα τα παραπάνω γνωστά μας  (κλασικά) και μη Θεωρήματα για τα ορθογώνια τρίγωνα. Τούτο σημαίνει ότι όλα τα παραπάνω θεωρήματα [σχέσεις (4) έως (16) είναι δυνατό να αντικατασταθούν από την παραπάνω σχέση (1), ή το Θεώρημα 4 (Α' μέρος).
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Παρατηρήσεις.
(α). Για την Πρόταση αυτή, αληθεύει και το αντίστροφο [πχ Πρόταση 4η(39)]. 
(β). Η Πρόταση 4, αλλά και οι Προτάσεις που  προκύπτουν από τις σχέσεις (8) μέχρι (12), από όσα μέχρι τώρα γνωρίζουμε, είναι καινούριες. 
(γ). Η Πρόταση που προκύπτει από την παραπάνω σχέση (12), αποτελεί προφανώς την Πρόταση 2, που έχουμε προτείνει παραπάνω για απόδειξη. Τούτο σημαίνει ότι εδώ έχουμε μία άλλη απόδειξη της Πρότασης 2.
(δ). Είναι φανερό ότι η απόδειξη της παραπάνω Πρότασης 4, αποτελεί μία απλή εφαρμογή της Πρότασης 5 [ή 4η(178)(α)].
(ε). Η Πρόταση 4 είναι καταχωρημένη στο βιβλίο μας «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας», παράγραφος 4η(185) (τόμος 4/1998).
(στ).Η Πρόταση 4 αποτελεί ειδική περίπτωση της Πρότασης 5θ(21) (τόμος 5), ενώ γενίκευση αυτής αποτελεί η Πρόταση 5θ(33), του ίδιου βιβλίου.
(ζ). Μία άλλη απόδειξη της Πρότασης 4,είναι δυνατό να προκύψει με εφαρμογή της σχέσης (2) της Πρότασης 5θ(6), του παραπάνω βιβλίου 
                                                                                             Νίκος Κυριαζής.
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