(Συνημμένο 263. Συνέχεια από το Συνημμένο 262).
15.27. Αξιόλογη Ιδιότητα Αρμονικής Συνευθειακής Εξάδας Σημείων.
Πρόταση 84 (Σχήμα 45).

Σε κάθε Αρμονική Συνευθειακή Εξάδα Σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, είναι: 
[image: image251.emf](ê)
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=1.                                                                                                    (1).
Απόδειξη
[image: image2.wmf]. 
Σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό της Αρμονικής Συνευθειακής Εξάδας Σημείων (§ 11.1 β), οι τετράδες σημείων Α, Β, Γ, Ε – Γ, Δ, Ε, Α – Ε, Ζ, Α, Γ, είναι αρμονικές, από τις οποίες προκύπτουν αντίστοιχα οι παρακάτω σχέσεις:
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Έτσι, με πολλαπλασιασμό κατά μέλη, των σχέσεων (2) και μετά τις απλοποιήσεις, παίρνουμε:
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Παρατηρήσεις.
(α). Η Πρόταση αυτή δεν αποτελεί κριτήριο αρμονικότητας, καθώς δεν αληθεύει και το αντίστροφό της. 

(β). Παρατηρούμε ότι ανάλογες Προτάσεις, ισχύουν και για Αρμονική Τετράδα Σημείων Α, Β, Γ, Δ, (
[image: image12.wmf]ΔΑ
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=1), όπως και για Αρμονική Οκτάδα Συνευθειακών Σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ (Πρόταση 85) που θα ακολουθήσει, κτλ.
(γ). Η Ιδιότητα αυτή αληθεύει και στα Απλά Αρμονικά Εξάπλευρα και όταν δηλαδή η Εξάδα Σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, δεν είναι συνευθειακή, αλλά ομοκυκλική.

(δ). Η Πρόταση αυτή πιστεύουμε είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.

(στ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 7, 8, 85, 86.
15.28. Σημαντική Ιδιότητα Αρμονικής Συνευθειακής Οκτάδας Σημείων.
Επέκταση της Πρότασης 84 (§ 15.27) και σε Αρμονική Συνευθειακή Οκτάδα Σημείων. 

Πρόκειται για την Πρόταση 11(62) (βελτιωμένη) την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr  με το συνημμένο μας 162 (σχήμα 55).
Πρόταση 85 (Σχήμα 52).

Σε κάθε Αρμονική Συνευθειακή Οκτάδα Σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, είναι: 
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]ΔΑ
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Απόδειξη
[image: image18.wmf]. 
1ος  Τρόπος (Με βάση τον ορισμό και την Κριτήριο 5).
Επειδή, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 11.1 γ), οι Τετράδες Α, Β, Γ, Ζ και Ε, Ζ, Η, Β, είναι αρμονικές, ή επειδή τα Β, Ζ χωρίζουν αρμονικά τα Α, Γ και Ε, Η, που σημαίνει ότι εδώ έχουμε Αρμονική Ενέλιξη, των δύο ζευγών Συζυγών Σημείων Α, Γ και Ε, Η, με διπλά σημεία τα Β, Ζ (ορισμός § 2.11) και άρα, σύμφωνα με την Κριτήριο 5 και επειδή ΑΒ/ΒΓ=ΑΖ/ΖΓ, ΕΖ/ΖΗ=ΕΒ/ΒΗ, θα είναι αντίστοιχα:
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Ομοίως επειδή, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 11.1 γ), οι Τετράδες Γ, Δ, Ε, Θ και Η, Θ, Α, Δ, είναι αρμονικές, ή επειδή τα Δ, Θ χωρίζουν αρμονικά τα Γ, Ε και Η, Α, που σημαίνει ότι και εδώ έχουμε Αρμονική Ενέλιξη, των δύο ζευγών Συζυγών Σημείων Γ, Ε και Η, Α, με διπλά σημεία τα Δ, Θ (ορισμός § 2.11)και άρα, σύμφωνα με την Κριτήριο 5 και επειδή ΓΔ/ΔΕ=ΓΘ/ΘΕ, ΗΘ/ΘΑ=ΗΔ/ΔΑ, θα είναι αντίστοιχα:
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Έτσι, από τις σχέσεις (2) και (3), με πολλαπλασιασμό κατά μέλη και μετά τις σχετικές απλοποιήσεις προκύπτει, η σχέση (1).
2ος  Τρόπος (Με βάση την Κατασκευή 21 και την Κατασκευή 63).
Σύμφωνα με τον τρόπο κατασκευής 2 της Κατασκευής 63, προκύπτει ότι μια Αρμονική Οκτάδα Σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, προκύπτει από μια Αρμονική Τετράδα Σημείων Α, Γ, Ε, Η και από το ζεύγος των σημείων της Β, Ζ, που έχει χωρίσει αρμονικά τα τμήματα ΑΓ, ΕΗ και από το ζεύγος σημείων της Δ, Θ, που έχει χωρίσει αρμονικά τα τμήματα ΑΗ, ΓΕ, οπότε, σύμφωνα με όσα αναφέρονται στην Κατασκευή 21, θα είναι:
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Έτσι, από τις σχέσεις (4), με πολλαπλασιασμό κατά μέλη και μετά τις σχετικές απλοποιήσεις προκύπτει, η σχέση (1).

Παρατηρήσεις.
(α). Η Πρόταση αυτή δεν αποτελεί κριτήριο αρμονικότητας, καθώς δεν αληθεύει και το αντίστροφό της. 
(β). Παρατηρούμε ότι ανάλογες Προτάσεις, ισχύουν και για Αρμονική Τετράδα Σημείων Α, Β, Γ, Δ, (
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=1), όπως και για Αρμονική Εξάδα Συνευθειακών Σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, (
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=1) (Πρόταση 84), κτλ.
(γ). Η Ιδιότητα αυτή αληθεύει και στα Απλά Αρμονικά Οκτάπλευρα και όταν δηλαδή η Οκτάδα Σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, δεν είναι συνευθειακή, αλλά ομοκυκλική [Βλέπε Πρόταση 11(63), που θα αναφέρουμε αργότερα].   ;; ;;; ;;;; ;;;; ;;;; ;;; ;;;; ;;;;;
(δ). Το δεύτερο μέλος της (1), μας φανερώνει ότι η Πρόταση 85 αληθεύει και στην Αστεροειδή Αρμονική Οκτάδα Συνευθειακών Σημείων Α, Ζ, Γ, Θ, Ε, Β, Η, Δ, που στο Απλό Αρμονικό Οκτάπλευρο, αντιστοιχεί με το Αστεροειδές Αρμονικό Οκτάπλευρό του ΑΖΓΘΕΒΗΔΑ, όπως θα δούμε αργότερα.

(ε). Η Πρόταση αυτή, πιστεύουμε ότι είναι νέα Πρόταση και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.
(στ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 5, 7, 8, 21, 63, 84, 86, 111(63).;;;;;;;;;;;;;;;

15.29. Σημαντική Ιδιότητα Αρμονικής Συνευθειακής Δεκάδας Σημείων.
Επέκταση της Πρότασης 85 (§ 15.28) και σε Αρμονική Συνευθειακή Δεκάδα Σημείων. 

Πρόκειται για την Πρόταση 11(96) (βελτιωμένη) την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr  με το συνημμένο μας 196 (σχήμα 78).
Πρόταση 86 (Σχήμα 54).

Σε κάθε Αρμονική Συνευθειακή Δεκάδα Σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, Ι, Κ, είναι: 
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Απόδειξη
[image: image36.wmf]. 
1ος  Τρόπος (Με βάση τον ορισμό και την Κριτήριο 5).
Επειδή, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 11.1 δ),στην Συνευθειακή Αρμονική Δεκάδα Σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, Ι, Κ, οι Τετράδες Α, Β, Γ, Η και Ζ, Η, Θ, Β, είναι αρμονικές, ή επειδή τα Β, Η χωρίζουν αρμονικά τα Α, Γ και Ζ, Θ, που σημαίνει ότι εδώ έχουμε Αρμονική Ενέλιξη, των δύο ζευγών Συζυγών Σημείων Α, Γ και Ζ, Θ, με διπλά σημεία τα Β, Η (ορισμός § 2.11) και άρα, σύμφωνα με την Κριτήριο 5 και επειδή ΑΒ/ΒΓ=ΑΗ/ΗΓ, θα είναι:

και:                                      
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Ακόμη, επειδή και οι τετράδες Γ,Δ,Ε,Ι και Θ,Ι,Κ,Δ, είναι επίσης Αρμονικές (ορισμός), ακριβώς όμοια βρίσκουμε ότι είναι: 
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Αν συνεχίσουμε όπως παραπάνω, βρίσκουμε και ότι:
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Έτσι, με πολλαπλασιασμό, κατά μέλη των σχέσεων: (2), (3), (4) και μετά τις σχετικές απλοποιήσεις, παίρνουμε:
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καθώς το τρίτο μέλος της (5) απλοποιείτε και γίνεται ίσο με 1.

Άρα, από την (5), εύκολα παίρνουμε την σχέση (1).
2ος Τρόπος (Με βάση τον ορισμό και την Κριτήριο 4).
Επειδή, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 11.1 δ), στην Συνευθειακή Αρμονική Δεκάδα Σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, Ι, Κ, οι Τετράδες Α, Β, Γ, Η και Ζ, Η, Θ, Β, είναι αρμονικές, ή επειδή τα Β, Η χωρίζουν αρμονικά τα Α, Γ και Ζ, Θ, που σημαίνει ότι εδώ έχουμε Αρμονική Ενέλιξη, των δύο ζευγών Συζυγών Σημείων Α, Γ και Ζ, Θ, με διπλά σημεία τα Β, Η (ορισμός § 2.11), σύμφωνα με την Κριτήριο 4 και επειδή ΑΒ/ΒΓ=ΑΗ/ΗΓ, θα είναι:
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(Εδώ, για την ευκολία μας και για την εφαρμογή του Κριτηρίου 4, θα πρέπει να διατάξουμε τα σημεία Θ, Α, Β, Γ, Ζ και Θ, Α Η, Γ, Ζ).
Ακόμη, επειδή και οι τετράδες Γ, Δ, Ε, Ι και Θ, Ι, Κ, Δ, είναι επίσης Αρμονικές (ορισμός), ακριβώς όμοια βρίσκουμε και ότι είναι: 
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(Εδώ, για την ευκολία μας και για την εφαρμογή του Κριτηρίου 4, θα πρέπει να διατάξουμε τα σημεία Κ, Γ, Δ, Ε, Θ και Κ, Γ, Ι, Ε, Θ).
Αν συνεχίσουμε όπως παραπάνω, βρίσκουμε και ότι:
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Έτσι, με πολλαπλασιασμό, κατά μέλη των σχέσεων: (6), (8), (10), (12), (14), 

παίρνουμε:
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Όμοια, από τις (7), (9), (11), (13), (15), εύκολα παίρνουμε:
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καθώς το δευτερο μέλος της (17) απλοποιείτε και γίνεται ίσο με 1.

Επομένως, από τις (16) και (17), παίρνουμε την (1).
[image: image81.wmf]
3ος Τρόπος (Με βάση τον συνδυασμό των Προτάσεων 4 και 5).
Εργαζόμενοι όπως και στον παραπάνω τρόπο 1, από τα πρώτο και τρίτο μέλη των (2), (3), (4), παίρνουμε:
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Στη συνέχεια, εργαζόμενοι όπως στον παραπάνω τρόπο 2 και μόνο από τις (6), (8), (10), (12), (14), παίρνουμε την (16).

Έτσι, από τις (16) και (18), εύκολα παίρνουμε:
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Παρατηρήσεις.
(α). Η  Πρόταση  αυτή δεν  αποτελεί  Κριτήριο  Αρμονικότητας,   καθώς    δεν   

αληθεύει και το αντίστροφό της. 

(β). Παρατηρούμε ότι ανάλογες Προτάσεις, ισχύουν και για την Αρμονική Τετράδα Α,Β,Γ,Δ (Για την οποία είναι 
[image: image106.wmf]ΔΑ

ΓΔ

.

ΒΓ

ΑΒ

=1), για την Αρμονική Εξάδα Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ (Για την οποία είναι 
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=1),που έχουμε αποδείξει (Πρόταση 84, όπως και για το Οκτάπλευρο (Πρόταση 85).

(γ). Η Ιδιότητα αυτή αληθεύει και στις Αρμονικές Συνευθειακές Δωδεκάδες Σημείων, κτλ.

(δ). Το δεύτερο μέλος της (1), μας φανερώνει ότι η Πρόταση 86 αληθεύει και στην Αστεροειδή Αρμονική Δεκάδα Α, Θ, Ε, ,Β, Ι, Ζ, Γ, Κ, Η, Δ.

(ε). Η Πρόταση αυτή Πιστεύουμε ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.

(στ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 53, 84, 85, 11(95). ;;;;;;;;;;;;;;;;;
15.30. Γενικό Συμπέρασμα.
Μετά τις παραπάνω Προτάσεις 84, 85, 86 και αν εργασθούμε όπως στις αποδείξεις τούτων, καταλήγουμε στο παρακάτω γενικό συμπέρασμα:

Ανάλογη Πρόταση, με τις Κατασκευές 84, 85, 86, μπορεί να γίνει και για οποιοδήποτε αρμονική ν-άδα σημείων, αρκεί αυτή να κατασκευάζεται. 

15.31. Αξιόλογη Ιδιότητα Αρμονικής Συνευθειακής Τετράδας Σημείων.
Επέκταση Γνωστής Πρότασης Αρμονικών Τετράπλευρων και σε Αρμονική Τετράδα Σημείων.

Πρόταση 87 (Σχήμα 55).

Σε κάθε Αρμονική Συνευθειακή Τετράδα Σημείων Α, Γ, Β, Δ, είναι:

                                          ΑΔ.ΒΓ=ΑΓ.ΒΔ=
[image: image109.wmf]2
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Απόδειξη
[image: image110.wmf]. 
Πρώτος Τρόπος ((Με βάση τα Θεωρήματα Newton και Mac-Learin (Γεωμετρία Νικολ. Πνευματικού).

Αν Λ είναι το μέσον του τμήματος ΓΔ, τότε σύμφωνα με το Θεώρημα Mac-Learin ([4], § 60/4), θα είναι:                           ΑΓ.ΑΔ=ΑΒ.ΑΛ,                             (2).

                                            και     ΒΓ.ΒΔ=ΑΒ.ΒΛ.                                                 (3).

Από τις σχέσεις (2), (3), με πολλαπλασιασμό κατά μέλη, παίρνουμε: ΑΓ.ΑΔ.ΒΓ.ΒΔ =ΑΒ2.ΑΛ.ΒΛ,                                                                                  (4).

Εξάλλου, επειδή είναι: 
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                         ΑΓ.ΒΔ=ΑΔ.ΒΓ                   (5).

 Ακόμη σύμφωνα με το Θεώρημα Newton ([4], § 60/2), θα είναι και:                          ΓΛ2=ΛΔ2=ΛΑ.ΛΒ.                                                                                                    (6). 

Έτσι, η σχέση (4), λόγω των (5), (6), γίνεται :

ΑΓ2.ΒΔ2=ΑΔ2.ΒΓ2= ΑΒ2.ΓΛ2=ΑΒ2.ΛΔ2  ή 

ΑΓ.ΒΔ = ΑΔ.ΒΓ = ΑΒ.ΓΛ = ΑΒ.ΛΔ = 
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  (1).

Δεύτερος Τρόπος  Με βάση τα Θεωρήμα Euler (Γεωμετρία Αρ. Πάλλα βιβλίο 3).

Σύμφωνα με το Θεώρημα Euler ([28] § 295 του βιβλίου 3). και για το σημείο Δ που βρίσκεται εκτός του ΑΒ, θα είναι:  ΔΑ.ΒΓ= ΔΓ.ΑΒ – ΔΒ.ΑΓ   ή 
ΑΔ.ΒΓ+ΑΓ.ΒΔ = ΑΒ.ΓΔ.                                                                                        (2).
Εξάλλου, επειδή είναι: 
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 ΑΓ.ΒΔ=ΑΔ.ΒΓ.                                         (3).

Έτσι, η σχέση (2), λόγω της (3), γίνεται :

2ΑΔ.ΒΓ=2ΑΓ.ΒΔ = ΑΒ.ΓΔ  ή  ΑΔ.ΒΓ=ΑΓ.ΒΔ = 
[image: image118.wmf]2
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Παρατηρήσεις.
(α). Το λεγόμενο Θεώρημα Euler, κατά μία έννοια, μπορεί να θεωρηθεί ως επέκταση του Α' Θεωρήματος Πτολεμαίου για Αρμονικό Τετράπλευρο, αλλά και σε ευθεία, αντί σε κύκλο.

(β). Είναι φανερό ότι η Πρόταση 87, αποτελεί επέκταση γνωστής Πρότασης ([6], § 8-410), από κύκλο και σε ευθεία.

(γ). Πιστεύουμε ότι πρόκειται για νέα Πρόταση και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.

(ε). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 88, 11(47), 11(48).

15.32. Σημαντική Ιδιότητα Αρμονικής Συνευθειακής Εξάδας Σημείων.
Επέκταση της Πρότασης 87 Αρμονικής  Τετράδας και σε Αρμονική Εξάδα Σημείων.
Πρόταση 88 (Σχήμα 56).

Σε κάθε Αρμονική Συνευθειακή Εξάδα Σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, είναι:

                                 ΑΒ.ΓΔ.ΕΖ=ΒΓ.ΔΕ.ΖΑ=
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Απόδειξη.  ((Με βάση την Πρόταση 87. 

Σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό Αρμονικής Εξάδας (§ 11.1 β), η τετράδα σημείων Α, Β, Γ, Ε, είναι αρμονική, οπότε αν εφαρμόσουμε γι’ αυτή την Πρόταση 87, θα έχουμε:

                                       ΑΒ.ΓΕ=ΒΓ.ΑΕ = 
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Ομοίως, επειδή σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό και η τετράδα Γ, Δ, Ε, Α, είναι αρμονική, σύμφωνα με την Πρόταση 87, θα είναι:
                                        ΓΔ.ΕΑ=ΔΕ.ΑΓ = 
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.                                              (3). Επίσης, επειδή σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό και η τετράδα Ε, Ζ, Α, Γ, είναι αρμονική, σύμφωνα με την Πρόταση 87, θα είναι:
                                        ΕΖ.ΑΓ=ΖΑ.ΓΕ = 
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Έτσι, από τα πρώτα και τρίτα μέλη των (2), (3), (4) και με πολλαπλασιασμό, κατά μέλη, παίρνουμε:
ΑΒ.ΓΔ.ΕΖ.ΓΕ.ΑΕ.ΓΑ= 
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 ή ΑΒ.ΓΔ.ΕΖ =
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Επίσης, από τα δεύτερα και τρίτα μέλη των (2), (3), (4) και με πολλαπλασιασμό, κατά μέλη, παίρνουμε:

ΒΓ.ΑΕ.ΔΕ.ΑΓ.ΖΑ.ΓΕ= 
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Συνεπώς, από τις σχέσεις (5), (6)
[image: image127.wmf]⇒

(1).

Παρατηρήσεις.
(α). Πιστεύουμε ότι ανάλογη Πρόταση αληθεύει και σε κάθε άλλο αρμονικό ν-πλευρο, η απόδειξη της οποίας μπορεί να βασισθεί στις Προτάσεις 87, 88, κτλ.
(β). Είναι φανερό ότι η Πρόταση 88, αποτελεί επέκταση της Πρότασης 87 .

(γ). Πιστεύουμε ότι πρόκειται για νέα Πρόταση, την οποία έχουμε επινοήσει το 1998 και την δημοσιεύσαμε με το βιβλίο μας [1] (τόμος 3, σελίδα 1272).
(δ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 87, 11(47), 11(48).

15.33. Κατασκευή Ειδικής Συνευθειακής Αρμονικής Τετράδα Σημείων. 

Γενίκευση της Γεωμετρικής Κατασκευής 90. 
Πρόκειται για την Κατασκευή 11(45) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr με το συνημμένο μας 140 (σχήμα 48).

Κατασκευή 89 (Σχήμα 55).

Ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ=2τ, να χωρισθεί αρμονικά από ζεύγος σημείων Γ, Δ (το Γ μεταξύ των Α, Β και το Δ εκτός τούτων), για το οποίο (ζεύγος) να είναι: ΓΔ=2τ' (τα τ, τ' δοσμένα τμήματα), ή με άλλη διατύπωση:

Να κατασκευασθεί αρμονική τετράδα σημείων Α, Γ, Β, Δ, τέτοια ώστε ΑΒ=2τ, ΓΔ=2τ' (όπου τ, τ′ δοσμένα τμήματα).

Λύση.  
Επειδή εδώ έχουμε Αρμονική Τετράδα, για τη λύση του Προβλήματος αυτού, θα χρησιμοποιήσουμε την νέα μέθοδο των Κανονικών Κεντρικών Δεσμών. 

 (α). Ανάλυση.

Για την εφαρμογή της μεθόδου αυτής, σκεπτόμαστε ως εξής:

Υποθέτουμε ότι η ζητούμενη Αρμονική Τετράδα κατασκευάσθηκε και ότι είναι η Α, Γ, Β, Δ. Αυτή θα έχει ΑΒ=2τ και ΓΔ=2τ′.

Γράφουμε τους κύκλους διαμέτρων ΑΒ=2τ και ΓΔ=2τ′, οι οποίοι τέμνονται σε ζεύγος συμμετρικών (Ορθοοπτικά Σημεία) σημείων Η, Η′ ως προς την ΑΒ. Η δέσμη Η(ΑΓΒΔ) είναι Κανονική, καθώς είναι Ορθοοπτική, αφού τα ΑΒ, ΓΔ φαίνονται από τα Η, Η′ προφανώς με ορθές γωνίες και βαίνει στην Αρμονική Τετράδα Σημείων Α, Γ, Β, Δ (§ 12.1, §12.2 και §12.13) 

Άρα, σύμφωνα με το Κριτήριο 69 (αναγκαίο), αν Κ, Λ είναι τα μέσα των ΑΒ, ΓΔ, αντίστοιχα και ο κύκλος διαμέτρου ΚΛ, θα περνά από τα Η, Η′ και άρα θα είναι 
[image: image128.wmf]∠

ΚΗΛ=1L, ενώ θα είναι και ΚΗ=τ, ΛΗ=τ′. Άρα, το ΚΛ κατασκευάζεται, ως υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου με κάθετες πλευρές τα δοσμένα τμήματα τ, τ′.
Επομένως, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
(β). Κατασκευή. 

Αφού τοποθετήσουμε στο χαρτί μας το τμήμα ΑΒ=2τ και αφού ορίσουμε το μέσον Κ του τμήματος ΑΒ, ορίζουμε και σημείο Λ (έστω προς το Β), έτσι ώστε το ΚΛ να είναι ίσο με την υποτείνουσα ορθογώνιου τριγώνου με κάθετες πλευρές τα τ, τ' 

(ΚΛ=
[image: image129.wmf]2
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+
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) και στη συνέχεια ορίζουμε εύκολα και τα Γ, Δ, εκατέρωθεν του Λ, καθώς είναι ΛΓ=ΛΔ=τ'.

Λέμε ότι η τετράδα των σημείων Α, Γ, Β, Δ, είναι η ζητούμενη αρμονική.

(γ). Απόδειξη.  
Από την κατασκευή τους προφανώς είναι ΑΒ=2τ και ΓΔ=2τ', οπότε αρκεί να αποδείξουμε ότι είναι και 
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Γράφουμε τους κύκλους με διαμέτρους ΑΒ, ΓΔ οι οποίοι η οποία τέμνονται σε σημεία Η, Η', οπότε στο τρίγωνο ΗΚΛ είναι ΗΚ=τ, ΗΛ=τ' και το ΚΛ=
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 ή        ΚΗ2+ΗΛ2=ΚΛ2.                                    (2).

1ος  Τρόπος (Με βάση το Κριτήριο 69).
Η σχέση (2) σημαίνει ότι το τρίγωνο ΗΚΛ είναι ορθογώνιο στο Η και άρα ο κύκλος διαμέτρου ΚΛ περνά από το Η. 

Τούτο, σύμφωνα με το ικανό του Κριτηρίου 69, σημαίνει ότι η τετράδα Α, Γ, Β, Δ, είναι αρμονική. Δηλαδή, πραγματικά αληθεύει η σχέση (1).
2ος  Τρόπος (Αναλυτικός).
Η σχέση (2) σημαίνει ότι το τρίγωνο ΗΚΛ είναι ορθογώνιο στο Η, ή ότι οι κύκλοι (κ), (λ) είναι ορθογώνιοι. Επομένως, επειδή η ΑΒ είναι διάμετρος του κύκλου (κ), ο κύκλος (λ) θα τέμνει την ΑΒ αρμονικά στα Γ, Δ, ή ότι τα Γ, Δ τέμνουν αρμονικά το ΑΒ, ή ότι αληθεύει πραγματικά η σχέση (2). 

3ος  Τρόπος (Με βάση τη Δύναμη Σημείου προς Κύκλο).
Από την (2), που αποδείξαμε ότι αληθεύει, προκύπτει ότι το τρίγωνο ΗΚΛ είναι ορθογώνιο στο Η και άρα η ΚΗ είναι κάθετη στην ακτίνα ΛΗ του κύκλου (λ), ή ότι η ΚΗ είναι εφαπτόμενη στον κύκλο (λ). 

Τούτο σημαίνει ότι το ΚΗ2 ή ΚΒ2 ή ΚΑ2 ή τ2 είναι η δύναμη του σημείου Κ ως 
προς τον κύκλο (λ). Άρα, θα είναι ΚΒ2=ΚΑ2 =ΚΓ.ΚΔ. Αυτή φανερώνει ότι τα Γ, Δ χωρίζουν αρμονικά το ΑΒ (αντίστροφο γνωστού Θεωρήματος του Νεύτωνα). 

Συνεπώς βλέπουμε ότι το Πρόβλημα 89, μπορεί να λυθεί εύκολα, με την κατασκευή του Κέντρου Η της Κανονικής Δέσμης Η(ΑΓΒΔ), η οποία κατασκευάζεται και αποδεικνύεται όπως παραπάνω αναφέραμε (ανάλυση και κατασκευή). 

(δ). Διερεύνηση.
Εύκολα διαπιστώνουμε ότι το πρόβλημα αυτό έχει προφανώς πάντοτε δύο λύσεις. Η μία είναι αυτή που περιγράψαμε παραπάνω και η άλλη προκύπτει, αν το Λ ληφθεί προς το μέρος του Α, οπότε το Γ, θα βρεθεί μεταξύ Κ και Α, ενώ το Δ, θα βρεθεί αριστερά του Α, το δε το σχήμα 55 θα είναι συμμετρικό ως προς την κάθετη ευθεία στην ΑΒ στο Κ.

Παρατηρήσεις.
(α). Είναι φανερό ότι η Κατασκευή 89 αποτελεί γενίκευση της Κατασκευής 90, που ακολουθεί. 

(β). Εύκολα αντιλαμβανόμαστε ότι και η Κατασκευή 89, ισχύει και για κύκλο (Δηλαδή όταν τα Α, Γ, Β, Δ είναι σημεία ομοκυκλικά) [Βλέπε Κατασκευή 11(46), συνημμένο 142].    ;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;
(γ). Η κατασκευή 89 πιστεύουμε ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.

(δ). Σχετικές είναι και οι Κατασκευές 90, 11(43), 11(46),     ;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;
15.34. Κατασκευή Ειδικής Συνευθειακής Αρμονικής Τετράδα Σημείων. 

Ειδική Περίπτωση της Γεωμετρικής Κατασκευής 89. 
Πρόκειται για την Κατασκευή 11(17) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr με το συνημμένο μας 136 (σχήματα 15 και 45).

Κατασκευή 90 (Σχήματα 62 και 63).

Ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ=2τ να χωρισθεί αρμονικά από ζεύγος σημείων Γ, Δ (το Γ μεταξύ των Α, Β και το Δ εκτός τούτων), για τα οποία (ζεύγη) να είναι: ΑΒ=ΓΔ=2τ (όπου τ δοσμένο τμήμα), ή με άλλη διατύπωση:

Να κατασκευασθεί Αρμονική Τετράδα σημείων Α, Β, Γ, Δ, τέτοια ώστε ΑΒ=ΓΔ=2τ (όπου τ δοσμένο τμήμα).

Ακόμη, αν Κ, Λ είναι τα μέσα των ΑΒ, ΓΔ αντίστοιχα, να υπολογισθεί το τμήμα ΚΛ συναρτήσει του τ και να δειχθεί ότι το άθροισμα ΚΓ+ΛΒ είναι ίσο με την πλευρά του περιγεγραμμένου κανονικού οκταγώνου  στον κύκλο διαμέτρου ΑΒ=τ.
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Σχήμα 62.


Πρώτο ζητούμενο.

Λύση 1η (Σχήμα 62).

Είναι φανερό ότι το πρώτο ζητούμενο της  Κατασκευής 90, αποτελεί μια ειδική περίπτωση της Κατασκευή 89. Για το λόγο αυτό θα εργασθούμε όπως στην Κατασκευή 89.

Επειδή εδώ έχουμε Αρμονική Τετράδα, για τη λύση του Προβλήματος αυτού, θα χρησιμοποιήσουμε την νέα μέθοδο των Κανονικών Κεντρικών Δεσμών. 

(α). Ανάλυση. 

Για την εφαρμογή της μεθόδου αυτής, σκεπτόμαστε ως εξής:

Υποθέτουμε ότι η ζητούμενη Αρμονική Τετράδα κατασκευάσθηκε και ότι είναι η Α, Γ, Β, Δ. Αυτή θα έχει ΑΒ=ΓΔ=2τ.

Γράφουμε τους κύκλους διαμέτρων ΑΒ=2τ και ΓΔ=2τ, οι οποίοι τέμνονται σε ζεύγος συμμετρικών, ως προς την ΑΒ, σημείων Η, Η′ (Ορθοοπτικά Σημεία). Η δέσμη Η(ΑΓΒΔ) είναι Κανονική, καθώς είναι Ορθοοπτική, αφού τα ΑΒ, ΓΔ φαίνονται από τα Η, Η′ προφανώς με ορθές γωνίες και βαίνει στην Αρμονική Τετράδα Σημείων Α, Γ, Β, Δ (§ 12.1, § 12.2 και § 12.13).

Άρα, σύμφωνα με το Κριτήριο 69 (αναγκαίο), αν Κ, Λ είναι τα μέσα των ΑΒ, ΓΔ, αντίστοιχα και ο κύκλος διαμέτρου ΚΛ, θα περνά από τα Η, Η′ και άρα θα είναι 
[image: image135.wmf]∠

ΚΗΛ=1L, ενώ θα είναι και ΚΗ=ΗΛ=τ. Άρα, το ΚΛ κατασκευάζεται, ως υποτείνουσα ισοσκελούς ορθογωνίου τριγώνου με κάθετες πλευρές το δοσμένο τμήμα τ. Στο ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε σκεπτομενοι αναλυτικά ως εξής:

Επειδή ο καθένας κύκλος από αυτούς, τέμνει αρμονικά την διάμετρο του άλλου, θα είναι ορθογώνιοι. Δηλαδή θα είναι ΚΗ
[image: image136.wmf]⊥

ΗΛ και άρα ΚΗ2+ΗΛ2=ΚΛ2=2τ2,

ή ΚΛ=τ
[image: image137.wmf]2

.                                                                                                             (1).
Επειδή το τ είναι γνωστό το ΚΛ μπορεί να κατασκευαστεί κατά τα γνωστά (ως διαγώνιος τετραγώνου πλευράς τ), οπότε, επειδή το Κ είναι γνωστό, εύκολαμπορούμε να ορίσουμε και το Λ. Άρα και τα Γ, Δ. Έτσι οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
(β). Κατασκευή. 

Αφού τοποθετήσουμε στο χαρτί μας το τμήμα ΑΒ=2τ και αφού ορίσουμε το μέσον Κ του τμήματος ΑΒ, ορίζουμε και σημείο Λ (έστω προς το Β), έτσι ώστε το ΚΛ να είναι ίσο με την υποτείνουσα ισοσκελούς ορθογώνιου τριγώνου με κάθετες πλευρές τo τμήμα τ (ΚΛ=τ
[image: image138.wmf]2

), οπότε ορίζεται το μέσον Λ του ΓΔ και 
στη συνέχεια ορίζουμε εύκολα και τα Γ, Δ, εκατέρωθεν του Λ, καθώς είναι ΛΓ=ΛΔ=τ. 

Λέμε ότι η τετράδα των σημείων Α, Γ, Β, Δ, είναι η ζητούμενη αρμονική.

(γ). Απόδειξη.  
Από την κατασκευή τους προφανώς είναι ΑΒ=ΓΔ=2τ, οπότε αρκεί να αποδείξουμε ότι είναι και 
[image: image139.wmf]ΓΒ

ΑΓ

=
[image: image140.wmf]ΔΒ

ΑΔ

.                                                                 (2).

Γράφουμε τους κύκλους με διαμέτρους ΑΒ, ΓΔ οι οποίοι τέμνονται σε σημεία Η, Η', οπότε στο τρίγωνο ΗΚΛ είναι ΗΚ=ΗΛ=τ και το ΚΛ=
[image: image141.wmf]2

2

τ

+

τ

 ή ΚΛ=
[image: image142.wmf]2

2

ΛΗ

+

ΚΗ

    ή        ΚΗ2+ΗΛ2=ΚΛ2.                                                           (3).

1ος  Τρόπος (Με βάση το Κριτήριο 69).
Η σχέση (3) σημαίνει ότι το τρίγωνο ΗΚΛ είναι ορθογώνιο στο Η και άρα ο κύκλος διαμέτρου ΚΛ περνά από το Η. 

Τούτο, σύμφωνα με το ικανό του Κριτηρίου 69, σημαίνει ότι η τετράδα Α, Γ, Β, Δ, είναι αρμονική. Δηλαδή, πραγματικά αληθεύει η σχέση (2).
2ος  Τρόπος (Αναλυτικός).
Η σχέση (3) σημαίνει ότι το τρίγωνο ΗΚΛ είναι ορθογώνιο στο Η, ή ότι οι κύκλοι (κ), (λ) είναι ορθογώνιοι. Επομένως, επειδή η ΑΒ είναι διάμετρος του κύκλου (κ), ο κύκλος (λ) θα τέμνει την ΑΒ αρμονικά στα Γ, Δ, ή ότι τα Γ, Δ τέμνουν αρμονικά το ΑΒ, ή ότι αληθεύει πραγματικά η σχέση (2). 

3ος  Τρόπος (Με βάση τη Δύναμη Σημείου προς Κύκλο).
Από την (3), που αποδείξαμε ότι αληθεύει, προκύπτει ότι το τρίγωνο ΗΚΛ είναι ορθογώνιο στο Η και άρα η ΚΗ είναι κάθετη στην ακτίνα ΛΗ του κύκλου (λ), ή ότι η ΚΗ είναι εφαπτόμενη στον κύκλο (λ). 

Τούτο σημαίνει ότι το ΚΗ2 ή ΚΒ2 ή ΚΑ2 ή τ2 είναι η δύναμη του σημείου Κ ως προς τον κύκλο (λ). Άρα, θα είναι ΚΒ2=ΚΑ2 =ΚΓ.ΚΔ. Αυτή φανερώνει ότι τα Γ, Δ χωρίζουν αρμονικά το ΑΒ (αντίστροφο γνωστού Θεωρήματος του Νεύτωνα). 

Συνεπώς βλέπουμε ότι το Πρόβλημα 89, μπορεί να λυθεί εύκολα, με την κατασκευή του Κέντρου Η της Κανονικής Δέσμης Η(ΑΓΒΔ), η οποία κατασκευάζεται 

και αποδεικνύεται όπως παραπάνω αναφέραμε (ανάλυση και κατασκευή). 
(δ). Διερεύνηση.
Εύκολα διαπιστώνουμε ότι το πρόβλημα αυτό έχει προφανώς πάντοτε δύο λύσεις. Η μία είναι αυτή που περιγράψαμε παραπάνω και η άλλη προκύπτει, 

αν το Λ ληφθεί προς το μέρος του Α, οπότε το Γ, θα βρεθεί μεταξύ Κ και Α, ενώ το Δ, θα βρεθεί αριστερά του Α, το δε σχήμα 55 θα είναι συμμετρικό ως προς την κάθετη ευθεία στην ΑΒ στο Κ.

Παρατηρήσεις.
(α).  Αν Θ είναι η τομή των ΗΗ' και ΚΛ, τότε εύκολα βρίσκουμε ότι από το Η τα έξι τμήματα ΑΚ, ΚΓ, ΓΘ, ΘΒ, ΒΛ, ΛΔ, φαίνονται με γωνίες ίσες με ω=22,50. 

Πραγματικά, επειδή όπως παραπάνω είδαμε η δέσμη Η(ΑΓΒΔ) είναι Κανονική 

θα είναι: 
[image: image143.wmf]∠

ΑΗΓ=
[image: image144.wmf]∠

ΓΗΒ=
[image: image145.wmf]∠

ΒΗΔ=450. Επίσης, επειδή το τρίγωνο ΗΚΛ είναι ορθογώνιο ισοσκελές θα είναι 
[image: image146.wmf]∠

ΗΚΛ=
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ΗΛΚ=
[image: image148.wmf]∠

ΚΗΘ=
[image: image149.wmf]∠

ΛΗΘ=450, οπότε και 
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ΚΑΗ=
[image: image151.wmf]∠

ΚΗΑ= ω= 22,50.

Ακόμη, επειδή 
[image: image152.wmf]∠

ΑΗΓ=450 και 
[image: image153.wmf]∠

ΑΗΚ=22.50 
[image: image154.wmf]⇒

 
[image: image155.wmf]∠

ΚΗΓ=ω=22.50. 

Επίσης, επειδή 
[image: image156.wmf]∠

ΚΗΘ=450 και 
[image: image157.wmf]∠

ΚΗΓ=22.50 
[image: image158.wmf]⇒

 
[image: image159.wmf]∠

ΓΗΘ=ω=22.50. 

Συνεπώς, 
[image: image160.wmf]∠

ΑΗΚ=
[image: image161.wmf]∠

ΚΗΓ=
[image: image162.wmf]∠

ΓΗΘ=ω=22,50.                                                        (4).

Όμοια βρίσκουμε ότι  θα είναι και 
[image: image163.wmf]∠

ΒΗΘ=
[image: image164.wmf]∠

ΒΗΛ=
[image: image165.wmf]∠

ΛΗΔ=ω=22,50. 
Μετά τα προαναφερθέντα προκύπτει ότι το σχήμα 62, είναι συμμετρικό ως προς την ΗΘ.

(β). Εύκολα βρίσκουμε ότι εδώ είναι και: (ΑΓΚΛ)=1, (ΔΒΚΛ)=1 (δηλαδή τα Κ, Λ τέμνουν αρμονικά και τα δύο τμήματα ΑΓ, ΒΔ), (ΑΔΘ∞)=1, (ΒΓΘ∞)=1, (ΚΛΘ∞)=1, (δηλαδή τα Θ, ∞, τέμνουν αρμονικά και τα τρία τμήματα ΑΔ, ΒΓ, ΚΛ) και (ΚΘΓΔ)=1, (ΛΘΒΑ)=1.

Πραγματικά, αυτά αληθεύουν, καθώς στο σχήμα 62 έχουμε διχοτόμους πέντε γωνιών τριγώνων με κοινή κορυφή το Η που τέμνουν την ΑΔ στα Κ, Λ, Θ, Γ, Β και είναι ΚΗ
[image: image166.wmf]⊥

ΗΛ, ΗΘ
[image: image167.wmf]⊥

Η∞, ΑΗ
[image: image168.wmf]⊥

ΗΒ, ΓΗ
[image: image169.wmf]⊥

ΗΔ.
(γ). Ακόμα, επειδή. 
[image: image170.wmf]ΓΒ

ΑΓ

=
[image: image171.wmf]ΔΒ

ΑΔ

, ΑΓ=ΒΔ 
[image: image172.wmf]⇒

 ΑΓ2=ΒΔ2=ΑΔ.ΒΓ.

Λύση 2η , (Σχήμα 63). 
(α). Ανάλυση. 

Έστω ότι ορίσαμε τα σημεία Γ, Δ, τα οποία, χωρίζουν αρμονικά το ζεύγος των 

σημείων Α, Β και ότι είναι  ΑΒ=ΓΔ=2τ.
Γράφουμε τον κύκλο διαμέτρου ΑΒ=2τ.                                                             (1). 

Φέρουμε την κάθετη διάμετρο ΕΖ στην ΑΒ στο Κ. 

Αν η ΕΓ τέμνει τον κύκλο στο Η και η ΖΗ τέμνει την ΑΒ στο Δ',  τότε επειδή η ΗΕ είναι προφανώς η εσωτερική διχοτόμος της γωνίας ΑΗΒ και ΗΖ
[image: image173.wmf]⊥

ΗΕ, η ΗΔ' θα είναι η εξωτερική διχοτόμος της ίδιας γωνίας ΑΗΒ. 
[image: image1.wmf]ΖΑ

ΕΖ
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ΔΕ

ΓΔ
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ΒΓ

ΑΒ

Άρα και το Δ' είναι συζυγές αρμονικό του Γ ως προς τα Α, Β. 

Αλλά και το Δ είναι συζυγές αρμονικό του Γ ως προς τα Α, Β, από την υπόθεση.

Τούτο σημαίνει ότι Δ'≡Δ.

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΗΓΔ, ΗΖΕ είναι ίσα, επειδή 
[image: image174.wmf]∠

ΗΕΚ=
[image: image175.wmf]∠

ΗΔΚ (από το εγγράψιμο τετράπλευρο ΚΗΔΕ) και ΕΖ=ΑΒ=ΓΔ=2τ (από την υπόθεση).

Άρα αυτά θα έχουν ΖΗ=ΗΓ,                                                                                (2). 
και επειδή η ΗΑ είναι διχοτόμος της ορθής γωνίας ΖΗΕ, η ΗΑ θα είναι μεσοκάθετη στην ΓΖ και επειδή ΗΒ
[image: image176.wmf]⊥

ΑΗ 
[image: image177.wmf]⇒

 ΖΓ//ΗΒ
[image: image178.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image179.wmf]∠

ΖΓΚ=
[image: image180.wmf]∠

ΗΒΚ.                           (3).
Ακόμα είναι και 
[image: image181.wmf]∠

ΖΓΚ=
[image: image182.wmf]∠

ΚΓΕ =
[image: image183.wmf]∠

ΗΓΒ ή 
[image: image184.wmf]∠

ΖΓΚ= 
[image: image185.wmf]∠

ΗΓΒ.                                   (4).

 Έτσι, από τις (3), (4) 
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ΗΓΒ= 
[image: image188.wmf]∠

ΗΒΓ
[image: image189.wmf]⇒

 ΗΓ =ΗΒ.                                             (5).

 Επομένως, από τις (2), (5) 
[image: image190.wmf]⇒

 ΖΗ=ΗΒ 
[image: image191.wmf]⇒

 τόξο ΖΗ=τόξο ΗΒ,  οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή. 

(β). Κατασκευή. 

Αφού γράψουμε τον κύκλο διαμέτρου ΑΒ και φέρουμε την κάθετη διάμετρο ΕΖ στην ΑΒ, ορίζουμε το μέσο Η του τόξου ΖΒ. Αν η ΖΗ τέμνει την ΑΒ στο Δ και η ΕΗ την ΑΒ στο Γ, λέμε ότι τα ζητούμενα σημεία είναι τα Γ, Δ.  
(γ). Απόδειξη.  
Επειδή η ΗΓ, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΗΑΒ, είναι διχοτόμος της γωνιάς ΑΗΒ 
και ΕΗ
[image: image192.wmf]⊥

ΖΔ  συνάγουμε ότι τα Γ, Δ τέμνουν αρμονικά το τμήμα ΑΒ. Απομένει να δείξουμε ότι ΓΔ=ΑΒ=2τ. 

Επειδή  
[image: image193.wmf]∠

ΗΒΑ=
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ΗΒΖ +
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ΖΒΑ =
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ΗΖΒ+
[image: image197.wmf]∠

ΒΖΕ= 
[image: image198.wmf]∠

ΗΖΕ ή 
[image: image199.wmf]∠

ΗΒΑ =
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ΗΖΕ = 
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ΗΒΓ ή 
[image: image202.wmf]∠

ΗΖΕ=
[image: image203.wmf]∠

ΗΒΓ.                                                                                                    (6).

Ακόμη, από το εγγράψιμο τετράπλευρο ΚΖΗΓ είναι:


[image: image204.wmf]∠

ΚΖΗ=
[image: image205.wmf]∠

ΗΓΒ ή 
[image: image206.wmf]∠

ΗΓΒ=
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ΗΖΕ.                                                                            (7).

Έτσι, από τις (6), (7) 
[image: image208.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image209.wmf]∠

ΗΒΓ=
[image: image210.wmf]∠

ΗΓΒ,                                                                (8).

και ΗΓ=ΗΒ.                                                                                                             (9).

Συνεπώς βλέπουμε ότι τα ορθογώνια τρίγωνα ΗΒΑ και ΗΓΔ έχουν ΗΓ=ΗΒ και 
[image: image211.wmf]∠

ΗΓΔ=
[image: image212.wmf]∠

ΗΒΑ [σχέσεις (8) και (9)], οπότε είναι ίσα και άρα ΓΔ=ΑΒ=λ. 

(δ). Διερεύνηση.
Εύκολα διαπιστώνουμε ότι το πρόβλημα αυτό έχει προφανώς πάντοτε δύο λύσεις. Η μία είναι αυτή που περιγράψαμε παραπάνω και η άλλη προκύπτει, 

αν το Η ληφθεί στο μέσον του τόξου ΑΖ, οπότε το Γ, θα βρεθεί μεταξύ Κ και Α, ενώ το Δ θα βρεθεί αριστερά του Α, το δε σχήμα 55 θα είναι συμμετρικό ως προς την ευθεία ΚΖ.

Γενικές Παρατηρήσεις.
 (α).  Εύκολα διαπιστώνουμε ότι το παραπάνω σχήμα 62 είναι μία ειδική περίπτωση του σχήματος 43β, για την περίπτωση που στο σχήμα 43β, συμπέσουν η διχοτόμος ΚΜ και η διάμεσος ΚΖ στο ύψος ΚΠ του τριγώνου ΚΒΓ ή όταν οι κύκλοι διαμέτρων ΑΓ, ΒΔ είναι ίσοι, ή όταν το τρίγωνο ΑΚΔ είναι ισοσκελές ή όταν ΑΓ=ΒΔ ή αν η τέμνουσα (ε) των ακτινών της συμμετρικής δέσμης είναι κάθετη στον άξονά της ΚΘ. 

(β). Διαπιστώσαμε με σχετική ευκολία ότι το παραπάνω πρόβλημα 90, αληθεύει και σε κύκλο [Κατασκευή 11(43), συνημμένο 137].    ;;;;;;;;;;;;;;;;;;

(γ). Είναι φανερό ότι η Κατασκευή 90, αποτελεί μια ειδική περίπτωση της Κατασκευής 89, κατά την οποία στο σχήμαη 62 η ευθεία (ε) και η ΗΘ είναι κάθετες, ή όταν το ύψος ή η ΗΘ και η διάμεσος του τριγώνου ΚΗΛ, συμπίπτουν.

(δ). Σχετικές είναι και οι Κατασκευές 89, 11(43), 11(46).
Δεύτερο ζητούμενο.

Aπόδειξη (Σχήματα 62 και 63). 
1ος Τρόπος (Σχήμα 62).
Από την Αρμονική Τετράδα Α, Γ, Β, Δ, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα του Νεύτωνα είναι:  ΚΑ2=ΚΒ2=ΚΓ.ΚΔ ή 
τ2=ΚΓ(ΚΓ+ΓΔ)=ΚΓ(ΚΓ+2τ)=ΚΓ2+2τ.ΚΓ ή ΚΓ2+2τ.ΚΓ-τ2=0.

Από την λύση της εξίσωσης αυτής ως προς ΚΓ, βρίσκουμε ότι ΚΓ=τ(
[image: image213.wmf]2

-1).

Τούτο ως γνωστό φανερώνει ότι το ΚΓ είναι ίσο με τη μισή πλευρά του περιγεγραμμένου οκτάγωνου στον κύκλο διαμέτρου ΑΒ=2τ (Γεωμετρία [28], βίβλιο 3, παράγραφος 244, σελίδα 147). Αλλά λόγω συμμετρίας του σχήματος 62, που αποδείξαμε στην παρατήρηση (α) της λύσης 1, θα είναι ΚΓ=ΛΒ, όποτε ΚΓ+ ΒΛ= 2τ(
[image: image214.wmf]2

-1). Δηλαδή το άθροισμα αυτό είναι ίσο με την πλευρά του περιγεγραμμένου οκταγώνου στον κύκλο διαμέτρου ΑΒ. 

2ος Τρόπος [Σχήμα 63).
Στο σχήμα 63, φέρουμε τις εφαπτόμενες στα σημεία Ζ, Η που τέμνονται σε σημείο Ι, οπότε ΙΖ=ΙΗ=με το μισό της πλευράς του περιγεγραμμένου κανονικού οκταγώνου στον κύκλο διαμέτρου ΑΒ (Βλέπε Γεωμετρία [28], βιβλίο 3, παράγραφος 244 σελίδα 147). Άρα, ΙΖ=Ι Η= τ(
[image: image215.wmf]2

-1).                                               (1).

Ακόμη είναι ΚΙ
[image: image216.wmf]⊥

ΖΗ και ΕΗ
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ΖΗ 
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 ΚΙ//ΗΓ.

Αλλά, 
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Ι ΗΖ=
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ΗΕΖ =
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ΓΕΚ ή 
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Ι ΗΖ=
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ΓΕΚ. Άρα 
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ΙΗΓ =
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Ι ΗΖ +
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ΖΗΕ =
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ΙΗΖ+1L =
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ΓΕΚ+1L= 
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ΓΕΚ+
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ΓΚΕ= 
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ΚΓΗ ή 
[image: image232.wmf]∠

Ι ΗΓ =
[image: image233.wmf]∠

ΚΓΗ. 

Επομένως το τετράπλευρο ΓΚΙΗ είναι ισοσκελές τραπέζιο και άρα αν ληφθεί υπόψη και η (1), θα είναι:  ΚΓ=Ι Η= τ(
[image: image234.wmf]2

-1).                                                   (2).
Επειδή, από την κατασκευή της λύσης 2 είναι ΛΓ=τ, θα είναι:
ΚΛ=ΚΓ+ΓΛ= τ(
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-1)+τ= τ
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-τ+τ = τ
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 ή ΚΛ= τ
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.                                   (3).

Ακόμη, επειδή λόγω της (2), είναι: ΚΓ=τ(
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-1)=τ
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-τ, θα είναι:

ΒΓ=ΚΒ-ΚΓ=τ-ΚΓ=τ-(τ
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-τ)=τ-τ
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+τ=2τ-τ
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, 
και ΒΛ=ΚΛ-ΚΓ-ΒΓ=τ
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-τ
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+τ+τ
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-2τ=τ
[image: image247.wmf]2

-τ=τ(
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-1)=ΚΓ.                       (4).
Άρα, από τις (2), (4) 
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 ΚΓ+ΒΛ=2.τ(
[image: image250.wmf]2

-1)=ΙΝ, που είναι η πλευρά του περιγεγραμμένου κανονικού οκτάπλευρου, στον κύκλο διαμέτρου ΑΒ.

Τελικές Παρατηρήσεις.
(α) Εύκολα διαπιστώνουμε ότι το τμήμα ΒΓ αποτελεί πλευρά τετραγώνου με διαγώνιο την πλευρά του περιγεγραμμένου κανονικού οκτάγωνου στον κύκλο 

Διαμέτρου ΑΒ=2τ, καθώς στο σχήμα 63 παραπάνω, η ΙΝ σχηματίζει με την ΒΓ γωνία 450 και το ΒΓ είναι ορθή προβολή του ΙΝ στην ευθεία ΒΓ. 
(β). Η κατασκευή 90 πιστεύουμε ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.

_1415264714.unknown

_1415365078.unknown

_1415366430.unknown

_1415368020.unknown

_1473138623.unknown

_1473140635.unknown

_1473402878.unknown

_1473855881.unknown

_1474012219.unknown

_1474113629.unknown

_1474289867.unknown

_1474463856.unknown

_1474463949.unknown

_1474458803.unknown

_1474177628.unknown

_1474091740.unknown

_1474012145.unknown

_1474012206.unknown

_1474012116.unknown

_1473746596.unknown

_1473748436.unknown

_1473748482.unknown

_1473746149.unknown

_1473400389.unknown

_1473400490.unknown

_1473400593.unknown

_1473400428.unknown

_1473400135.unknown

_1473400289.unknown

_1473140657.unknown

_1473139755.unknown

_1473140005.unknown

_1473140066.unknown

_1473140528.unknown

_1473139845.unknown

_1473139651.unknown

_1473139617.unknown

_1415368133.unknown

_1415427629.unknown

_1415427726.unknown

_1415368338.unknown

_1415368085.unknown

_1415367957.unknown

_1415366195.unknown

_1415366275.unknown

_1415366329.unknown

_1415366242.unknown

_1415366192.unknown

_1415363911.unknown

_1415364464.unknown

_1415364822.unknown

_1415364969.unknown

_1415364701.unknown

_1415363979.unknown

_1415344391.unknown

_1415344487.unknown

_1415344575.unknown

_1415345990.unknown

_1415346068.unknown

_1415345830.unknown

_1415344524.unknown

_1415344416.unknown

_1415344045.unknown

_1415344169.unknown

_1415344240.unknown

_1415344273.unknown

_1415344102.unknown

_1415279055.unknown

_1415277916.unknown

_1415278403.unknown

_1415278511.unknown

_1415276999.unknown

_1408432139.unknown

_1415264311.unknown

_1415264533.unknown

_1408432174.unknown

_1408369529.unknown

_1408428406.unknown

_1408428721.unknown

_1408428750.unknown

_1408428504.unknown

_1408423733.unknown

_1403497315.unknown

_1408369298.unknown

_1408369391.unknown

_1408369466.unknown

_1403504978.unknown

_1408369060.unknown

_1403497346.unknown

_1403495816.unknown

_1403496057.unknown

_1400485828.unknown

_1403442811.unknown

_1400486061.unknown

_1398235285.unknown

_1398518462.unknown

_1398668312.unknown

_1400485352.unknown

_1400485437.unknown

_1398668366.unknown

_1398668421.unknown

_1398665679.unknown

_1398434486.unknown

_1398434587.unknown

_1398518444.unknown

_1398434578.unknown

_1398263873.unknown

_1398264113.unknown

_1398433851.unknown

_1398263813.unknown

_1398149823.unknown

_1398229462.unknown

_1398235190.unknown

_1398229433.unknown

_1398149418.unknown

