(Συνημμένο 266. Συνέχεια από το συνημμένο 265).
19. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΜΕΘΟΔΟΥ ΤΩΝ ΑΡΜΟΝΙΚΏΝ ΔΕΣΜΩΝ. 
Γενικά.

Στη συνέχεια θα προβούμε σε εφαρμογές της μεθόδου των Αρμονικών Δεσμών, που αναφέρεται στην παράγραφο 18, με τη μορφή Γεωμετρικών Προτάσεων και Κατασκευών, με τις αποδείξεις τους, καθώς αυτές θα μας χρειασθούν για να στηρίξουμε σε αυτές τις αποδείξεις άλλων Προτάσεων, κτλ. Ακόμη σε αυτές και εκείνες της παραγράφου 15, θα στηριχθεί και η Νέα Μέθοδος του Αρμονικού Μετασχηματισμού, στην οποία θα αναφερθούμε αργότερα.

Παράλληλα με τις αποδείξεις-λύσεις που δίνουμε με εφαρμογή των παραπάνω, συχνά θα δώσουμε και άλλες, χωρίς την εφαρμογή αυτών, κυρίως με σκοπό την σύγκριση και απόδειξη της μεγάλης αξίας τούτων.

Σαν πρώτο Κριτήριο της παραγράφου αυτής εδώ, θα έπρεπε να έχει τοποθετηθεί το Κριτήριο 35, το οποίο όμως, λόγω αναγκών του βιβλίου τούτου, προηγήθηκε και τοποθετήθηκε στην παράγραφο 8.72.

19.1. Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένου Εξάπλευρου. 

Επέκταση του Κριτήριου 35 και σε Αρμονικό Εξάπλευρο.

[Πρόκειται για το Κριτήριο 11(82) (βελτιωμένο), που έχουμε αναρτήσει με το συνημμένο μας 182 (Σχήμα 72)]. 

Κριτήριο 96 (Σχήμα 69).

Κάθε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο) εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, είναι Αρμονικό, αν και μόνο αν, η δέσμη Σ(ΑΓΒΔΕΖ) που έχει κέντρο τυχαίο σημείο Σ του περιγεγραμμένου του κύκλου (ο), είναι αρμονική.

Απόδειξη. 
(α). Ευθύ.
Δηλαδή, αν το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό, τότε και η δέσμη Σ(ΑΓΒΔΕΖ) είναι αρμονική (Ορολογία στις § 16.1β και 17.2). 

Πραγματικά, αφού το εξάπλευρο ΑΓΒΔΕΖ είναι αρμονικό, σύμφωνα με τον 

σχετικό ορισμό αρμονικότητάς (§ 16.1β) του εγγεγραμμένου εξάπλευρου, έχει αρμονικά και τα έξι παρακάτω τετράπλευρά του:

ΑΒΓΕ, ΒΓΔΖ, ΓΔΕΑ, ΔΕΖΒ, ΕΖΑΓ, ΖΑΒΔ.                                                          (1). 

Έτσι, σύμφωνα με το ευθύ του κριτηρίου 35 (§ 8.72 ή § 17.1), θα έχει αρμονικές και τις αντίστοιχες παρακάτω δέσμες των τεσσάρων ακτινών, καθώς τα παραπάνω έξι τετράπλευρα είναι και εγγεγραμμένα:

Σ(ΑΒΓΕ), Σ(ΒΓΔΖ), Σ(ΓΔΕΑ), Σ(ΔΕΖΒ), Σ(ΕΖΑΓ), Σ(ΖΑΒΔ).                              (2). 

Άρα, αν με ευθεία (ε) τμήσουμε την δέσμη Σ(ΑΒΓΔΕΖ) των έξι ακτινών, στα σημεία α, β, γ, δ, ε, ζ, αντίστοιχα, θα προκύψει η δέσμη Σ(αβγδεζ), για την οποία  επειδή αληθεύουν οι (2) και σύμφωνα με τα γνωστά, οι παρακάτω τετράδες σημείων της, θα είναι αρμονικές:

α, β, γ, ε – β, γ, δ, ζ – γ, δ, ε, α – δ, ε, ζ, β– ε, ζ, α, γ – ζ, α, β, δ.                       (3). 

Επομένως, σύμφωνα τον σχετικό ορισμό αρμονικότητας (§ 11.1β),η εξάδα σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, είναι αρμονική. 

Τούτο, σύμφωνα με τον ορισμό της αρμονικής κεντρικής δέσμης των έξι ακτινών (§ 17.21), η δέσμη Σ(αβγδεζ), ή η δέσμη Σ(ΑΒΓΔΕΖ), είναι αρμονική. 

(β). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν η δέσμη Σ(ΑΒΓΔΕΖ), είναι αρμονική, τότε και το εξάπλευρό ΑΒΓΔΕΖ, είναι αρμονικό. 

Για την απόδειξη τούτου, ακολουθούμε την αντίστροφη ακριβώς πορεία. 

Δηλαδή:

Αφού η δέσμη Σ(ΑΒΓΔΕΖ), ή η δέσμη Σ(αβγδεζ)) είναι αρμονική, αν την τμήσουμε με ευθεία (ε), σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 17.21), αρμονική θα είναι και η συνευθειακή εξάδα σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, οπότε σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 11.1β) και οι έξι παρακάτω τετράδες συνευθειακών σημείων, θα είναι αρμονικές: 

α, β, γ, ε – β, γ, δ, ζ – γ, δ, ε, α – δ, ε, ζ, β– ε, ζ, α, γ – ζ, α, β, δ.                        (3). 

Άρα, κατά τα γνωστά  και οι παρακάτω δέσμες, θα είναι αρμονικές:

Σ(ΑΒΓΕ), Σ(ΒΓΔΖ), Σ(ΓΔΕΑ), Σ(ΔΕΖΒ), Σ(ΕΖΑΓ), Σ(ΖΑΒΔ).                              (2). 

Έτσι, αφού οι έξι δέσμες αυτές των τεσσάρων ακτινών είναι αρμονικές, σύμφωνα με το κριτήριο 35 (§ 8.72 ή την § 17.1), θα τμήσουν τον κύκλο 

(ο), σε έξι σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, για τα οποία, οι έξι παρακάτω τετράδες ομοκυκλικών σημείων τους θα είναι αρμονικές (ή που αποτελούν κορυφές έξι αρμονικών τετράπλευρων), καθώς αυτά είναι και εγγεγραμμένα στον κύκλο (ο):

Α, Β, Γ, Ε – Β, Γ, Δ, Ζ – Γ, Δ, Ε, Α – Δ, Ε, Ζ, Β – Ε, Ζ, Α, Γ – Ζ, Α, Β, Δ.            (1). 

Τούτο, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό αρμονικότητας (§ 16.1β), σημαίνει ότι το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ θα είναι αρμονικό. 

(γ). Διερεύνηση.
Το κριτήριο αυτό αληθεύει και στην ειδική περίπτωση κατά την οποία το Σ θα συμπέσει με μία κορφή του εξάπλευρου.

Πραγματικά, αν το Σ συμπέσει πχ στην κορυφή Α, τότε η ακτίνα ΣΑ της δέσμης Σ(ΑΒΓΔΕΖ) θα συμπέσει προφανώς με την εφαπτόμενη χ'Αχ στο σημείο Α, οπότε 
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. Δηλαδή, όλες οι γωνίες που σχηματίζονται μεταξύ των διαδοχικών ακτινών των δύο δεσμών Σ(ΑΒΓΔΕΖ) και Α(χΒΓΔΕΖ) είναι ίσες, μία προς μία. Άρα, αφού η πρώτη των δεσμών αυτών είναι αρμονική, αρμονική θα είναι και η δεύτερη.

Συμπέρασμα.
Το παραπάνω Κριτήριο είναι σημαντικό, γιατί βρίσκει πολλές εφαρμογές, τις οποίες θα συναντήσουμε παρακάτω και γιατί μας επιτρέπει να δώσουμε και τον παρακάτω εναλλακτικό ορισμό για την Αρμονική Κεντρική Δέσμη έξι ακτινών, εκτός του μέχρι τώρα γνωστού μας (§ 17.2): 

«Μια Κεντρική Δέσμη Έξι Ακτινών, καλούμε Αρμονική, αν την δέσμη αυτή καταστήσουμε εγγεγραμμένη σε κύκλο και οι τομές της με τον κύκλο αυτό αποτελούν κορυφές Αρμονικού Εξάπλευρου».

Παρατηρήσεις.
(α). Όπως θα δούμε στη συνέχεια, ανάλογα Κριτήρια, αληθεύουν και σε άλλα Αρμονικά Πολύπλευρα, όπως το Αρμονικό Οκτάπλευρο, Δεκάπλευρο, κτλ. 

(β). Όπως και στο παραπάνω συμπέρασμα είδαμε, με το Κριτήριο αυτό επεκτείνεται ο ορισμός των Αρμονικών Δεσμών από ευθεία και σε κύκλο. 
(γ).Αργότερα θα αναφέρουμε και άλλα Κριτήρια και Κατασκευές Αρμονικών Εξάπλευρων.
(δ). Το Κριτήριο αυτό, πιστεύουμε ότι είναι νέο και πρωτοεμφανίζεται εδώ.

(ε). Σχετικές Προτάσεις είναι και 35, 97, 98. 

19.2. Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένου Οκτάπλευρου. 

Επέκταση του Κριτήριου 96 και σε Αρμονικό Οκτάπλευρο.

[Πρόκειται για το Κριτήριο 11(60) (βελτιωμένο), που έχουμε αναρτήσει με το συνημμένο μας 160 (Σχήμα 60)]. 

Κριτήριο 97 (Σχήμα 70).
Κάθε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο) οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ, είναι Αρμονικό, αν και μόνο αν, η δέσμη Σ(ΑΓΒΔΕΖΗΘ) που έχει κέντρο τυχαίο σημείο Σ του περιγεγραμμένου του κύκλου (ο), είναι αρμονική.

Απόδειξη. 
α). Ευθύ.
Δηλαδή, αν το οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ είναι αρμονικό, τότε και η δέσμη Σ(ΑΓΒΔΕΖΗΘ) είναι αρμονική (Ορολογία στις § 16.1γ και § 17.3). 
Πραγματικά, αφού το οκτάπλευρο ΑΓΒΔΕΖΗΘ είναι αρμονικό, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 16.1γ) του εγγεγραμμένου οκτάπλευρου, έχει αρμονικά και τα οκτώ παρακάτω τετράπλευρά του:

ΑΒΓΖ, ΒΓΔΗ, ΓΔΕΘ, ΔΕΖΑ, ΕΖΗΒ, ΖΗΘΓ, ΗΘΑΔ, ΘΑΒΕ.                                 (1). 

Έτσι, σύμφωνα με το ευθύ του κριτηρίου 35, ή την § 17.1, θα έχει αρμονικές και τις αντίστοιχες παρακάτω δέσμες των τεσσάρων ακτινών, καθώς τα παραπάνω οκτώ τετράπλευρα είναι και εγγεγραμμένα:

Σ(ΑΓΒΖ), Σ(ΒΔΓΗ), Σ(ΓΕΔΘ), Σ(ΔΖΕΑ), 

Σ(ΕΗΖΒ), Σ(ΖΘΗΓ), Σ(ΗΑΘΔ), Σ(ΘΒΑΕ).                                                              (2). 

Άρα αν με ευθεία (ε) τμήσουμε την δέσμη Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘ) των οκτώ ακτινών, στα σημεία α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, θα προκύψει η δέσμη Σ(αβγδεζηθ), για την οποία σύμφωνα με τα γνωστά και λόγω της σχέσης (2), οι παρακάτω τετράδες σημείων θα είναι αρμονικές:

α, β, γ, ζ – β, γ, δ, η – γ, δ, ε, θ – δ, ε, ζ, α – 
ε, ζ, η, β – ζ, η, θ, γ – η, θ, α, δ – θ, α, β, ε.                                                          (3). 

Επομένως, σύμφωνα τον εναλλακτικό ορισμό του Κριτήριο 68 (§ 15.9), η οκτάδα σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, είναι αρμονική. 
Τούτο, σύμφωνα με τον ορισμό της αρμονικής κεντρικής δέσμης των οκτώ ακτινών (§ 17.31), η δέσμη Σ(αβγδεζηθ), ή δέσμη Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘ), είναι αρμονική. 

(β). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν η δέσμη Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘ), είναι αρμονική, τότε και το οκτάπλευρό ΑΒΓΔΕΖΗΘ, είναι αρμονικό. 

Για την απόδειξη τούτου, ακολουθούμε την αντίστροφη ακριβώς πορεία. 
Δηλαδή:

Αφού η δέσμη Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘ) είναι αρμονική, αν την τμήσουμε με ευθεία (ε), σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 17.31) αρμονική θα είναι και η συνευθειακή οκτάδα σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, και άρα σύμφωνα με τον σχετικό εναλλακτικό oορισμό του Κριτηρίου 68  και οι οκτώ παρακάτω τετράδες συνευθειακών σημείων, θα είναι αρμονικές: 
α, β, γ, ζ – β, γ, δ, η – γ, δ, ε, θ – δ, ε, ζ, α – 

ε, ζ, η, β – ζ, η, θ, γ – η, θ, α, δ – θ, α, β, ε.                                                             (3). 

Άρα, κατά τα γνωστά και λόγω της σχέσεως (3), οι παρακάτω δέσμες θα είναι αρμονικές:
Σ(ΑΓΒΖ), Σ(ΒΔΓΗ), Σ(ΓΕΔΘ), Σ(ΔΖΕΑ), 

Σ(ΕΗΖΒ), Σ(ΖΘΗΓ), Σ(ΗΑΘΔ), Σ(ΘΒΑΕ).                                                                (2). 

Έτσι, αφού οι οκτώ δέσμες αυτές των τεσσάρων ακτινών είναι αρμονικές, σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτήριου 35, ή την § 17.1, θα τμήσουν τον κύκλο (ο), σε οκτώ σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, για τα οποία, οι οκτώ παρακάτω τετράδες ομοκυκλικών σημείων τους θα είναι αρμονικές (ή που αποτελούν κορυφές αρμονιών τετράπλευρων), καθώς αυτά είναι και εγγεγραμμένα στον κύκλο (ο):

Α, Β, Γ, Ζ – Β, Γ, Δ, Η – Γ, Δ, Ε, Θ – Δ, Ε, Ζ, Α – 
Ε, Ζ, Η, Β – Ζ, Η, Θ, Γ – Η, Θ, Α, Δ – Θ, Α, Β, Ε.                                                  (1). 

Τούτο, σύμφωνα με το σχετικό ορισμό (§ 16.1γ), σημαίνει ότι το οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ θα είναι αρμονικό. 

(γ). Διερεύνηση.
Το κριτήριο αυτό αληθεύει και στην ειδική περίπτωση κατά την οποία το Σ συμπέσει με μία κορφή του Οκτάπλευρου.
Πραγματικά, αν το Σ συμπέσει πχ στην κορυφή Α, τότε η ακτίνα ΣΑ της δέσμης Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘ) θα συμπέσει προφανώς με την εφαπτόμενη χ'Αχ στο σημείο Α, 

οπότε 
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. Δηλαδή, όλες οι γωνίες που σχηματίζονται μεταξύ των διαδοχικών ακτινών των δύο δεσμών Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘ) και Α(χΒΓΔΕΖΗΘ) είναι ίσες, μία προς μία. Άρα, αφού η πρώτη των δεσμών αυτών είναι αρμονική, αρμονική θα είναι και η δεύτερη.

Συμπέρασμα.
Το παραπάνω Κριτήριο είναι σημαντικό, γιατί βρίσκει πολλές εφαρμογές, τις οποίες θα συναντήσουμε παρακάτω και γιατί μας επιτρέπει να δώσουμε και τον παρακάτω εναλλακτικό ορισμό για την Αρμονική Κεντρική Δέσμη Οκτώ ακτινών, εκτός του μέχρι τώρα γνωστού μας (§ 17.3): 
«Μια Κεντρική Δέσμη Οκτώ Ακτινών, καλούμε Αρμονική, αν την δέσμη αυτή καταστήσουμε εγγεγραμμένη σε κύκλο και οι τομές της με τον κύκλο αυτό αποτελούν κορυφές Αρμονικού Οκτάπλευρου».

Παρατηρήσεις.
(α). Όπως θα δούμε παρακάτω, ανάλογα Κριτήρια, αληθεύουν και σε άλλα Αρμονικά Πολύπλευρα, όπως το Αρμονικό Δεκάπλευρο, κτλ.

(β). Όπως και στο παραπάνω συμπέρασμα είδαμε, με το Κριτήριο αυτό επεκτείνεται ο ορισμός των Αρμονικών Δεσμών από ευθεία και σε κύκλο. 

(γ). Το Κριτήριο αυτό, πιστεύουμε ότι είναι νέο και πρωτοεμφανίζεται εδώ.
(δ). Ανάλογο Κριτήριο, για Κανονικό Οκτάπλευρο, αποτελεί το Κριτήριο 77.

(ε). Σχετικές Προτάσεις είναι και οι 35, 96, 98.

19.3. Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένου Δεκάπλευρου. 

Επέκταση του Κριτήριου 97 και σε Αρμονικό Δεκάπλευρο.

[Πρόκειται για το Κριτήριο 11(101) (βελτιωμένο), που έχουμε αναρτήσει με το συνημμένο μας 201 (Σχήμα 84)]. 

Κριτήριο 98 (Σχήμα 71).

Κάθε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο) δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, είναι Αρμονικό, αν και μόνο αν, η δέσμη Σ(ΑΓΒΔΕΖΗΘΙΚ) που έχει κέντρο τυχαίο σημείο Σ του περιγεγραμμένου του κύκλου (ο), είναι αρμονική. Ανάλογη Πρόταση αληθεύει και για Αστεροειδές Δεκάπλευρο ΑΔΗΚΓΖΗΒΕΘΑ.
Απόδειξη.
1/. Για το κυρτό Οκτάπλευρο. 

(α). Ευθύ.
Δηλαδή, αν το δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ είναι αρμονικό, τότε και η δέσμη Σ(ΑΓΒΔΕΖΗΘΙΚ) είναι αρμονική (Ορολογία στις § 16.1δ και 17.4).

Πραγματικά, αφού το δεκάπλευρο ΑΓΒΔΕΖΗΘΙΚ είναι αρμονικό, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό αρμονικότητάς (§ 16.1δ) του εγγεγραμμένου δεκάπλευρου, τούτο θα έχει αρμονικά και τα δέκα παρακάτω τετράπλευρά του:

ΑΒΓΗ, ΒΓΔΘ, ΓΔΕΙ, ΔΕΖΚ, ΕΖΗΑ, 

ΖΗΘΒ, ΗΘΙΓ, ΘΙΚΔ, ΙΚΑΕ, ΚΑΒΖ.                                                                        (1).

Έτσι, σύμφωνα με το ευθύ του κριτηρίου 35 (§ 8.72), ή την § 17.1, θα έχει αρμονικές και τις αντίστοιχες της σχέσεως (1) παρακάτω δέκα δέσμες των τεσσάρων ακτινών, καθώς τα παραπάνω δέκα τετράπλευρα είναι και εγγεγραμμένα:

Σ(ΑΒΓΗ),  Σ(ΒΓΔΘ), Σ(ΓΔΕΙ),Σ(ΔΕΖΚ), Σ(ΕΖΗΑ),

Σ(ΖΗΘΒ), Σ(ΗΘΙΓ), Σ(ΘΙΚΔ), Σ(ΙΚΑΕ), Σ(ΚΑΒΖ).                                                   (2).

Άρα, αν με ευθεία (ε) τμήσουμε την δέσμη Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ) των δέκα ακτινών, στα σημεία α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ, αντίστοιχα, θα προκύψει η δέσμη Σ(αβγδεζηθικ), για την οποία, επειδή αληθεύουν οι (2) και σύμφωνα με τα γνωστά, οι παρακάτω δέκα τετράδες σημείων θα είναι αρμονικές:

α, β, γ, η – β, γ, δ, θ – γ, δ, ε, ι – δ, ε, ζ, κ– ε, ζ, η, α –

ζ, η, θ, β – η, θ, ι, γ – θ, ι, κ, δ – ι, κ, α, ε – κ, α, β, ζ.                                             (3).

Επομένως, σύμφωνα τον σχετικό ορισμό αρμονικότητας (§ 11.1δ), η δεκάδα σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ, είναι αρμονική.

Τούτο, σύμφωνα με τον ορισμό της αρμονικής κεντρικής δέσμης των δέκα ακτινών (§ 17.41), η δέσμη Σ(αβγδεζηθικ), ή η δέσμη Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ), είναι αρμονική.

(β). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν η δέσμη Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ), είναι αρμονική, τότε και το δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, είναι αρμονικό.

Για την απόδειξη τούτου, ακολουθούμε την αντίστροφη ακριβώς πορεία.

Δηλαδή:

Αφού η δέσμη Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ), ή η δέσμη Σ(αβγδεζηθικ) είναι αρμονική, αν την τμήσουμε με ευθεία (ε), σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 17.41), αρμονική θα είναι και η συνευθειακή δεκάδα σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ, οπότε σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 11.1δ) και οι δέκα παρακάτω τετράδες συνευθειακών σημείων, θα είναι αρμονικές:

α, β, γ, η – β, γ, δ, θ – γ, δ, ε, ι – δ, ε, ζ, κ– ε, ζ, η, α –

ζ, η, θ, β – η, θ, ι, γ – θ, ι, κ, δ – ι, κ ,α, ε – κ, α, β, ζ.                                            (3).

Άρα, κατά τα γνωστά και λόγω των (3), οι παρακάτω δέκα δέσμες, θα είναι αρμονικές:

Σ(ΑΒΓΗ), Σ(ΒΓΔΘ), Σ(ΓΔΕΙ), Σ(ΔΕΖΚ), Σ(ΕΖΗΑ) 

Σ(ΖΗΘΒ), Σ(ΗΘΙΓ), Σ(ΘΙΚΔ), Σ(ΙΚΑΕ), Σ(ΚΑΒΖ).                                                   (2).

Έτσι, αφού οι δέκα δέσμες αυτές των τεσσάρων ακτινών είναι αρμονικές, σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτήριου 35 (§ 8.72), ή την § 17.1, οι ακτίνες τούτων θα τμήσουν τον κύκλο (ο), σε δέκα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, Ι, Κ, για τα οποία, οι δέκα παρακάτω τετράδες ομοκυκλικών σημείων τους, θα είναι αρμονικές (ή που αποτελούν κορυφές αρμονικών τετράπλευρων), καθώς αυτά είναι και εγγεγραμμένα στον κύκλο (ο):

Α, Β, Γ, Η – Β, Γ, Δ, Θ – Γ, Δ, Ε, Ι – Δ, Ε, Ζ, Κ – Ε, Ζ, Η, Α, 

Ζ, Η, Θ, Β – Η, Θ, Ι, Γ – Θ, Ι, Κ, Δ – Ι, Κ, Α, Ε – Κ, Α, Β, Ζ.                                  (1).

Τούτο, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό αρμονικότητας (§ 16.1δ), σημαίνει ότι το δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, θα είναι αρμονικό.

(γ). Διερεύνηση.
Το κριτήριο αυτό αληθεύει και στην ειδική περίπτωση κατά την οποία το Σ 
με μία κορφή του δεκάπλευρου.

Πραγματικά, αν το Σ συμπέσει πχ στην κορυφή Ι, τότε η ακτίνα ΣΙ της δέσμης 

Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ) θα συμπέσει προφανώς με την εφαπτόμενη χ'Ιχ στο σημείο Ι, οπότε:
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καθώς το τετράπλευρο ΑΣΚΙ είναι εγγεγραμμένο.

Δηλαδή, όλες οι γωνίες που σχηματίζονται μεταξύ των διαδοχικών ακτινών των δύο δεσμών Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ) και Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘxx'Κ) είναι ίσες, μία προς μία. Άρα, αφού η πρώτη των δεσμών αυτών είναι αρμονική, αρμονική θα είναι και η δεύτερη.
2/. Για το Αστεροειδές Δεκάπλευρο. 

Αν το Αστεροειδές Δεκάπλευρο ΑΔΗΚΓΖΙΒΕΘΑ είναι Αρμονικό, αποδεικνύουμε όπως παραπάνω ότι και η δέσμη Σ(ΑΔΗΚΓΖΙΒΕΘΑ), που έχει κέντρο τυχαίο σημείο Σ του κύκλου (ο) είναι Αρμονική και αντίστροφα (ότι η δεκάδα α, δ, η, κ, γ, ζ, ι, β, ε, θ, α, είναι Αρμονική, αποδεικνύεται στην παράγραφο 12.8).
Συμπέρασμα.
Το παραπάνω Κριτήριο είναι σημαντικό, γιατί βρίσκει πολλές εφαρμογές, τις οποίες θα συναντήσουμε παρακάτω και γιατί μας επιτρέπει να δώσουμε και τον παρακάτω εναλλακτικό ορισμό για την Αρμονική Κεντρική Δέσμη Δέκα Ακτινών, εκτός του μέχρι τώρα γνωστού μας (§ 17.4):

«Μια Κεντρική Δέσμη Δέκα Ακτινών, καλούμε Αρμονική, αν την δέσμη αυτή καταστήσουμε εγγεγραμμένη σε κύκλο και οι τομές της με τον κύκλο αυτό αποτελούν κορυφές Αρμονικού Δεκάπλευρου».

Παρατηρήσεις.
(α). Όπως θα δούμε παρακάτω, ανάλογα Κριτήρια, αληθεύουν και σε άλλα Αρμονικά Πολύπλευρα, όπως το Αρμονικό Δωδεκάπλευρο, κτλ.

(β). Όπως και στο παραπάνω συμπέρασμα είδαμε, με το Κριτήριο αυτό επεκτείνεται ο ορισμός των Αρμονικών Δεσμών από ευθεία και σε κύκλο.

(γ). Το Κριτήριο αυτό, πιστεύουμε ότι είναι νέο και πρωτοεμφανίζεται εδώ.

(δ). Ανάλογο Κριτήριο, για Κανονικό Δεκάπλευρο, αποτελεί το Κριτήριο 78. 

(ε). Σχετικές Προτάσεις είναι και οι 35, 96, 97.

19.4. Γενικό Συμπέρασμα.
Μετά τα παραπάνω Κριτήρια 35, 96, 97, 98 και αν εργασθούμε όπως στις αποδείξεις τούτων, καταλήγουμε στο παρακάτω γενικό συμπέρασμα:

Ανάλογο Κριτήριο, με τα Κριτήρια 35, 96, 97, 98, αληθεύει και για οποιοδήποτε Αρμονικό ν-πλευρο, αρκεί τούτο να κατασκευάζεται, ή να κατασκευάζεται η αντίστοιχη Αρμονική ν-άδα.

19.5. Κατασκευή Αρμονικού Τετράπλευρου από Αρμονική Τετράδα και Αντίστροφα. 
Nέος Εύκολος Τρόπος Κατασκευής Αρμονικού Τετράπλευρου.

 [Πρόκειται για την Κατασκευή11(86) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr  με το συνημμένο μας 186 (σχήμα 75)].

Κατασκευή 99 (Σχήμα 68).

Να κατασκευασθεί Αρμονικό Τετράπλευρο, εγγεγραμμένο σε δοσμένο κύκλο (ο), με βάση μία Αρμονική Τετράδα Σημείων, που μας δίνεται και αντίστροφα, σε δοσμένη ευθεία (ε), να κατασκευαστεί μία Αρμονική Τετράδα Σημείων, με βάση ένα Αρμονικό Τετράπλευρο, που μας δίνεται.

Λύση.  
(α). Ευθύ.
1/. Ανάλυση.
Δηλαδή μας δίνεται σε ευθεία (ε), η Τετράδα Αρμονικών Σημείων α, β, γ , δ και ζητείται, με βάση την τετράδα αυτή, να κατασκευαστεί Αρμονικό Τετράπλευρο ΑΒΓΔ εγγεγραμμένο σε δοσμένο κύκλο (ο). 
Αν λάβουμε υπόψη μας το αντίστροφο του Κριτήριου 35 (§ 8.72), οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
2/. Κατασκευή.  

Στον κύκλο (ο) ορίζουμε τυχαίο σημείο Σ και σχηματίζουμε δέσμη Σ(αβγδ), οι 
ακτίνες της οποίας, έστω ότι επανατέμνουν τον κύκλο (ο) στα σημεία Α, Β, Γ, Δ, αντίστοιχα. 
Λέμε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι το ζητούμενο Αρμονικό.

3/. Απόδειξη.
Επειδή Τετράδα Σημείων α, β, γ, δ, είναι Αρμονική, ως γνωστό, Αρμονική θα είναι και η Κεντρική Δέσμη Σ(αγβδ) ή Σ(ΑΓΒΔ).

Έτσι, σύμφωνα με το αντίστροφό του Κριτήριου 35 και η ομοκυκλική τετράδα 
σημείων Α, Β, Γ, Δ, θα είναι Αρμονική (Αρμονικό Τετράπλευρο το ΑΒΓΔ), 
οπότε το τετράπλευρο αυτό θα είναι το ζητούμενο, καθώς είναι και εγγεγραμμένο στον κύκλο (ο).
(β). Αντίστροφο.

1/. Ανάλυση.
Δηλαδή μας δίνεται σε κύκλο (ο), η Αρμονική Τετράδα Σημείων του Α, Β, Γ, Δ, και ζητείται να κατασκευαστεί σε δοσμένη ευθεία (ε) Αρμονική Τετράδα Σημείων α, β, γ, δ. 

Αν λάβουμε υπόψη μας το ευθύ του Κριτήριου 35, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
2/. Κατασκευή.  

Στον κύκλο (ο), ορίζουμε τυχαίο σημείο Σ και σχηματίζουμε τη δέσμη Σ(ΑΒΓΔ), οι ακτίνες της οποίας, έστω ότι τέμνουν την ευθεία (ε) στα σημεία α, β, γ, δ, αντίστοιχα. 

Λέμε ότι η ζητούμενη Αρμονική Τετράδα Σημείων είναι η α, β, γ, δ. 

3/. Απόδειξη. 
Επειδή το Τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι Αρμονικό και η δέσμη Σ(ΑΒΓΔ) ή Σ(αβγδ) θα είναι αρμονική (ευθύ του Κριτήριου 35).

Έτσι επειδή, σύμφωνα με τα γνωστά, η Κεντρική Δέσμη Σ(αβγδ) είναι αρμονική, αρμονική θα είναι και η Τετράδα Σημείων α, β, γ, δ. Άρα είναι η ζητούμενη, καθώς βρίσκεται και στην ευθεία (ε).

Παρατηρήσεις.
(α). Το παραπάνω Πρόβλημα και η λύση του, πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζονται εδώ.

(β). Το πρόβλημα 99, έτσι όπως έχει δοθεί, είναι αόριστο. Αν θέλουμε να το καταστήσουμε ορισμένο, τότε πρέπει να μας δίνονται επαρκή στοιχεία. Για παράδειγμα, γίνεται συγκεκριμένο αν δοθούν τα τρία σημεία της ευθείας (ε), ή τα τρία σημεία του κύκνου (ο).

(γ). Με ανάλογο τρόπο μπορούμε να κατασκευάσουμε σε ευθεία αρμονικές εξάδες, οκτάδες, δεκάδες, κτλ, ή σε κύκλο να κατασκευάσουμε αρμονικά εξάπλευρα, οκτάπλευρα, δεκάπλευρα, κτλ, αρκεί και τα αντίστοιχα Κανονικά 
τους Πολύπλευρα, να κατασκευάζονται.
(δ). Άλλους τρόπους κατασκευής Αρμονικού Τετραπλεύρου, θα δώσεουμε αργότερα.

(ε). Στην παραπάνω Κατασκευή, χρησιμοποιήσαμε ειδικό τρόπο. Τούτο έγινε επειδή αυτός θα μας βοηθήσει στην καλλίτερη κατανόηση της νέας μας Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού.

(στ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 35, 100-103.

19.6. Κατασκευή Αρμονικού Εξάπλευρου από Αρμονική Εξάδα και Αντίστροφα. 
Nέος Εύκολος Τρόπος Κατασκευής Αρμονικού Εξάπλευρου.
Επέκταση της Κατασκευής 99 και σε Εξάπλευρο.
[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(84) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr  με το συνημμένο μας 184 (σχήμα 72)].

Κατασκευή 100 (Σχήμα 69).

Να κατασκευασθεί Αρμονικό Εξάπλευρο, εγγεγραμμένο σε δοσμένο κύκλο (ο), με βάση μία Αρμονική Εξάδα Σημείων, που μας δίνεται και αντίστροφα, σε δοσμένη ευθεία (ε), να κατασκευαστεί μία Αρμονική Εξάδα Σημείων, με βάση ένα Αρμονικό Εξάπλευρο, που μας δίνεται.

Λύση,  
(α). Ευθύ.
1/. Ανάλυση.
Δηλαδή μας δίνεται σε ευθεία (ε), η Εξάδα Αρμονικών Σημείων α, β, γ , δ, ε, ζ 
και ζητείται, με βάση την εξάδα αυτή, να κατασκευαστεί Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ εγγεγραμμένο σε δοσμένο κύκλο (ο). 
Αν λάβουμε υπόψη μας το αντίστροφο του Κριτήριου 96 (§ 19.1) και τον ορισμό μιας Αρμονικής Δέσμης των Δέκα Ακτινών (§ 17.21),, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή. 

2/. Κατασκευή.  

Στον κύκλο (ο) ορίζουμε τυχαίο σημείο Σ και σχηματίζουμε δέσμη Σ(αβγδεζ), οι 
ακτίνες της οποίας, έστω ότι επανατέμνουν τον κύκλο (ο) στα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, αντίστοιχα. 
Λέμε ότι το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι το ζητούμενο Αρμονικό.
3/. Απόδειξη.
Επειδή η Εξάδα Σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ είναι Αρμονική, Αρμονική θα είναι και η Κεντρική Δέσμη Σ(αβγδεζ) ή Σ(ΑΒΓΔΕΖ), (ορισμός § 17.21).

Έτσι, σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτήριου 96 και η ομοκυκλική εξάδα 
σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ θα είναι Αρμονική (Αρμονικό Εξάπλευρο το ΑΒΓΔΕΖ), οπότε το εξάπλευρο αυτό θα είναι το ζητούμενο αρμονικό, καθώς είναι και εγγεγραμμένο στον κύκλο (ο).
(β). Αντίστροφο.

1/. Ανάλυση.
Δηλαδή μας δίνεται σε κύκλο (ο), η Αρμονική Εξάδα Σημείων του Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ ή το Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ και ζητείται να κατασκευαστεί σε δοσμένη ευθεία (ε) Αρμονική Εξάδα Σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ. 

Αν λάβουμε υπόψη μας το ευθύ του Κριτήριου 96 (§ 19.1) και τον ορισμό μιας Αρμονικής Δέσμης των Έξι Ακτινών (§ 17.21), οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

2/. Κατασκευή.
Στον κύκλο (ο), ορίζουμε τυχαίο σημείο Σ και σχηματίζουμε τη δέσμη Σ(ΑΓΒΔΕΖ), οι ακτίνες της οποίας, έστω ότι τέμνουν την ευθεία (ε) στα σημεία α, β, γ, δ, ε, ζ, αντίστοιχα. 
Λέμε ότι η ζητούμενη Αρμονική Εξάδα Σημείων είναι η α, β, γ, δ, ε, ζ. 

3/. Απόδειξη. 
Επειδή το Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι Αρμονικό και η δέσμη Σ(ΑΓΒΔΕΖ) ή Σ(αβγδεζ) θα είναι αρμονική (ευθύ του Κριτήριου 96).

Έτσι επειδή, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 17.21), η Κεντρική Δέσμη Σ(αβγδεζ) είναι αρμονική, αρμονική θα είναι και η Εξάδα Σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ. Άρα αυτή είναι η ζητούμενη, καθώς βρίσκεται και στην ευθεία (ε).

Παρατηρήσεις.
(α). Το παραπάνω Πρόβλημα και η λύση του, πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζονται εδώ.

(β). Το πρόβλημα , έτσι όπως έχει δοθεί, είναι αόριστο. Αν θέλουμε να το καταστήσουμε ορισμένο, τότε πρέπει να μας δίνονται επαρκή στοιχεία. 
(γ). Με ανάλογο τρόπο μπορούμε να κατασκευάσουμε σε ευθεία αρμονικές τετράδες, οκτάδες, δεκάδες, κτλ, ή σε κύκλο να κατασκευάσουμε αρμονικά τετράπλευρα, οκτάπλευρα, δεκάπλευρα, κτλ, αρκεί και τα αντίστοιχα Κανονικά 

τους Πολύπλευρα, να κατασκευάζονται.
(δ). Σε άλλους τρόπους κατασκευής Αρμονικού Εξάπλευρου και Αρμονικής Εξάδας, θα αναφερθούμε αργότερα.

(ε). Στην παραπάνω Κατασκευή, χρησιμοποιήσαμε ειδικό τρόπο. Τούτο έγινε επειδή αυτός θα μας βοηθήσει στην καλλίτερη κατανόηση της νέας μας Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού.

(στ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 35, 80, 99, 101, 102, 103.

19.7. Κατασκευή Αρμονικού Οκτάπλευρου από Αρμονική Οκτάδα και Αντίστροφα. 
Νέος Εύκολος Τρόπος Κατασκευής Αρμονικού Οκτάπλευρου.
Επέκταση της Κατασκευής 100 και σε Οκτάπλευρο.
Κατασκευή 101 (Σχήμα 70).

Να κατασκευασθεί Αρμονικό Οκτάπλευρο, εγγεγραμμένο σε δοσμένο κύκλο (ο), με βάση μία Αρμονική Οκτάδα Σημείων, που μας δίνεται και αντίστροφα, σε δοσμένη ευθεία (ε), να κατασκευαστεί μία Αρμονική Οκτάδα Σημείων, με βάση ένα Αρμονικό Οκτάπλευρο, που μας δίνεται.

Λύση,  
(α). Ευθύ.
1/. Ανάλυση.
Δηλαδή μας δίνεται σε ευθεία (ε), η Οκτάδα Αρμονικών Σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ και ζητείται, με βάση την οκτάδα αυτή, να κατασκευαστεί Αρμονικό Οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ εγγεγραμμένο σε δοσμένο κύκλο (ο). 
Αν λάβουμε υπόψη μας το αντίστροφο του Κριτήριου 97 (§ 19.2) και τον ορισμό μιας Αρμονικής Δέσμης των Οκτώ Ακτινών (§ 17.31), οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
2/. Κατασκευή.  

Στον κύκλο (ο) ορίζουμε τυχαίο σημείο Σ και σχηματίζουμε δέσμη Σ(αβγδεζηθ), οι ακτίνες της οποίας, έστω ότι επανατέμνουν τον κύκλο (ο) στα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, αντίστοιχα. 
Λέμε ότι το οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ είναι το ζητούμενο Αρμονικό.
3/. Απόδειξη.
Επειδή η Οκτάδα Σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, είναι Αρμονική, Αρμονική θα είναι και η Κεντρική Δέσμη Σ(αβγδεζηθ), ή Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘ), (ορισμός § 17.31).

Έτσι, σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτήριου 97 και η ομοκυκλική οκτάδα σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ Η, Θ, θα είναι Αρμονική, ή το Αρμονικό Οκτάπλευρο το ΑΒΓΔΕΖΗΘ, οπότε το οκτάπλευρο αυτό θα είναι το ζητούμενο αρμονικό, καθώς είναι και εγγεγραμμένο στον κύκλο (ο).
(β). Αντίστροφο.

1/. Ανάλυση.
Δηλαδή μας δίνεται σε κύκλο (ο), η Αρμονική Οκτάδα Σημείων του Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ ή Αρμονικό Οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ και ζητείται να κατασκευαστεί σε δοσμένη ευθεία (ε) Αρμονική Οκτάδα Σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ. 

Αν λάβουμε υπόψη μας το ευθύ του Κριτήριου 97 (§ 19.2) και τον ορισμό μιας Αρμονικής Δέσμης των Οκτώ Ακτινών (§ 17.31), οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
2/. Κατασκευή.
Στον κύκλο (ο), ορίζουμε τυχαίο σημείο Σ και σχηματίζουμε τη δέσμη Σ(ΑΓΒΔΕΖΗΘ), οι ακτίνες της οποίας, έστω ότι τέμνουν την ευθεία (ε) στα σημεία α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, αντίστοιχα. 
Λέμε ότι η ζητούμενη Αρμονική Οκτάδα Σημείων είναι η α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ. 

3/. Απόδειξη. 
Επειδή το Οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ είναι Αρμονικό και η δέσμη Σ(ΑΓΒΔΕΖΗΘ) ή Σ(αβγδεζηθ) θα είναι αρμονική (ευθύ του Κριτήριου 97).

Έτσι επειδή, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 17.31), η Κεντρική Δέσμη Σ(αβγδεζηθ) είναι αρμονική, αρμονική θα είναι και η Οκτάδα Σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, . Άρα αυτή είναι η ζητούμενη Αρμονική Οκτάπλευρο, καθώς βρίσκεται και στην ευθεία (ε).

Παρατηρήσεις.
(α). Το παραπάνω Πρόβλημα και η λύση του, πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζονται εδώ.

(β). Το πρόβλημα αυτό, έτσι όπως έχει δοθεί, είναι αόριστο. Αν θέλουμε να το καταστήσουμε ορισμένο, τότε πρέπει να μας δίνονται επαρκή στοιχεία. 
(γ). Με ανάλογο τρόπο μπορούμε να κατασκευάσουμε σε ευθεία αρμονικές τετράδες, οκτάδες, δεκάδες, κτλ, ή σε κύκλο να κατασκευάσουμε αρμονικά τετράπλευρα, οκτάπλευρα, δεκάπλευρα, κτλ, αρκεί και τα αντίστοιχα Κανονικά τους Πολύπλευρα, να κατασκευάζονται.
(δ). Σε άλλους τρόπους κατασκευής Αρμονικού Οκτάπλευρου και Αρμονικής Οκτάδας, θα αναφερθούμε αργότερα.

(ε). Στην παραπάνω Κατασκευή, χρησιμοποιήσαμε ειδικό τρόπο. Τούτο έγινε επειδή αυτός θα μας βοηθήσει στην καλλίτερη κατανόηση της νέας μας Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού.

(στ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 35, 81, 99, 100, 102, 103.

19.8. Κατασκευή Αρμονικού Δεκάπλευρου από Αρμονική Δεκάδα και Αντίστροφα. 
Νέος Εύκολος Τρόπος Κατασκευής Αρμονικού Δεκάπλευρου.
Επέκταση της Κατασκευής 101 και σε Δεκάπλευρο.

[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(103) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr  με το συνημμένο μας 203 (σχήμα 84)].
Κατασκευή 102 (Σχήμα 71).

Να κατασκευασθεί Αρμονικό Δεκάπλευρο, εγγεγραμμένο σε δοσμένο κύκλο (ο), με βάση μία Αρμονική Δεκάδα Σημείων, που μας δίνεται και αντίστροφα, σε δοσμένη ευθεία (ε), να κατασκευαστεί μία Αρμονική Δεκάδα Σημείων, με βάση ένα Αρμονικό Δεκάπλευρο, που μας δίνεται.

Λύση,  
(α). Ευθύ.
1/. Ανάλυση.
Δηλαδή μας δίνεται σε ευθεία (ε), η Δεκάδα Αρμονικών Σημείων α, β, γ , δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ και ζητείται, με βάση την δεκάδα αυτή, να κατασκευαστεί Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, εγγεγραμμένο σε δοσμένο κύκλο (ο). 
Αν λάβουμε υπόψη μας το αντίστροφο του Κριτήριου 98 (§ 19.3) και τον ορισμό μιας Αρμονικής Δέσμης των Δέκα Ακτινών (§ 17.41), οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
2/. Κατασκευή.  

Στον κύκλο (ο) ορίζουμε τυχαίο σημείο Σ και σχηματίζουμε δέσμη Σ(αβγδεζηθικ), οι ακτίνες της οποίας, έστω ότι επανατέμνουν τον κύκλο (ο) στα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, Ι, Κ, αντίστοιχα. 
Λέμε ότι το δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, είναι το ζητούμενο Αρμονικό.
3/. Απόδειξη.
Επειδή η Δεκάδα Σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ, είναι Αρμονική, Αρμονική θα είναι και η Κεντρική Δέσμη Σ(αβγδεζηθικ), ή Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ), (ορισμός § 17.41).
Έτσι, σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτήριου 98 και η ομοκυκλική δεκάδα 
σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ Η, Θ, Ι, Κ, θα είναι Αρμονική ή Αρμονικό Δεκάπλευρο το ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, οπότε το δεκάπλευρο αυτό θα είναι πραγματικά το ζητούμενο αρμονικό, καθώς είναι και εγγεγραμμένο στον κύκλο (ο).
(β). Αντίστροφο.

1/. Ανάλυση.
Δηλαδή μας δίνεται σε κύκλο (ο), η Αρμονική Δεκάδα Σημείων του Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, Ι, Κ ή το Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ και ζητείται να κατασκευαστεί σε δοσμένη ευθεία (ε) Αρμονική Δεκάδα Σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ. 

Αν λάβουμε υπόψη μας το ευθύ του Κριτήριου 98 (§ 19.3) και τον ορισμό μιας Αρμονικής Δέσμης των Δέκα Ακτινών (§ 17.41), οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
2/. Κατασκευή.
Στον κύκλο (ο), ορίζουμε τυχαίο σημείο Σ και σχηματίζουμε τη δέσμη Σ(ΑΓΒΔΕΖΗΘΙΚ), οι ακτίνες της οποίας, έστω ότι τέμνουν την ευθεία (ε) στα σημεία α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ, αντίστοιχα. 
Λέμε ότι η ζητούμενη Αρμονική Δεκάδα Σημείων είναι η α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ. 

3/. Απόδειξη. 
Επειδή το Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ είναι Αρμονικό και η δέσμη Σ(ΑΓΒΔΕΖΗΘΙΚ) ή Σ(αβγδεζηθικ) θα είναι αρμονική (ευθύ του Κριτήριου 98).

Έτσι επειδή, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 17.41), η Κεντρική Δέσμη Σ(αβγδεζηθικ) είναι αρμονική, αρμονική θα είναι και η Δεκάδα Σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ. Άρα αυτή είναι πραγματικά η ζητούμενη Αρμονική Δεκάδα , καθώς βρίσκεται και στην ευθεία (ε).
Παρατηρήσεις.
(α). Το παραπάνω Πρόβλημα και η λύση του, πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζονται εδώ.

(β). Το πρόβλημα αυτό, έτσι όπως έχει δοθεί, είναι αόριστο. Αν θέλουμε να το καταστήσουμε ορισμένο, τότε πρέπει να μας δίνονται επαρκή του στοιχεία. 
(γ). Με ανάλογο τρόπο μπορούμε να κατασκευάσουμε σε ευθεία αρμονικές τετράδες, εξάδες, οκτάδες, κτλ, ή σε κύκλο να κατασκευάσουμε αρμονικά τετράπλευρα, εξάπλευρα, οκτάπλευρα, κτλ, αρκεί και τα αντίστοιχα Κανονικά τους 

Πολύπλευρα, να κατασκευάζονται.
(δ). Σε άλλους τρόπους κατασκευής Αρμονικού Δεκάπλευρου και Αρμονικής Δεκάδας, θα αναφερθούμε αργότερα.

(ε). Στην παραπάνω Κατασκευή, χρησιμοποιήσαμε ειδικό τρόπο. Τούτο έγινε επειδή αυτός θα μας βοηθήσει στην καλλίτερη κατανόηση της νέας μας Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού.

(στ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 35, 82, 99, 100, 101, 103.

19.9. Κατασκευή Αρμονικού Πεντάπλευρου από Αρμονική Πεντάδα Σημείων και Αντίστροφα. 

Νέος Εύκολος Τρόπος Κατασκευής Αρμονικού Πεντάπλευρου.

Επέκταση της Κατασκευής 102 (§ 19.8) και σε Αρμονικό Πεντάπλευρο. 

Κατασκευή 103 (Σχήμα 71).

Να κατασκευασθεί Αρμονικό Πεντάπλευρο, εγγεγραμμένο σε δοσμένο κύκλο (ο), με βάση μία Αρμονική Πεντάδα Σημείων, που μας δίνεται και αντίστροφα, σε δοσμένη ευθεία (ε), να κατασκευαστεί μία Αρμονική Πεντάδα Σημείων, με βάση ένα Αρμονικό Πεντάπλευρο, που μας δίνεται.

Λύση.  
(α). Ευθύ.
1/. Ανάλυση.
Δηλαδή μας δίνεται σε ευθεία (ε), η Πεντάδα Αρμονικών Σημείων α, γ, ε, η, ι, και ζητείται, με βάση την πεντάδα αυτή, να κατασκευαστεί Αρμονικό Πεντάπλευρο ΑΓΕΗΙ εγγεγραμμένο σε δοσμένο κύκλο (ο). 
Αν ληφθούν υπόψη οι ορισμοί των παραγράφων § 11.1ε(β), § 17.41, § 16.1ε(β) και το αντίστροφο του Κριτηρίου 98 (§ 19.3), τότε οδηγούμαστε στην παρακάτω Κατασκευή.

2/. Κατασκευή. 


Στον κύκλο (ο) ορίζουμε τυχαίο σημείο Σ και σχηματίζουμε δέσμη Σ(αγεηι), οι ακτίνες της οποίας, έστω ότι επανατέμνουν τον κύκλο (ο) στα σημεία Α, Γ, Ε, Η, Ι, αντίστοιχα. 

Λέμε ότι το Πεντάπλευρο ΑΓΕΗΙ είναι το ζητούμενο Αρμονικό.

3/. Απόδειξη.
Επειδή μας δίνεται ότι η πεντάδα σημείων α, γ, ε, η, ι, είναι Αρμονική, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό [§ 11.1ε(β)], σημαίνει ότι θα υπάρχει έστω η πεντάδα σημείων β, δ, ζ, θ, κ, για την οποία η δεκάδα σημείων α, β, γ, δ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ, να είναι Αρμονική, οπότε σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 17.41), η δέσμη 

Σ(αβγδεζηθικ) ή η Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ), θα είναι Αρμονική και επομένως αν οι ακτίνες της δέσμης αυτής επανατέμνουν τον κύκλο (ο) στα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, Ι, Κ, αντίστοιχα, το δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, σύμφωνα με αντίστροφο του Κριτηρίου 98 (§ 19.3), θα είναι Αρμονικό.

Βλέπουμε λοιπόν ότι πραγματικά για την πεντάδα σημείων Α, Γ, Ε, Η, Ι, υπάρχει η πεντάδα σημείων Β, Δ, Ζ, Θ, Κ, για την οποία το δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ είναι Αρμονικό. Τούτο σημαίνει ότι η πεντάδα Α, Γ, Ε, Η, Ι, είναι Αρμονική, ή το πεντάπλευρο ΑΓΕΗΙ είναι πραγματικά Αρμονικό [Σχετικός ορισμός § 16.1ε(β)].

(β). Αντίστροφο.

1/. Ανάλυση.
Δηλαδή μας δίνεται το εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο), Αρμονικό Πεντάπλευρο ΑΓΕΗΙ και ζητείται, με βάση αυτό, να κατασκευαστεί σε δοσμένη ευθεία (ε), Αρμονική Πεντάδα Σημείων α, γ, ε, η, ι. 

Αν λάβουμε υπόψη μας τους ορισμούς των παραγράφων § 16.1ε(β), § 17.42, § 11.1 ε(β) και το ευθύ του Κριτηρίου 98 (§ 19.3), τότε οδηγούμαστε στην παρακάτω Κατασκευή.

(Β). Κατασκευή.
Στον περιγεγραμμένο κύκλο (ο) του δοσμένου Αρμονικό Πεντάπλευρο ΑΓΕΗΙ, ορίζουμε τυχαίο σημείο Σ.
Φέρουμε τις ΣΑ, ΣΓ, ΣΕ, ΣΗ, ΣΙ, οι οποίες έστω ότι τέμνουν τη δοσμένη ευθεία (ε), στα σημεία α, γ, ε, η, ι, αντίστοιχα. 

Λέμε ότι η πεντάδα σημείων α, γ, ε, η, ι, είναι η ζητούμενη Αρμονική. 

(γ). Απόδειξη.
Επειδή μας δίνεται ότι το πεντάπλευρο ΑΓΕΗΙ είναι Αρμονικό ή ότι η πεντάδα σημείων Α, Γ, Ε, Η, Ι, είναι Αρμονική, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό [§ 16.1ε(β)], σημαίνει ότι θα υπάρχει στον κύκλο (ο) έστω η πεντάδα σημείων Β, Δ, Ζ, Θ, Κ, για την οποία η δεκάδα σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, Ι, Κ, θα είναι Αρμονική ή το δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ θα είναι Αρμονικό, οπότε σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 17.42) και η δέσμη Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ) θα είναι Αρμονική και επομένως, αν οι ακτίνες της δέσμης αυτής τέμνουν την ευθεία (ε) στα α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ, τότε η δεκάδα αυτή, σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 98 (§ 19.3), θα είναι Αρμονική.

Βλέπουμε λοιπόν ότι πραγματικά για την πεντάδα σημείων α, γ, ε, η, ι, υπάρχει η πεντάδα σημείων β, δ, ζ, θ, κ, για την οποία η δεκάδα α, β, γ, …, κ, είναι Αρμονική. Τούτο σημαίνει ότι η πεντάδα α, γ, ε, η, ι, είναι πραγματικά Αρμονική, [Σχετικός  ορισμός § 11.1ε(β)].

Σχόλιο.
Η παραπάνω Κατασκευή προφανώς, έτσι όπως μας δόθηκε, είναι αόριστη. Αν θέλουμε να γίνει συγκεκριμένη, θα πρέπει να δοθούν επαρκή στοιχεία της. 

Παρατηρήσεις.
(α). Με τον ίδιο, όπως παραπάνω τρόπο, αποδεικνύουμε ότι και η πεντάδα σημείων β, δ, ζ, θ, κ, είναι Αρμονική. 

(β). Η Κατασκευή 103 πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζεται εδώ. 

(γ). Παρατηρούμε ότι με την παραπάνω νέα ειδική Μέθοδο η κατασκευή Αρμονικής Πεντάδας Σημείων, προκύπτει εύκολα, από Αρμονικό Πεντάπλευρο, όπως ακριβώς συμβαίνει και για Αρμονική Τετράδα, Εξάδα, Οκτάδα, Δεκάδα, κτλ. 

(δ). Με ανάλογο τρόπο μπορούμε να κατασκευάσουμε σε ευθεία αρμονικές τετράδες, εξάδες, οκτάδες, κτλ, ή σε κύκλο να κατασκευάσουμε αρμονικά τετράπλευρα, εξάπλευρα, οκτάπλευρα, κτλ, αρκεί και τα αντίστοιχα Κανονικά τους 

Πολύπλευρα, να κατασκευάζονται.

(ε). Σε άλλους τρόπους κατασκευής Αρμονικού Πεντάπλευρου και Αρμονικής Πεντάδας, θα αναφερθούμε αργότερα.

(στ). Στην παραπάνω Κατασκευή, χρησιμοποιήσαμε ειδικό τρόπο. Τούτο έγινε επειδή αυτός θα μας βοηθήσει στην καλλίτερη κατανόηση της νέας μας Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού.

(ζ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 35, 83, 99, 100, 101, 102.

19.10. Γενικό Συμπέρασμα.
Μετά τα παραπάνω Κριτήρια 99, 100, 101, 102, 103, και αν εργασθούμε όπως στις αποδείξεις τούτων, καταλήγουμε στο παρακάτω γενικό συμπέρασμα:

Ανάλογη Κατασκευή, με τις Κατασκευές 99 μέχρι 103, μπορεί να γίνει και 

για οποιοδήποτε Αρμονικό ν-πλευρο, αρκεί να κατασκευάζεται το αντίστοιχο Κανονικό του ν-πλευρο.

19.11. Σημαντική Ιδιότητα Αρμονικού Εξάπλευρου. 
Σύγκλιση Διαγώνιων Αρμονικών Εξάπλευρων.

[Πρόκειται για την Πρόταση 2α(46) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica. gr με το συνημμένο μας 64 (Σχήμα 4)] 
Πρόταση 104 (Σχήμα 72).
Οι διαγώνιες (κύριες), των Αρμονικών Εξάπλευρων, συντρέχουν.
Απόδειξη. 

1ος Τρόπος (Με βάση την Βοηθητική Πρόταση 7 του Ε′ Μέρους).
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ. Θα δείξουμε ότι: ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.  (1).

Επειδή το δοσμένο εξάπλευρο είναι αρμονικό (υπόθεση), σύμφωνα  με τον ορισμό (§ 16.1β παραπάνω), θα έχει αρμονικά πχ και τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ, οπότε σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [6] [§ 8-4.10 (3)], θα είναι:
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Η τελευταία σχέση, σύμφωνα με την Βοηθητική Πρόταση 7 (αντίστροφο) (§ 2.7) του Ε′ Μέρους, σημαίνει ότι πραγματικά αληθεύει η σχέση (1).
2ος Τρόπος (Με βάση την Βοηθητική Πρόταση 51).
Επειδή το δοσμένο εξάπλευρο είναι αρμονικό (υπόθεση), σύμφωνα  με τον ορισμό (§ 16.1β παραπάνω), θα έχει αρμονικά πχ και τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ, οπότε σύμφωνα με την Βοηθητική Πρόταση (Λήμμα) 51 (§ 9.12) (αντίστροφο), θα αληθεύει η σχέση (1), (αλλά θα είναι και ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ≡Α2).

3ος Τρόπος (Με βάση τους Πόλους- Πολικές και το Θεώρημα Gergonne).
Στο σχήμα 72, γράφουμε το εφαπτομενικό τρίγωνο αβγ (πολικά αντίστροφο) του τριγώνου ΑΓΕ. (Βλέπε παράγραφος 7 της ορολογίας).
Αφού το δοσμένο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, είναι Αρμονικό, θα έχει Αρμονικά τα τερτάπλευρά του ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ (ορισμός).
Έτσι, αφού το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι Αρμονικό, η ΒΕ θα περνά από τον πόλο β της ΑΓ, ή η ΕΒβ είναι ευθεία.
Επίσης, αφού το τετράπλευρο ΓΔΕΑ είναι Αρμονικό, η ΑΔ θα περνά από τον 
πόλο α της ΓΕ ή η ΑΔα είναι ευθεία.
Ακόμη, αφού και το τετράπλευρο ΕΖΑΓ είναι Αρμονικό, η ΓΖ θα περνά από τον πόλο γ της ΕΑ ή η ΓΖγ είναι ευθεία.
Επομένως, σύμφωνα με το Θεώρημα Gergonne, θα είναι Αα∩Εβ∩Γγ≡Κ ή ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.
(Έναν ακόμη τρόπο απόδειξης της Πρότασης 104, δίνουμε στο ευθύ του Κριτήριου 109).
Παρατηρήσεις. 
(α). Η Πρόταση 104 έχει καταχωρηθεί στο βιβλίο μας [31] [§ 2α(46), όπου δίνουμε πέντε ακόμη τρόπους απόδειξής της.

(β). Την Πρόταση αυτή, έχουμε δημοσιεύσει και στο περιοδικό ΔΙΑΣΤΑΣΗ της ΕΜΕ (τεύχος 3-4 /1998, σελίδα 33).

(γ). Είναι φανερό ότι στο  ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε, αν θεωρήσουμε τα ζεύγη των τετράπλευρων:  ΓΔΕΑ-ΖΑΒΔ ή ΕΖΑΓ-ΒΓΔΖ, των οποίων τα τετράπλευρα είναι επίσης αρμονικά (ορισμός, § 16.1β παραπάνω).
(δ). Είναι προφανές ότι για την Πρόταση 104, δεν αληθεύει το αντίστροφο.

(ε). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 105, 106, 107.
19.12. Σημαντική Ιδιότητα Αρμονικού Οκτάπλευρου. 

Σύγκλιση Διαγώνιων Αρμονικών Οκτάπλευρων.

Πρόταση 105 (Σχήμα 65).

Οι διαγώνιες (κύριες), των κυρτών Αρμονικών Οκτάπλευρων και των αντίστοιχων συζυγών Αρμονικών Αστεροειδών Οκτάπλευρων τους, συντρέχουν.

Απόδειξη.

(α). Για το κυρτό Αρμονικό Οκτάπλευρο. 

1ος Τρόπος (Με βάση την Βοηθητική Πρόταση 7 του Ε′ Μέρους).
Θεωρούμε Αρμονικό Οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ. Θα δείξουμε ότι: 

                                                   ΑΕ∩ΒΖ∩ΓΗ∩ΔΘ≡Κ.                                           (1).

Επειδή το δοσμένο οκτάπλευρο είναι αρμονικό (υπόθεση), σύμφωνα  με τον ορισμό (§ 16.1γ παραπάνω), θα έχει αρμονικά πχ και τα τετράπλευρα ΑΒΓΖ και ΕΖΗΒ, οπότε σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [6] [§ 8-4.10 (3)], θα είναι:


[image: image39.wmf]ΒΓ

ΑΒ

.
[image: image40.wmf]ΖΑ

ΓΖ

=1 και  
[image: image41.wmf]H

Ζ

Z

Ε

.
[image: image42.wmf]E

Β

ΗΒ

=1 
[image: image43.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf]ΒΓ

ΑΒ

.
[image: image45.wmf]ΖΑ

ΓΖ

=
[image: image46.wmf]ΖΗ

ΕΖ

.
[image: image47.wmf]ΒΕ

ΗΒ

.                                           (2).

Η τελευταία σχέση, σύμφωνα με την Βοηθητική Πρόταση 7 (αντίστροφο) (§ 2.7) του Ε′ Μέρους, σημαίνει ότι αληθεύει η σχέση:       ΑΕ∩ΒΖ∩ΓΗ≡Κ.                (3).

Επίσης, επειδή από τον ορισμό το Οκτάπλευρο αυτό, θα έχει αρμονικά και τα τετράπλευρα ΒΓΔΗ και ΖΗΘΓ, αν εργασθούμε όπως ακριβώς παραπάνω βρίσκουμε εύκολα και ότι ΒΖ∩ΓΗ∩ΔΘ≡Κ.                                                              (4).

Άρα, από τις (3), (4), προκύπτει άμεσα η σχέση (1).

2ος Τρόπος (Με βάση την Βοηθητική Πρόταση 51).
Επειδή το δοσμένο οκτάπλευρο είναι αρμονικό (υπόθεση), σύμφωνα με τον ορισμό (§ 16.1β παραπάνω), θα έχει αρμονικά τα τετράπλευρα ΑΒΓΖ και ΕΖΗΒ, οπότε σύμφωνα με την Βοηθητική Πρόταση (Λήμμα) 51 (§ 9.12) (αντίστροφο), θα αληθεύει η σχέση (3).

Επίσης, επειδή από τον ορισμό το Οκτάπλευρο αυτό, θα έχει αρμονικά και τα τετράπλευρα ΒΓΔΗ και ΖΗΘΓ, αν εργασθούμε όπως ακριβώς παραπάνω, βρίσκουμε εύκολα ότι αληθεύει και η σχέση (4).

Άρα, από τις (3), (4), προκύπτει άμεσα η σχέση (1).

(β). Για το Αστεροειδές Αρμονικό Οκτάπλευρο. 

Επειδή και το Αρμονικό Αστεροειδές Οκτάπλευρο ΑΔΗΒΕΘΓΖΑ (ορισμός § 16.1γ), έχει τις ίδιες διαγώνιες με το ΑΒΓΔΕΖΗΘ, αληθεύει προφανώς και γι’ αυτό η σχέση (1).

Παρατηρήσεις. 
(α). Είναι προφανές ότι για την Πρόταση 105, δεν αληθεύει το αντίστροφο.

(β). Η Πρόταση αυτή, πιστεύουμε, ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.
(γ). Είναι φανερό ότι στο ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε, αν θεωρήσουμε άλλα δύο ζεύγη διαδοχικών τετράπλευρων, αντί των παραπάνω, από τα τετράπλευρα του δοσμένου Αρμονικού Οκτάπλευρου.
(δ). Μέχρι τώρα είδαμε ότι, εκτός από το Αρμονικό Οκτάπλευρο, συντρέχουσες διαγώνιες έχουν και τα Αρμονικά Εξάπλευρα.

(ε). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις  104, 106, 107.

19.13. Σημαντική Ιδιότητα Αρμονικού Δεκάπλευρου. 

Σύγκλιση Διαγώνιων Αρμονικών Δεκάπλευρων.

[Πρόκειται για την Πρόταση 11(94) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica. gr με το συνημμένο μας 194 (Σχήμα 79)] 
Πρόταση 106 (Σχήμα 66).

Οι διαγώνιες (κύριες), των Αρμονικών Δεκάπλευρων και των αντίστοιχων συζυγών Αστεροειδών Δεκάπλευρων τούτων, συντρέχουν.

Απόδειξη.

(α). Για το κυρτό Αρμονικό Δεκάπλευρο. 

1ος Τρόπος (Με βάση την Βοηθητική Πρόταση 7 του Ε′ Μέρους).
Θεωρούμε Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ. Θα δείξουμε ότι: 

ΑΖ∩ΒΗ∩ΓΘ∩ΔΙ∩ΕΚ≡Λ.                                                                                          (1).

Επειδή το δοσμένο Δεκάπλευρο είναι Αρμονικό (υπόθεση), σύμφωνα  με τον σχετικό ορισμό (§ 16.1δ, παραπάνω), τούτο θα έχει αρμονικά πχ τα τετράπλευρα ΑΒΓΗ και ΖΗΘΒ, οπότε σύμφωνα με γνωστό μας Θεώρημα, θα είναι:
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Έτσι, η σχέση (2), σύμφωνα με την Βοηθητική Πρόταση 7 (αντίστροφο) (§ 2.7) του Ε′ Μέρους, σημαίνει ότι αληθεύει η σχέση ΑΖ∩ΒΗ∩ΓΘ≡Λ.                         (3). 

Επίσης, επειδή από τον σχετικό ορισμό το Δεκάπλευρο αυτό, θα έχει αρμονικά και τα τετράπλευρα ΒΓΔΘ και ΗΘΙΓ, αν εργασθούμε όπως ακριβώς παραπάνω, βρίσκουμε εύκολα και ότι ΒΗ∩ΓΘ∩ΔΙ≡Λ.                                                     (4).

Ακόμη, επειδή από τον σχετικό ορισμό το Δεκάπλευρο αυτό, θα έχει αρμονικά και τα τετράπλευρα ΓΔΕΙ και ΘΙΚΔ, αν εργασθούμε όπως ακριβώς παραπάνω βρίσκουμε εύκολα και ότι ΓΘ∩ΔΙ∩ΕΚ≡Λ.                                                            (5).

Άρα, από τις (3), (4), (5) προκύπτει άμεσα η σχέση (1).

2ος Τρόπος (Με βάση την Βοηθητική Πρόταση 51).
Επειδή το δοσμένο Δεκάπλευρο είναι Αρμονικό (υπόθεση), σύμφωνα  με τον 

σχετικό ορισμό (§ 16.1δ, παραπάνω), θα έχει αρμονικά πχ τα τετράπλευρα ΑΒΓΗ και ΖΗΘΒ, οπότε σύμφωνα με την Βοηθητική Πρόταση 51 (§ 9.12, αντίστροφο) , θα είναι ΑΖ∩ΒΗ∩ΓΘ≡Λ.                                                                        (6). 
Επίσης, επειδή από τον σχετικό ορισμό το Δεκάπλευρο αυτό, θα έχει αρμονικά και τα τετράπλευρα ΒΓΔΘ και ΗΘΙΓ, αν εργασθούμε όπως ακριβώς παραπάνω βρίσκουμε εύκολα ότι ΒΗ∩ΓΘ∩ΔΙ≡Λ.                                                                   (7).

Ακόμη, επειδή από τον σχετικό ορισμό το Δεκάπλευρο αυτό, θα έχει αρμονικά και τα τετράπλευρα ΓΔΕΙ και ΘΙΚΔ, αν εργασθούμε όπως ακριβώς παραπάνω βρίσκουμε εύκολα και ότι ΓΘ∩ΔΙ∩ΕΚ≡Λ.                                                            (8).

Άρα, από τις (6), (7), (8) προκύπτει άμεσα η σχέση (1).

(β). Για το Αστεροειδές Δεκάπλευρο. 

Είναι προφανές ότι και το Αστεροειδές Δεκάπλευρο ΑΔΗΚΓΖΙΒΕΘΑ έχει κοινές διαγώνιες με το κυρτό δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, οπότε και για το Αστεροειδές αληθεύει πραγματικά η σχέση (1).

[Όπως αποδεικνύεται στην παρακάτω Πρόταση 108 (§ 19.16) και το Αστεροειδές Δεκάπλευρο αυτό είναι Αρμονικό, καθώς Αρμονικό είναι και το αντίστοιχό του συζυγές κυρτό Δεκάπλευρο]. 

Παρατηρήσεις. 
(α). Η Πρόταση 106, πιστεύουμε, ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.
(β). Είναι φανερό ότι στο ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε, αν θεωρήσουμε άλλα τρία ζεύγη διαδοχικών τετράπλευρων, αντί των παραπάνω, από τα τετράπλευρα του δοσμένου αρμονικού δεκάπλευρου.
(γ). Είναι προφανές ότι για την Πρόταση 106, δεν αληθεύει το αντίστροφο.

(δ). Μέχρι τώρα είδαμε ότι, εκτός από το Αρμονικό δεκάπλευρο, συντρέχουσες διαγώνιες έχουν και τα Αρμονικά Εξάπλευρα και Οκτάπλευρα.

(ε). Έναν αναλυτικό τρόπο απόδειξης της Πρότασης 11(94), δίνουμε στην παράγραφο 11(107) (συνημμένο μου 216).;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

(στ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 104, 105, 107.

19.14. Σημαντική Ιδιότητα Αστεροειδούς Αρμονικού Δεκάπλευρου. 

Σύγκλιση Διαγώνιων Αστεροειδών Αρμονικών Δεκάπλευρων.

Πρόταση 107 (Σχήμα 73).

Οι διαγώνιες (κύριες), των Αστεροειδών Αρμονικών Δεκάπλευρων, συντρέχουν.

Απόδειξη.

1ος Τρόπος (Με βάση την Βοηθητική Πρόταση 7 του Ε′ Μέρους).
Θεωρούμε Αρμονικό Αστεροειδές Δεκάπλευρο ΑΔΗΚΓΖΙΒΕΘΑ. Θα δείξουμε ότι είναι:     ΑΖ∩ΒΗ∩ΓΘ∩ΔΙ∩ΕΚ≡Λ.                                                                           (1).
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Σχήμα 73.


Επειδή το δοσμένο Δεκάπλευρο είναι Αρμονικό (υπόθεση), σύμφωνα  με τον σχετικό ορισμό (§ 16.1δ, παραπάνω), θα έχει αρμονικά πχ τα τετράπλευρα ΑΓΕΘ και ΖΘΚΓ, οπότε σύμφωνα με γνωστό μας Θεώρημα, θα είναι:
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Έτσι, από τη σχέση (2), σύμφωνα με την Βοηθητική Πρόταση 7 (αντίστροφο) (§ 2.7) του Ε′ Μέρους, σημαίνει ότι αληθεύει η σχέση ΑΖ∩ΓΘ∩ΕΚ≡Λ.                 (3). 

Επίσης, επειδή από τον σχετικό ορισμό το Δεκάπλευρο αυτό, θα έχει αρμονικά και τα τετράπλευρα ΓΕΗΚ και ΘΚΒΕ, αν εργασθούμε όπως ακριβώς παραπάνω, βρίσκουμε εύκολα και ότι ΓΘ∩ΕΚ∩ΗΒ≡Λ.                                                   (4).

Ακόμη, επειδή από τον σχετικό ορισμό το Δεκάπλευρο αυτό, θα έχει αρμονικά και τα τετράπλευρα ΕΗΙΒ και ΚΒΔΗ, αν εργασθούμε όπως ακριβώς παραπάνω βρίσκουμε εύκολα και ότι ΕΚ∩ΗΒ∩ΙΔ≡Λ.                                                            (5).

Άρα, από τις (3), (4), (5) προκύπτει άμεσα η σχέση (1).

2ος Τρόπος (Με βάση την Βοηθητική Πρόταση 51).
Επειδή το δοσμένο Δεκάπλευρο είναι Αρμονικό (υπόθεση), σύμφωνα  με τον 

σχετικό ορισμό (§ 16.1δ, παραπάνω), θα έχει αρμονικά πχ τα τετράπλευρα ΑΓΕΘ και ΖΘΚΓ, οπότε σύμφωνα με την Βοηθητική Πρόταση 51 (§ 9.12, αντίστροφο), θα είναι ΑΖ∩ΓΘ∩ΕΚ≡Λ.                                                                        (6). 
Επίσης, επειδή σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό το Δεκάπλευρο αυτό, θα έχει αρμονικά και τα τετράπλευρα ΓΕΗΚ και ΘΚΒΕ, αν εργασθούμε όπως ακριβώς παραπάνω βρίσκουμε εύκολα ότι ΓΘ∩ΕΚ∩ΗΒ≡Λ.                                            (7).

Ακόμη, επειδή από τον σχετικό ορισμό το Δεκάπλευρο αυτό, θα έχει αρμονικά και τα τετράπλευρα ΕΗΙΒ και ΚΒΔΗ, αν εργασθούμε όπως ακριβώς παραπάνω βρίσκουμε εύκολα και ότι ΕΚ∩ΗΒ∩ΙΔ≡Λ.                                                            (8).

Άρα, από τις (6), (7), (8) προκύπτει άμεσα η σχέση (1).

Παρατηρήσεις. 
(α). Η Πρόταση 107, πιστεύουμε, ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.
(β). Είναι φανερό ότι στο ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε, αν θεωρήσουμε άλλα τρία ζεύγη διαδοχικών τετράπλευρων, αντί των παραπάνω, από τα τετράπλευρα του δοσμένου αρμονικού δεκάπλευρου.
(γ). Είναι προφανές ότι για την Πρόταση 107, δεν αληθεύει το αντίστροφο.

(δ). Μέχρι τώρα είδαμε ότι, εκτός από το Αρμονικό δεκάπλευρο, συντρέχουσες διαγώνιες έχουν και τα Αρμονικά Εξάπλευρα, Οκτάπλευρα και Δεκάπλευρα.

(ε). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 104, 105, 106.

19.15. Γενικό Συμπέρασμα.
Μετά τις παραπάνω Προτάσεις, 104, 105, 106, 107, και αν εργασθούμε όπως στις αποδείξεις τούτων, καταλήγουμε στο παρακάτω γενικό συμπέρασμα:

Ανάλογη Πρόταση, με τις Προτάσεις 104 μέχρι 107, μπορεί να γίνει και 

για οποιοδήποτε Αρμονικό 2ν-πλευρο, αρκεί να κατασκευάζεται το αντίστοιχο Κανονικό του 2ν-πλευρο (Κυρτό ή Αστεροειδές).

19.16. Ιδιότητα Αστεροειδούς Αρμονικού Δεκάπλευρου. 

Αρμονικότητα Αστεροειδών Αρμονικών Δεκάπλευρων.

Πρόταση 108 (Σχήμα 73).

Το αντίστοιχο συζυγές Αστεροειδές Δεκάπλευρο, κάθε κυρτού Αρμονικού Δεκάπλευρου, είναι επίσης Αρμονικό.

(α). Ανάλυση.
Δηλαδή, αν κυρτό δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ είναι Αρμονικό εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο), θα αποδείξουμε ότι Αρμονικό θα είναι και το δεκάπλευρο ΑΔΗΚΓΖΙΒΕΘΑ.

Πραγματικά, αν λάβουμε υπόψη μας τις παραγράφους § 16.1δ, § 12.8, § 17.4 και το Κριτήριο 98 (§ 19.3), τότε οδηγούμαστε στην παρακάτω απόδειξη.

(β). Απόδειξη. 

Αφού, το Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ είναι Αρμονικό, σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 98, Αρμονική θα είναι και η δέσμη Σ(ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ) ή Σ(αβγδεζηθικ) [όπου Σ τυχαίο σημείο του κύκλου (ο)].

Έτσι, Αρμονική θα είναι και η δεκάδα σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ, που προκύπτει από την τομή των ακτινών της παραπάνω δέσμης, από τυχαία ευθεία (ε). 
Άρα, σύμφωνα με την παράγραφο 12.8, προκύπτει ότι Αρμονική θα είναι και η δεκάδα σημείων α, δ, η, κ, γ, ζ, ι, β, ε, θ. Τούτο σημαίνει ότι η δέσμη Σ(αδηκγζιβεθ) ή Σ(ΑΔΗΚΓΖΙΒΕΘ) είναι Αρμονική, οπότε και το Αστεροειδές Δεκάπλευρο ΑΔΗΚΓΖΙΒΕΘΑ, είναι Αρμονικό (αντίστροφο του Κριτήριο 98).

Παρατηρήσεις. 
(α). Είναι φανερό και εύκολα αποδεικνύεται ότι για την Πρόταση 108, αληθεύει και το αντίστροφο.

(β). Η Πρόταση 108, πιστεύουμε, ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.
(γ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις, 98, 107.
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