(Συνημμένο 270. Συνέχεια από το συνημμένο 269).

19.49. Κατασκευή Αρμονικού Τετράπλευρου με βάση Αρμονική Τετράδα. 

Εύκολος Τρόπος Κατασκευής Αρμονικού Τετράπλευρου.

Επέκταση Γνωστής Κατασκευής, από Ευθεία και σε Κύκλο.

[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(44) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr  με το συνημμένο μας 139 (σχήμα 47)].

Κατασκευή 134 (Σχήμα 85).

Σε κύκλο (κ) θεωρούμε το ζεύγος σημείων Α, Β. Στον ίδιο κύκλο (κ) να ορισθεί δεύτερο ζεύγος σημείων Γ, Δ, τα οποία να χωρίζουν αρμονικά τα σημεία Α, Β και σε μέρη που έχουν λόγο μ/ν (όπου μ, ν είναι δοθέντα τμήματα). 

Δηλαδή που είναι:                              
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=
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ή με δεύτερη διατύπωση:

Σε κύκλο (κ) να εγγραφεί αρμονικό τετράπλευρο ΑΓΒΔ του οποίου δίνονται οι κορυφές Α, Β και του οποίου οι κορυφές Γ, Δ, χωρίζουν αρμονικά τις κορυφές του Α, Β και σε μέρη που έχουν λόγο μ/ν. Δηλαδή που αληθεύει η (1). 
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Λύση. 
(α). Ανάλυση. 

Έστω ότι το τετράπλευρο ΑΓΒΔ είναι το ζητούμενο. Τότε τούτο θα είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο (κ) και θα είναι αρμονικό, οπότε σύμφωνα με το κριτήριο 2 αρμονικότητας τετράπλευρου [Πρόταση 2β(21) του βιβλίου μας [31] ή την 

Γεωμετρία [6] παράγραφος 8-4.10], θα έχει:                                   

                                         ΑΓ.ΒΔ=ΑΔ.ΒΓ  ή  
[image: image4.wmf]ΓΒ

ΑΓ

=
[image: image5.wmf]ΔΒ

ΑΔ

.                                      (2). 

Ακόμη, από την υπόθεση, είναι και:    
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Έτσι, αν Γ' είναι η τομή της διχοτόμου της γωνίας Γ με την ΑΒ, θα είναι:
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Άρα, από τις (3), (4) 
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Η (5), φανερώνει ότι και η ΔΓ' είναι διχοτόμος της γωνίες Δ. 

{H απόδειξη του ότι οι διχοτόμοι των γωνιών Γ, Δ τέμνουν την ΑΒ στο ίδιο σημείο Γ', μπορεί να βασιστεί και στο κριτήριο 3 αρμονικότητας του τετράπλευρου, παράγραφος 2β(22) του παραπάνω βιβλίου μας [31]}. 

Αν Δ' είναι το συζυγές αρμονικό του Γ' ως προς τα Α, Β και γράψουμε τον Απολλώνιο κύκλο με διάμετρο Γ'Δ', τότε αυτός, ως γνωστό, θα περνάει και από τα Γ, Δ. Δηλαδή τα Γ, Δ είναι τομές του κύκλου (κ) και του Απολλώνιου κύκλου με διάμετρο Γ'Δ'.

Έτσι επειδή τα Γ', Δ', κατασκευάζονται κατά τα γνωστά ( Κατασκευή 237 σελίδα 234 του βιβλίου Γεωμετρίας [21]), οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή. 

(β). Κατασκευή. 

Με σημεία Γ', Δ', χωρίζουμε το τμήμα ΑΒ αρμονικά με λόγο μ/ν κατά τα γνωστά (Πρόβλημα 237 σελίδα 234 της Γεωμετρίας [21]).

Με διάμετρο την Γ'Δ', γράφουμε τον Απολλώνιο κύκλο (λ), ο οποίος τέμνει τον δοθέντα κύκλο (κ), στα σημεία Γ, Δ. Λέμε ότι το τετράπλευρο ΑΓΒΔ είναι το ζητούμενο αρμονικό. 

(γ). Απόδειξη.  
Το τετράπλευρο αυτό είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο (κ), από την κατασκευή του. 

Ακόμη, επειδή ο κύκλος (λ) είναι Απολλώνιος για το τρίγωνο ΓΑΒ η ΓΓ' θα είναι διχοτόμος της γωνίας Γ. Ομοίως και η ΔΓ' θα είναι η διχοτόμος της γωνίας 

Δ, του τριγώνου ΔΑΒ. 
Άρα, θα είναι: 
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 ή  ΑΓ.ΒΔ=ΑΔ.ΒΓ. Τούτο, σύμφωνα με το αντίστροφο του κριτήριου 2 {Πρόταση 2β(21) του βιβλίου μας [31]} και που εύκολα αποδεικνύεται, το τετράπλευρο αυτό θα είναι αρμονικό.

(γ). Διερεύνηση.
Επειδή τα Γ' και Δ' κατασκευάζονται πάντοτε και επειδή το Γ' θα βρίσκεται μέσα στο ΑΒ και άρα μέσα στον κύκλο (κ), ενώ το Δ' έξω, οπότε και ο κύκλος (λ) θα κατασκευάζεται πάντοτε, επομένως και οι κύκλοι αυτοί θα τέμνονται και άρα πάντοτε θα έχουμε τα σημεία Γ, Δ. 

Στην περίπτωση που ν=μ, τότε εύκολα διαπιστώνουμε ότι το Γ' συμπίπτει με το μέσον της ΑΒ και άρα το Δ′ θα βρίσκεται στο άπειρο. Επίσης, τότε τα Γ, Δ θα συμπίπτουν με τα μέσα των δύο τόξων της ΑΒ, οπότε τα τρίγωνα ΓΑΒ, ΔΑΒ θα είναι ισοσκελή και η ΓΔ θα είναι μεσοκάθετη της ΑΒ και άρα αυτή θα είναι διάμετρος του κύκλου (κ) και θα περνά από το σημείο Γ'≡Μ.

Παρατηρήσεις.
(α). Η Κατασκευή 134 πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζεται εδώ.

(β). Είναι φανερό ότι η Κατασκευή 134, αποτελεί επέκταση γνωστού Προβλήματος {Κατασκευή 237, σελίδα 234 του βιβλίου [21]}, από ευθεία και σε κύκλο.

(γ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 99, 135.
19.50. Δύο Εύκολοι Τρόποι Κατασκευής Αρμονικού Τετράπλευρου.
Επέκταση Γνωστής Κατασκευής, από Ευθεία και σε Κύκλο.

[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(30) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr  με το συνημμένο μας 120 (σχήμα 34)].

Κατασκευή 135 (Σχήμα 86).

Σε κύκλο (Ο,ρ) ή (κ), δίνονται τρία σημεία Α, Γ, Β. Στον ίδιο κύκλο να ορισθεί σημείο Δ, το οποίο με το Γ να χωρίζουν αρμονικά το ζεύγος των σημείων Α, Β, ή το τετράπλευρο ΑΓΒΔ να είναι αρμονικό.
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Λύση.   
Σκέψεις.

Επειδή πρέπει, το ζεύγος των σημείων Γ, Δ, να χωρίζει αρμονικά, το ζεύγος των σημείων Α, Β. Δηλαδή πρέπει να είναι: 
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 ή ΑΓ.ΒΔ=ΑΔ.ΒΓ, ή  το τετράπλευρο ΑΓΒΔ να είναι αρμονικό {Γνωστό Κριτήριο 2 αρμονικότητας τετράπλευρου, Πρόταση 2β(21) του βιβλίου μας [31], ή την Γεωμετρία [6] παράγραφος 8-4.10}.
Με άλλα λόγια ζητείται να κατασκευασθεί αρμονικό τετράπλευρο, του οποίου δίνονται οι τρεις κορυφές του Α, Γ, Β και ζητείται να ορισθεί η τέταρτη Δ, που προφανώς πρέπει να βρίσκεται στον κύκλο (κ).

Για να επιτύχουμε τούτο, θα πρέπει να βασισθούμε σε κάποιο από τα δέκα τέσσερα Κριτήρια του αρμονικού τετράπλευρου ή τον ορισμό του.

1ος  Τρόπος (Με βάση τον ορισμό του).
(α). Ανάλυση.
Σύμφωνα τον ορισμό του, του Αρμονικού Τετράπλευρου (Γεωμετρία [6] 

παράγραφος 8-4.10), οι διαγώνιές του πρέπει να είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο, οπότε πχ η διαγώνιός του ΓΔ πρέπει να διέρχεται από τον πόλο Π της ΑΒ. Άρα, αυτή θα περνά από τα δύο γνωστά σημεία της Γ, Π, οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή. 

Βρίσκουμε, κατά τα γνωστά τον πόλο Π του ΑΒ, ως προς τον κύκλο. Φέρουμε την ΠΓ η οποία τέμνει την τον (κ) στο Δ. Λέμε ότι το ζητούμενο σημείο είναι το Δ.
(γ). Απόδειξη.  

Επειδή η ΓΔ, από την κατασκευή της, περνά από το πόλο Π της ΑΒ, οι διαγώνιες του τετράπλευρου ΑΓΒΔ θα είναι συζυγείς, οπότε σύμφωνα με τον ορισμό, του Αρμονικού Τετράπλευρου, το τετράπλευρο ΑΓΒΔ θα είναι πραγματικά αρμονικό και άρα τα Γ, Δ χωρίζουν αρμονικά τα σημεία Α, Β.

Συνεπώς, το Δ είναι το ζητούμενο σημείο.

2ος  Τρόπος (Με βάση το κριτήριο 14).
(α).  Ανάλυση.
Ένας πολύ εύκολος τρόπος, όπως θα διαπιστώσουμε, είναι αν βασισθούμε στο κριτήριο 14 που δώσαμε παραπάνω, με την Πρόταση 133 (§ 19.48), που τότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή. 

Ορίζουμε το μέσο Ν της ΑΒ, φέρουμε την ΓΝ η οποία έστω ότι σχηματίζει με την ΑΒ γωνία φ.

Με κορυφή το Ν και από το μέρος της ΑΒ που δεν βρίσκεται η ΓΝ, φέρουμε ευθεία η οποία να σχηματίζει με την ΑΒ γωνία φ, η οποία τέμνει τον κύκλο (κ) στο Δ. Λέμε ότι το ζητούμενο σημείο είναι το Δ.
(γ). Απόδειξη.  

Σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 14 (Πρόταση 133), αφού 
[image: image24.wmf]∠
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ΒΝΔ=φ, το τετράπλευρο ΑΓΒΔ θα είναι αρμονικό, οπότε και τα Γ, Δ, θα χωρίζουν αρμονικά τα σημεία Α, Β.

Παρατηρήσεις.ε

(α). Εύκολος τρόπος επίσης είναι η κατασκευή αυτή να γίνει με βάση το κριτήριο 11, που δώσαμε παραπάνω, στην Πρόταση 33 (§ 8.5), 

σύμφωνα με το οποίο είναι ΑΝ2 = ΝΓ.ΝΔ, οπότε βρίσκουμε κατά τα γνωστά το ΝΔ=α, καθώς έχουμε τα ΑΝ και ΝΓ. Έτσι, το Δ θα ανήκει στον κύκλο (κ) αλλά και σε κύκλο (Ν, α).

(β). Είναι φανερό ότι τέτοιους τρόπους κατασκευής αρμονικού τετράπλευρου, μπορούμε να έχουμε τουλάχιστον 14, όσα δηλαδή είναι και τα γνωστά μας, μέχρι τώρα κριτήρια Αρμονικού Τετράπλευρου.

 (γ). Στο Πρόβλημα αυτό είναι δυνατό, αντί  του σημείου Γ, να δίνεται ο λόγος ΑΓ/ΓΒ=μ/ν [(Κατασκευή 134 (§ 19.49)].

(δ). Είναι φανερό ότι η Πρόταση 135, αποτελεί επέκταση γνωστής Πρότασης (Συμπλήρωμα Γεωμετρίας [2] § 6.6, εφαρμογή 1, σελίδα 46), από ευθεία και σε κύκλο.

(ε). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις .61, 134

19.51. Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένου Τραπέζιου. 

Ειδικό Τραπέζιο. 
Κριτήριο 136 (Σχήμα 87).

Κάθε ισοσκελές τραπέζιο είναι αρμονικό, αν και μόνο αν οι ίσες πλευρές του είναι ίσες με την πλευρά τετραγώνου του οποίου η διαγώνιος είναι ίση με τη διαγώνιο του τραπεζίου αυτού, ή με άλλη διατύπωση:

Κάθε Αρμονικό Τραπέζιο, είναι ισοσκελές και οι ίσες πλευρές του είναι ίσες με την πλευρά τετραγώνου του οποίου η διαγώνιος είναι ίση με τη διαγώνιο του τραπεζίου αυτού, και αντίστροφα, 

κάθε ισοσκελές τραπέζιο, του οποίου οι ίσες πλευρές είναι ίσες με την πλευρά τετραγώνου το οποίο έχει διαγώνιο ίση με την διαγώνιο του τραπέζιου αυτού, είναι αρμονικό. 

[image: image128.emf](ê)


Ï


Ñ


Ã


Ä


Á


Â


Ì


á


Í


Ð


Ó÷Þìá 86.




(κ)

Ο

Ρ

Γ

Δ

Α

Β

Μ

α

Ν

Π

Σχήμα 86.

Λύση
(α). Ευθύ.

Θεωρούμε το Αρμονικό Τραπέζιο ΑΒΓΔ, με ΑΒ//ΓΔ. 

Επειδή το δοσμένο τραπέζιο είναι αρμονικό τετράπλευρο, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό του Αρμονικού Τετράπλευρου (§ 16.1α), θα είναι εγγράψιμο σε κύκλο έστω (Ο, ρ) ή (ο) και άρα θα είναι ισοσκελές με έστω ΑΔ=ΒΓ=β, ΑΓ=ΒΔ=λ και με ΑΒ=α, ΓΔ=γ. Θα αποδείξουμε ότι είναι:      λ=β
[image: image26.wmf]2

.  
Πραγματικά, σύμφωνα με το Κριτήριο 2β(21) της Γεωμετρίας μας [31], ή του Θεωρήματος 8-4.10-της Γεωμετρίας [6], θα είναι:        ββ=αγ ή β2=αγ.            (1).
Ακόμη, επειδή το τετράπλευρο αυτό είναι εγγράψιμο, σύμφωνα με το 10 Θεώρημα του Πτολεμαίου και αν ληφθεί υπόψη η (1), θα είναι: 
                           λλ=αγ+ββ ή λ2=β2+β2          ή       λ2=2β2 ή λ=β
[image: image27.wmf]2

,                  (2).ε

και                          λ2=αγ+αγ=2αγ          ή          λ2=2αγ ή λ=
[image: image28.wmf]αγ

2

.                  (3).

Δηλαδή, πραγματικά η πλευρά β του τραπεζίου, σύμφωνα με τη σχέση (2), είναι ίση με την πλευρά τετράγωνου του οποίου η διαγώνιος είναι ίση με τη διαγώνιο λ του τραπέζιου αυτού.

(β). Αντίστροφο. 

Δηλαδή, αν ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΔ=ΒΓ), έχει τις ίσες πλευρές του ΑΔ=ΒΓ=β, ίσες με την πλευρά τετραγώνου που έχει διαγώνιο ίση με την  διαγώνιό του δοσμένου τραπέζιου, ή ότι αν είναι λ=β
[image: image29.wmf]2

, θα δείξουμε ότι τούτο είναι αρμονικό

Πραγματικά, τότε θα είναι:                   λ2=2β2  ή   λ2=β2+β2.                               (4).

Ακόμη επειδή το δοσμένο τραπέζιο είναι ισοσκελές, θα είναι εγγράψιμο σε κύκλο (Ο, ρ) ή (ο), οπότε θα ισχύει και το 10 Θεώρημα Πτολεμαίου. Άρα, θα είναι και:                                      λλ=αγ+ββ    ή         λ2=β2+αγ                                    (5).

Έτσι, από τις σχέσεις (4), (5)  
[image: image30.wmf]⇒

 β2+β2 = β2+αγ  ή   β2=αγ  ή  ββ=αγ.               (6).

Επομένως αφού αληθεύει η (6) , σύμφωνα με το Κριτήριο 2β(21) (αντίστροφο) το τραπέζιο ΑΒΓΔ, θα είναι αρμονικό.

(δ). Διερεύνηση. 

--Στην ειδική περίπτωση που οι διαγώνιες του ισοσκελούς τραπέζιου είναι ίσες με τη διάμετρο του κύκλου, τότε η (2) γίνεται:  λ=2ρ=β
[image: image31.wmf]2

   ή   β=ρ
[image: image32.wmf]2

. Τούτο φανερώνει ότι η μη παράλληλες πλευρές β του τραπέζιου, είναι ίσες με την πλευρά του εγγεγραμμένου στον κύκλο αυτό τετράγωνου, οπότε προφανώς το τραπέζιο θα είναι τετράγωνο, καθώς τότε το τραπέζιο θα πρέπει να είναι και ορθογώνιο παραλληλόγραμμο και άρα α=γ, αγ= β2=α2=γ2  ή α=β=γ.
--Στην ειδική περίπτωση που η μεγάλη βάση του ισοσκελούς τραπεζίου είναι ίση με τη διάμετρο του περιγεγραμμένου του κύκλου (γ=2ρ), τότε:

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΔ προκύπτει ότι β2+λ2= (2ρ)2=4ρ2, η οποία λόγω της σχέσεως (2), γίνεται: 

                  β2+2β2=4ρ2   ή  3β2=4ρ2       ή                   β=
[image: image33.wmf]3
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.                          (7).
Η σχέση (7) σημαίνει ότι τότε η πλευρά β είναι ίση με τα 2/3 της πλευράς ισόπλευρου τριγώνου εγγεγραμμένου στον ίδιο κύκλο (Ο,ρ).

Ακόμη, η (7) λόγω της (1) γίνεται: 
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                         (8).

Συμπέρασμα.
Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι:
«Όταν η μεγάλη βάση γ Αρμονικού Τραπέζιου, γίνεται μέγιστη δυνατή ίση με 2ρ, τότε η μικρή βάση α, γίνεται ελάχιστη δυνατή ίση με    
[image: image42.wmf].
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»
Πόρισμα..
Κάθε ισοσκελές τραπέζιο, αν έχει την μεγάλη του βάση ίση με τη διάμετρο του περιγεγραμμένου του κύκλου και τη μικρή του βάση ίση με το τρίτο της μεγάλης, τότε τούτο είναι αρμονικό.
Απόδειξη.  

Πραγματικά τότε, αν λάβουμε υπόψη μας τις (7) και (8), θα είναι:

αγ=
[image: image44.wmf].
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)2=ββ ή αγ=ββ. Τούτο σημαίνει ότι το τραπέζιο αυτό, είναι αρμονικό.
Παρατηρήσεις.ε

(α). Από το Κριτήριο 136, συμπεραίνουμε ότι το Αρμονικό Τραπέζιο είναι «Ειδικό Τραπέζιο».

(β). Στο Αρμονικό Τραπέζιο ΑΒΓΔ, οι βάσεις ΑΒ, ΓΔ με τις διαγώνιες ΑΓ, ΒΔ, συνδέονται με την σχέση   λ2=2αγ [σχέση (3)].

(γ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 137, 138.

19.52. Τρεις Τρόποι Κατασκευής Αρμονικού Τραπεζίου.
Επέκταση της Κατασκευής 90, από Ευθεία και σε Κύκλο.

[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(43) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr  με το συνημμένο μας 137 (σχήμα 46)].

Κατασκευή 137 (Σχήμα 88).

Σε κύκλο (Ο, R) να εγγραφεί Αρμονικό Τραπέζιο ΑΓΒΔ του οποίου δίνεται η μία διαγώνιος ΑΒ=2τ και έτσι ώστε ΑΒ=ΓΔ=2τ
[image: image47.wmf]≤

2R (όπου τ δοσμένο τμήμα), 

ή με άλλη διατύπωση:

Σε κύκλο (Ο, R) θεωρούμε το ζεύγος σημείων Α, Β. Στον ίδιο κύκλο να ορισθεί δεύτερο ζεύγος σημείων Γ, Δ τα οποία να χωρίζουν αρμονικά τα σημεία Α, Β και έτσι ώστε ΑΒ=ΓΔ=2τ
[image: image48.wmf]≤

2R (όπου τ δοσμένο τμήμα).
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Σχήμα 87.

Λύση 1η . 

(α). Ανάλυση. 

Αν ΑΓΒΔ είναι το ζητούμενο Αρμονικό Τραπέζιο, τότε σύμφωνα με τα γνωστά η ΓΔ θα πρέπει να περνά από τον πόλο Ν της γνωστής μας χορδής ΑΒ.

Ακόμη πρέπει να είναι και ΑΒ=ΓΔ=2τ
[image: image49.wmf]≤

2R.

Έτσι, επειδή το Ν κατασκευάζεται και ο κύκλος (Ο, R) πρέπει να αποκόπτει από την ευθεία ΝΔ τμήμα ΓΔ=ΑΒ= 2τ, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή. 

(β). Κατασκευή. 

Τοποθετούμε, κατά τα γνωστά, στον κύκλο (Ο, R) χορδή ΑΒ=2τ, ορίζουμε τον πόλο Ν της χορδής ΑΒ και από το Ν 

φέρουμε, κατά τα γνωστά, εφαπτομένη ΝΛ στον ομόκεντρο κύκλο (Ο, ρ) με τον κύκλο (Ο, R), ο οποίος έχει ακτίνα ρ ίση με την απόσταση ΟΚ του Ο από την ΑΒ, η οποία τέμνει τον κύκλο (Ο, R) στα σημεία Γ, Δ (το Γ μεταξύ των Ν, Δ). Λέμε ότι το τετράπλευρο ΑΓΒΔ είναι το ζητούμενο Αρμονικό Τραπέζιο. 

(γ). Απόδειξη.  
Επειδή η ΓΔ περνά από τον πόλο Ν της ΑΒ, οι χορδές ΑΒ, ΓΔ είναι συζυγείς, οπότε το τετράπλευρο ΑΓΒΔ είναι αρμονικό (Ορισμός Αρμονικότητας εγγεγραμμένου τετράπλευρου, Γεωμετρία [6] παράγραφος 8-4,10).

Ακόμη, επειδή ρ=ΟΛ=ΟΚ, η ΓΔ είναι ίση με τη χορδή ΑΒ=2τ, οπότε και ΑΓ=ΒΔ (ισοσκελές τραπέζιο).

(γ). Διερεύνηση.
Εύκολα διαπιστώνουμε ότι το πρόβλημα αυτό έχει πάντοτε δύο λύσεις, συμμετρικές ως προς την ΟΝ, καθώς εφαπτόμενες από το Ν στον κύκλο 

(Ο, ρ), άγονται πάντοτε δύο (η ΝΓΔ και η ΝΓ'Δ').

(Βλέπε σχετικά και την διερεύνηση του Κριτηρίου 136).

Λύση 2η (Μετρική). 

(α). Ανάλυση. 

Αν ΑΓΒΔ είναι το ζητούμενο Αρμονικό Τραπέζιο, τότε επειδή αυτό είναι αρμονικό, κατά τα γνωστά, θα είναι κυρτό, εγγράψιμο σε κύκλο και θα έχει: ΑΓ.ΒΔ=ΑΔ.ΒΓ.                                                                                                  (1).

Ακόμη, από την υπόθεση είναι: ΑΒ=ΓΔ=2τ.                                                  (2).

Έτσι, εύκολα διαπιστώνουμε ότι το εγγεγραμμένο τετράπλευρο αυτό θα είναι ισοσκελές τραπέζιο, οπότε έστω ότι έχει: ΑΔ//ΒΓ και ΑΓ=ΒΔ.                          (3).

Επομένως , η (1) λόγω της (3) γίνεται: ΑΓ2=ΒΔ2=ΑΔ.ΒΓ.                              (4). 

Αν λάβουμε υπόψη τις (2), (3) και αν εφαρμόσουμε το Θεώρημα του Πτολεμαίου, στο τραπέζιο αυτό, θα έχουμε: ΑΒ.ΓΔ= ΑΒ2=ΓΔ2=ΑΓ.ΒΔ+ΑΔ.ΒΓ=ΑΓ2+ΑΔ.ΒΓ=4τ2.                                         (5).

Η (5), λόγω των (1), (2) (4), γίνεται: 

ΑΒ2= ΓΔ2=2ΑΓ2 =2ΑΔ.ΒΓ = 4τ2 ή 

ΑΓ2= 2τ2  ή  ΑΓ=ΒΔ= τ
[image: image50.wmf]2

.                                                                                  (6).

Βλέπουμε λοιπόν ότι η ΑΓ κατασκευάζεται ως διαγώνιος τετραγώνου πλευράς τ. 

Άρα, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή. 

(β). Κατασκευή. 

Στο δοσμένο κύκλο (Ο,R) τοποθετούμε, κατά τα γνωστά, χορδή ΑΒ=2τ. 

Κατασκευάζουμε τις ίσες πλευρές ΑΓ=ΒΔ= τ
[image: image51.wmf]2

, όπως πάρα πάνω αναφέραμε και γράφουμε τους κύκλους (Α,ΑΓ), (Β,ΒΔ), που τέμνουν τον κύκλο (Ο, R) στα ζεύγη των σημείων Γ, Δ' και Γ', Δ, αντίστοιχα.

Λέμε ότι το καθένα από τα τετράπλευρα ΑΓΒΔ, ΑΓ'ΒΔ' αποτελούν το ζητούμενο τραπέζιο. 

(γ). Απόδειξη.  
Το ΑΓΒΔ είναι πραγματικά το ζητούμενο, καθώς: 

Είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο (Ο, R), έχει ΑΒ=2τ και ΑΓ=ΒΔ= τ
[image: image52.wmf]2

, οπότε το τετράπλευρο αυτό θα είναι ισοσκελές, οπότε θα έχει και ίσες διαγώνιες ΑΒ=ΓΔ=2τ. 

Εξάλλου, από τα παραπάνω και σύμφωνα με το Θεώρημα Πτολεμαίου θα είναι: ΑΒ2= ΓΔ2=ΑΓ2 +ΑΔ.ΒΓ = 4τ2 ή (τ
[image: image53.wmf]2

)2 +ΑΔ.ΒΓ =2τ2 +ΑΔ.ΒΓ= 4τ2 ή επειδή ΑΓ= τ
[image: image54.wmf]2

 ή ΑΓ2=2τ2, θα είναι και: ΑΔ.ΒΓ=2τ2 =ΑΓ2=ΑΓ.ΑΓ=ΑΓ.ΒΔ ή ΑΔ.ΒΓ=ΑΓ.ΒΔ. Τούτο σημαίνει ότι το τετράπλευρο ΑΓΒΔ είναι αρμονικό, καθώς αυτό είναι και εγγεγραμμένο. Άρα είναι το ζητούμενο. Όμοια βρίσκουμε ότι και το τετράπλευρο ΑΓ'ΒΔ' αποτελεί λύση του προβλήματος.

Λύση 3η (Με εφαρμογή του Κριτηρίου 136). 

Η απόδειξη αυτή γίνεται όπως αναφέρεται στον παραπάνω τρόπο 2, αλλά τώρα με εφαρμογή του Κριτηρίου 136, όπου απαιτείται, αφού βρούμε ότι ΑΓ=ΒΔ=τ
[image: image55.wmf]2

, από τη σχέση 2τ=ΑΓ
[image: image56.wmf]2

, που στο Κριτήριο 136, έχουμε αποδείξει ότι ισχύει.

(γ). Διερεύνηση..

Από τα παραπάνω διαπιστώνουμε ότι το πρόβλημα έχει πάντοτε δύο λύσεις. 

Παρατηρήσεις.
(α). Σύμφωνα με την παραπάνω λύση 2, είναι ΑΓ=ΒΔ= τ
[image: image57.wmf]2

.

Δηλαδή, η κάθε μία από τις μη παράλληλες πλευρές κάθε αρμονικού τραπεζίου, είναι ίση με τη διαγώνιο τετραγώνου πλευράς ίσης με τη μισή διαγώνιο του 
τραπεζίου αυτού. 

(β). Μια τρίτη διατύπωση της Πρότασης 137, είναι και η εξής: 

«Σε κύκλο (Ο, R), να εγγραφεί αρμονικό τραπέζιο ΑΓΒΔ, του οποίου δίνεται η διαγώνιος ΑΒ=2τ».

(γ). Η Πρόταση 137 πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζεται εδώ, ενώ αποτελεί επέκταση της Κατασκευής 90, από ευθεία και σε κύκλο.

(δ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 89, 90, 136, 138.

19.53. Κατασκευή Αρμονικού Τετράπλευρου.
Επέκταση της Κατασκευής 89, από Ευθεία και σε Κύκλο.

Γενίκευση της Κατασκευής 137.

[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(46) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr  με το συνημμένο μας 142 (σχήμα 46)].

Κατασκευή 138 (Σχήμα 89).

Σε δοσμένο κύκλο (Ο, R) ή να εγγραφεί τετράπλευρο ΑΓΒΔ, το οποίο να είναι αρμονικό και του οποίου δίνονται οι διαγώνιες ΑΒ=2τ
[image: image58.wmf]≤

2R, ΓΔ=2τ'
[image: image59.wmf]≤

2R (όπου τ, τ′ δοσμένα τμήματα),

ή με άλλη διατύπωση:
Σε δοσμένο κύκλο (Ο, R) ή θεωρούμε το ζεύγος σημείων Α, Β. Στον ίδιο κύκλο να ορισθεί δεύτερο ζεύγος σημείων Γ, Δ, τα οποία να χωρίζουν αρμονικά τα σημεία Α, Β και έτσι ώστε ΑΒ=2τ
[image: image60.wmf]≤

2R, ΓΔ=2τ'
[image: image61.wmf]≤

2R (όπου τ, τ' δοσμένα τμήματα).
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Σχήμα 88.

Λύση . 
Σκεπτόμαστε και εργαζόμαστε και εδώ όπως ακριβώς στην πρώτη λύση της Κατασκευής 137, με τη διαφορά την ΝΓΔ, φέρουμε εφαπτομένη από τον πόλο Ν σε ομόκεντρο κύκλο με τον (Ο, R) και ο οποίος έχει ακτίνα ρ, ίση με την κάθετη πλευρά ορθογώνιου τριγώνου, που έχει υποτείνουσα R και την άλλη κάθετη πλευρά του, ίση με τ'. 

Δηλαδή ρ2=R2-τ'2. 
(γ). Διερεύνηση.
Εύκολα διαπιστώνουμε ότι το πρόβλημα αυτό έχει πάντοτε δύο λύσεις, αρκεί να είναι: 2τ
[image: image62.wmf]≤

2R και 2τ'
[image: image63.wmf]≤

2R.

Παρατηρήσεις.
(α). Η Κατασκευή 138 πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζεται εδώ. 

(β). Είναι φανερό, ότι η Κατασκευή 138, αποτελεί γενίκευση της Κατασκευής 137, ενώ αυτή αποτελεί επέκταση της Κατασκευής 89, από ευθεία και σε κύκλο.

(γ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 89, 90, 136, 137.

19.54. Τεταρτο Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένου Εξάπλευρου. 

[Πρόκειται για την Πρόταση 3α(47), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica. gr, με το συνημμένο μας 61 (Σχήμα 4)].

Κριτήριο 139 (Σχήμα 64).

Αν κυρτού εγγεγραμμένου σε κύκλο εξάπλευρου, οι τρεις διαγώνιές του (κυρίες), αποτελούν αντίστοιχα τους φορείς των συμμετροδιάμεσων τουλάχιστον του ενός από τα δίδυμα τρίγωνα του εξάπλευρου αυτού, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Απόδειξη.

(α). Ευθύ.

Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο), με ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (Πρόταση 104). Θα δείξουμε ότι οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, είναι οι φορείς  των συμμετροδιάμεσων των δίδυμων τριγώνων ΑΓΕ και ΒΔΖ.

Πραγματικά, σύμφωνα με τον ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων (§ 16.1β),  αρμονικό θα είναι και πχ το τετράπλευρο ΓΔΕΑ, οπότε, σύμφωνα με τον ορισμό των Αρμονικών Τετράπλευρων (§ 16.1α), οι διαγώνιες ΑΔ, ΓΕ του τετράπλευρου αυτού, θα είναι συζυγείς, ως προς τον κύκλο (ο).
Άρα βλέπουμε ότι η ΑΔ είναι συζυγής με την πλευρά ΓΕ του τριγώνου ΑΓΕ, οπότε η ΑΔ θα είναι ο φορέας της συμμετροδιάμεσου του ίδιου τριγώνου (αντίστροφο της Βοηθητικής Πρόταση 6, § 2.6, Έψιλον Μέρους).

Όμοια βρίσκουμε ότι στο αρμονικό τετράπλευρο ΖΑΒΔ η ΑΔ είναι συζυγής με την πλευρά ΒΖ του τριγώνου ΔΒΖ, οπότε η ΑΔ θα είναι ο φορέας της συμμετροδιάμεσου του τριγώνου ΔΒΖ.

Με όμοιο τρόπο εργαζόμενοι, βρίσκουμε ότι αληθεύουν και τα υπόλοιπα ζητούμενα.

Συνεπώς, βλέπουμε ότι οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι συμμετροδιάμεσοι και των δύο τριγώνων ΑΓΕ και ΒΔΖ (φορείς).

(β). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν το δοσμένο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι κυρτό, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) και οι διαγώνιές του ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι συμμετροδιάμεσοι (φορείς) πχ 

του δίδυμου τριγώνου ΑΓΕ ή ΒΔΖ, τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Πραγματικά, αν οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι συμμετροδιάμεσοι (φορείς) πχ του δίδυμου τριγώνου ΑΓΕ, τότε, σύμφωνα με τη Βοηθητική Πρόταση 6, § 2.6, Έψιλον Μέρους (ευθύ), τα ζεύγη ΑΔ-ΓΕ, ΒΕ-ΑΓ, ΓΖ-ΕΑ θα είναι συζυγή. Έτσι, σύμφωνα με τον ορισμό των Αρμονικών Τετράπλευρων (§ 16.1α), τα τετράπλευρα ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ, ΑΒΓΕ θα είναι αρμονικά, οπότε σύμφωνα την Πρόταση 109 ( § 19.17, αντίστροφο) Αρμονικών Εξάπλευρων το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό. 

Στο ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε και όταν μας δίνεται ότι οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι συμμετροδιάμεσοι (φορείς) του δίδυμου τριγώνου ΒΔΖ.

Πόρισμα 1.
Οι τρεις κορυφές κάθε τριγώνου και οι τρεις τομές των συμμετροδιάμεσων του με τον περιγεγραμμένο του κύκλο, αποτελούν κορυφές Αρμονικού Εξάπλευρου.
Απόδειξη.

Θεωρούμε το τρίγωνο ΑΓΕ. Αν οι συμμετροδιάμεσοι του τέμνουν τον περιγεγραμμένο τους κύκλο στα σημεία Δ, Ζ, Β αντίστοιχα, τότε το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό.

Η απόδειξη τούτου προφανώς, είναι άμεση συνέπεια του αντίστροφου της παραπάνω Πρότασης 139 των Αρμονικών Εξάπλευρων.

Πόρισμα 2.
Αν σε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο εξάπλευρο, με συντρέχουσες διαγώνιες, το σημείο σύγκλισης των διαγωνίων του είναι σημείο Lemoine του ενός τουλάχιστον από τα δίδυμα τρίγωνά του, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Απόδειξη.

(α). Ευθύ.

Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ. Σύμφωνα με την Πρόταση 104, τούτο θα έχει ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ. Θα δείξουμε ότι το Κ είναι το σημείο Lemoine των τριγώνων ΑΓΕ, ΒΔΖ.

Σύμφωνα με το ευθύ του παραπάνω Κριτηρίου 139, οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, είναι οι φορείς  των συμμετροδιάμεσων των τριγώνων ΑΓΕ, ΒΔΖ, οπότε το σημείο σύγκλισης τους Κ, είναι το σημείο Lemoine και των δύο τριγώνων ΑΓΕ, ΒΔΖ.

(β). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν σε δοσμένο κυρτό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R), είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και το Κ είναι το σημείο Lemoine του τριγώνου ΑΓΕ ή του ΒΔΖ, θα δείξουμε ότι το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Αν πχ το Κ είναι το σημείο Lemoine του τριγώνου ΑΓΕ, τότε οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, που περνούν από το Κ, θα είναι και συμμετροδιάμεσοι του τριγώνου ΑΓΕ, οπότε σύμφωνα με το αντίστροφο του παραπάνω Κριτηρίου 139, το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό. 

Παρατήρηση.
Είναι προφανές ότι η απόδειξη του Πορίσματος 2, μπορεί να βασισθεί στη Βοηθητική Πρόταση 6, § 2.6, Έψιλον Μέρους.

Πόρισμα 3.
Δίνεται τρίγωνο ΑΓΕ, το σημείο Κ Lemoine του τριγώνου αυτού και (ο) ο περιγεγραμμένος κύκλος (ο) του ιδίου τριγώνου. Αν οι ΑΚ, ΓΚ, ΕΚ, επανατέμνουν τον κύκλο (ο) στα σημεία Δ, Ζ, Β, αντίστοιχα, να αποδειχθεί ότι το Κ είναι σημείο Lemoine και του τριγώνου ΒΔΖ.

Απόδειξη.

 1ος Τρόπος (Με βάση το Πόρισμα 1). 

Σύμφωνα με το παραπάνω Πόρισμα 1, αφού το Κ είναι σημείο Lemoine  του τριγώνου ΑΓΕ, οι κορυφές Α, Γ, Ε, και οι τομές Δ, Ζ, Β, των ΑΚ, ΓΚ, ΕΚ, με τον κύκλο (ο), θα αποτελούν κορυφές του Αρμονικού Εξάπλευρου ΑΒΓΔΕΖ.

Έτσι, αφού το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, είναι αρμονικό, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 16.1β), τούτο θα έχει αρμονικά τα τετράπλευρά του ΔΕΖΒ, ΖΑΒΔ, ΒΓΔΖ.

Άρα, αφού πχ το τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό οι ΒΕ και ΔΖ θα είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο), οπότε στο τρίγωνο ΒΔΖ η ΒΕ θα είναι συμμετροδιάμεσός του (Αντίστροφο της Βοηθητικής Πρότασης 6, § 2.6, Έψιλον Μέρους).
Όμοια, βρίσκουμε ότι και οι ΑΔ και ΓΖ είναι συμμετροδιάμεσοι του τριγώνου ΒΔΖ και επειδή οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, συντρέχουν από την υπόθεση στο Κ, τούτο θα είναι Σημείο Lemoine και για τα τρίγωνο ΒΔΖ.
2ος Τρόπος (Αναλυτικός). 

Επειδή, πχ η ΑΔ θα είναι συμμετροδιάμεσος του τριγώνου ΑΓΕ οι ΑΔ, ΓΕ, θα εί ναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο) (Ευθύ της Βοηθητικής Πρότασης 6, § 2.6, Έψιλον Μέρους).
Άρα, το τετράπλευρο ΓΔΕΑ θα είναι αρμονικό.

Με όμοιο ακριβώς τρόπο βρίσκουμε ότι και τα τετράπλευρα ΕΖΑΓ, ΑΒΓΕ, είναι αρμονικά.

Έτσι, αφού πχ το τετράπλευρο ΓΔΕΑ είναι αρμονικό και ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, αρμονικό θα είναι και το τετράπλευρο ΖΑΒΔ (Ευθύ της Πρότασης 34, § 8.71). Τούτο σημαίνει ότι οι ΑΔ και ΒΖ, είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο).

Επομένως, η ΑΔ είναι συμμετροδίάμεσος του τριγώνου ΒΔΖ (Αντίστροφο Βοηθητικής Πρότασης 6, § 2.6, Έψιλον Μέρους). 
Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε ότι συμμετροδιάμεσοι του τριγώνου ΒΔΖ είναι και οι ΒΕ, ΓΖ, και επειδή αυτές περνούν από το Κ, τούτο είναι σημείο Lemoine και για το τρίγωνο ΒΔΖ.
Παρατήρηση.
Ανάλογη Πρόταση έχει γίνει και για το Αρμονικό Δεκάπλευρο Πρόταση 131.

Γενικές Παρατηρήσεις.
(α). Η Πρόταση 139 πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζεται εδώ. 
(β). Τα 1ο, 20, 30, 40, 50, Κριτήρια του Αρμονικού Εξάπλευρου, δίνονται στις Προτάσεις 96, 109, 112, 139, 140, αντίστοιχα.
(γ). Σχετική είναι και οι Πρόταση 131.
19.55. Πέμπτο Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένου Εξάπλευρου. 
Επέκταση του Κριτήριου 139.

[Πρόκειται για το Κριτήριο 4, που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica. gr, με το συνημμένο μας 67 (Σχήμα 7)].

Κριτήριο 140 (Σχήμα 90).

Αν σε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο εξάπλευρο, οι τρεις διαγώνιές του (κυρίες), περνούν ανά μία αντίστοιχα από τρεις μη διαδοχικές κορυφές του εξάπλευρου που έχει κορυφές τις έξι τομές των μία παρά μία πλευρών του αντίστοιχου περιγεγραμμένου (εφαπτομενικού) εξάπλευρου του δοσμένου εγγεγραμμένου εξάπλευρου, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Απόδειξη.
(α). Ευθύ.

[image: image131.emf]R


R


2ô


ñ


2ô'


2ô'


Ï


Â


Á


Í


Ì


Ê


Ä


Ã


Ã'


Ä'


Ë'


Ë


Ó÷Þìá 89.




R

R

2τ

ρ

2τ'

2τ'

Ο

Β

Α

Ν

Μ

Κ

Δ

Γ Γ'

Δ'

Λ' Λ

Σχήμα 89.

Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, με ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (Πρόταση 104) και του οποίου αν Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ' είναι το αντίστοιχο περιγεγραμμένο του εξάπλευρο (Πολικά αντίστροφο), με τον (Ο, R) αντίστοιχο (διευθύνοντα) κύκλο, όπου Α
[image: image64.wmf]∈

Ζ'Α', Β
[image: image65.wmf]∈

Α'Β', …, Α'1≡Ζ'Α'∩Β'Γ', Β'1≡Α'Β'∩Γ'Δ',… Ζ'1≡Ε'Ζ'∩Α'Β', θα δείξουμε ότι: 
Α'1
[image: image66.wmf]∈

ΒΕ, Γ'1
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ΑΔ, Ε'1
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ΓΖ  και  Β'1
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ΓΖ, Δ'1
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ΒΕ, Ζ'1
[image: image71.wmf]∈

ΑΔ.       (1).

Πραγματικά, επειδή το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό, αρμονικό θα είναι πχ και το τετράπλευρο ΑΒΓΕ (αρχικός ορισμός Αρμονικoύ Εξάπλευρου, § 16.1β), οπότε, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό Αρμονικών Τετράπλευρων § 16.1α, οι διαγώνιές του  ΒΕ, ΑΓ θα είναι συζυγείς και άρα η ΒΕ θα περνά από τον πόλο Α'1 της ΑΓ ή Α'1
[image: image72.wmf]∈

ΒΕ.
Όμοια βρίσκουμε ότι αληθεύουν και τα υπόλοιπα ζητούμενα.

Δηλαδή ότι είναι και:  Γ'1
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ΑΔ, Ε'1
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ΓΖ, Β'1
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ΓΖ, Δ'1
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ΒΕ, Ζ'1
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ΑΔ.
Συμπέρασμα.
--Από τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι για το αρμονικό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, οι Α'1ΒΚΕΔ'1, Β'1ΓΚΖΕ'1, Γ'1ΔΚΑΖ'1, είναι ευθείες.

--Ακόμη εύκολα διαπιστώνουμε ότι σε κάθε αρμονικό εξάπλευρο, τα σημεία  Gergonne των δύο ζευγών αντιστοίχων (Πολικά αντιστρόφων) τριγώνων ΑΓΕ-Α'1Γ'1Ε'1 και ΒΔΖ-Β'1Δ'1Ζ'1, συμπίπτουν με το κοινό σημείο σύγκλισης των διαγώνιων του αρμονικού εξάπλευρου.
(β). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν στο δοσμένο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ που είναι κυρτόκαι εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R), είναι: Α'1
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ΒΕ, Γ'1
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ΑΔ, Ε'1
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ΓΖ,  ή  Β'1
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ΓΖ, Δ'1
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ΒΕ, Ζ'1
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ΑΔ, θα δείξουμε ότι το ΑΒΓΔΕΖ είναι Αρμονικό Εξάπλευρο,

Πραγματικά, αν πχ είναι: Α'1
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ΒΕ, Γ'1
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ΑΔ, Ε'1
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ΓΖ, τότε επειδή τα Α'1, Γ'1, Ε'1, είναι προφανώς οι πόλοι των ΑΓ, ΓΕ, ΕΑ αντίστοιχα, τα ζεύγη ΒΕ-ΑΓ, ΑΔ-ΓΕ, ΓΖ-ΑΕ θα είναι συζυγή, ως προς τον κύκλο (Ο,R), οπότε σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό § 16.1α, τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ, θα είναι αρμονικά.

Συνεπώς, σύμφωνα με το ευθύ του Κριτήριου 109 Αρμονικών Εξάπλευρων, το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό. 

Όμοια αποδεικνύουμε ότι αρμονικό θα είναι το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ και όταν Β'1
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ΓΖ, Δ'1
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ΒΕ, Ζ'1
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ΑΔ.

Πόρισμα.
Οι τρεις κορυφές, κάθε τριγώνου και οι τρεις τομές των τριών σεβιανών Gergonne (ορολογία § 2) του αντίστοιχού του (εφαπτομενικού) τριγώνου, με τον αντίστοιχό τους κύκλο, αποτελούν κορυφές Αρμονικού Εξάπλευρου.
                                                                                                                                   Απόδειξη.

Θεωρούμε το τρίγωνο ΑΓΕ και το αντίστοιχό του (εφαπτομενικό) τρίγώνο

Α'1Γ'1Ε'1 (όπου Α
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Α'1Ε'1, Γ
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 Α'1Γ'1, Ε
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 Γ'1Ε'1) με αντίστοιχο κύκλο τον (Ο, R). Αν Β≡ΕΑ'1∩(Ο,R), Δ≡ΑΓ'1∩(Ο, R), Ζ≡ΓΕ'1∩(Ο, R), τότε το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό.
Η απόδειξη τούτου προφανώς, είναι άμεση συνέπεια του αντίστροφου του παραπάνω Κριτήριου 140 των Αρμονικών Εξάπλευρων.

Παρατηρήσεις.
(α). Η Κατασκευή 140 πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζεται εδώ. 
(β). Τα 1ο, 20, 30, 40, 60, Κριτήρια του Αρμονικού Εξάπλευρου, δίνονται στις Προτάσεις 96, 109, 112, 139, 141, αντίστοιχα.
(γ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 96, 109, 112, 139, 141.
19.56. Έκτο Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένου Εξάπλευρου. 

Επέκταση του Κριτήριου 140.

[Πρόκειται για την Πρόταση 2 α (50) (Κριτήριο), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica. gr, με το συνημμένο μας 68 (Σχήμα 4)].

Κριτήριο 141 (Σχήμα 64).

Αν σε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R), εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, που έχει τις διαγώνιές του (κυρίες) συντρέχουσες και δύο τουλάχιστον από τα έξι τετράπλευρά του ΑΒΓΕ, ΒΓΔΖ, ΓΔΕΑ, ΔΕΖΒ, ΕΖΑΓ, ΖΑΒΔ, είναι αρμονικά, εκτός από τα ζεύγη εκείνα των οποίων τα δύο τετράπλευρα έχουν κοινή διαγώνιό τους μία από τις διαγώνιες του δοσμένου εξάπλευρου (Δηλαδή, εξαιρούνται τα ζεύγη τετραπλεύρων: ΑΒΓΕ-ΔΕΖΒ, ΓΔΕΑ-ΖΑΒΔ, ΕΖΑΓ-ΒΓΔΖ), τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Απόδειξη.
Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

1η  Περίπτωση.
Τα δύο αρμονικά τετράπλευρα ανήκουν μόνο σε μια από τις δύο τριάδες τετράπλευρων: ΑΒΓΕ-ΓΔΕΑ-ΕΖΑΓ, ή ΔΕΖΒ-ΖΑΒΔ-ΒΓΔΖ.                                (1).
(α). Ευθύ.

Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ. Θα δείξουμε ότι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και ότι όλα τα ζεύγη τετράπλευρων που προκύπτουν από την (1), είναι αρμονικά.
Πραγματικά, επειδή το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό θα είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (Πρόταση 104 Αρμονικών Εξάπλευρων).

Ακόμη, σύμφωνα με τον αρχικό ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων (§ 16.1β), όλα τα τετράπλευρα της (1), είναι αρμονικά.
Συνεπώς, αρμονικά θα είναι και τα ζεύγη των τετράπλευρων της 1ης Περίπτωσης.

(β). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν το δοσμένο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ που είναι κυρτό, εγγεγραμμένο 

σε κύκλο (Ο, R) και έχει ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και του οποίου πχ τα τετράπλευρα ΕΖΑΓ και ΑΒΓΕ είναι αρμονικά. Θα δείξουμε ότι το ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό εξάπλευρο.

Αρκεί να αποδείξουμε ότι και το τετράπλευρό του ΓΔΕΑ είναι αρμονικό [ευθύ της Πρότασης 109 Αρμονικών Εξάπλευρων (Κριτήριο 2)].
1ος Τρόπος.
Πραγματικά. αφού τα τετράπλευρα ΕΖΑΓ και ΑΒΓΕ είναι αρμονικά, τα ζεύγη των ΓΖ-ΑΕ και ΒΕ-ΑΓ θα είναι συζυγή ως προς τον κύκλο (Ο, R) και επομένως οι ΓΖ και ΕΒ είναι συμμετροδιάμεσοι του τριγώνου ΑΓΕ (αντίστροφο του Λήμματος 6 του Έψιλον Μέρους) και άρα η τομή τους ΓΖ∩ΕΒ≡Κ συμπίπτει με το σημείο Lemoine του τριγώνου ΑΓΕ.

Εξάλλου, από την υπόθεση και η ΑΔ περνά από το Κ. Τούτο φανερώνει ότι η ΑΔ είναι η τρίτη συμμετροδιάμεσος του τριγώνου ΑΓΕ. Άρα η ΑΔ θα είναι συζυγής με την τρίτη πλευρά ΓΕ του τριγώνου αυτού, καθώς η ΑΔ είναι συμμετροδιάμεσος του τριγώνου ΑΓΕ (ευθύ του Λήμματος 6 του Έψιλον Μέρους). Τούτο σημαίνει ότι και το τετράπλευρο ΓΔΕΑ είναι αρμονικό, οπότε και το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ θα είναι αρμονικό [ευθύ της Πρότασης 109 Αρμονικών Εξάπλευρων (Κριτήριο 2)].
2ος Τρόπος.
Επειδή, από την υπόθεση είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, σύμφωνα με το Λήμμα 5 του Έψιλον Μέρους, θα είναι:             
[image: image93.wmf].
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                                        (2).

Ακόμη, επειδή από την υπόθεση τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΕΖΑΓ είναι αρμονικά, θα είναι: 
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Έτσι, η σχέση (2) λόγω των (3), γίνεται: 
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 ή ΑΕ.ΓΔ=ΔΕ.ΓΑ.

Η τελευταία σχέση φανερώνει ότι και το τετράπλευρο ΓΔΕΑ είναι αρμονικό, οπότε και το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ θα είναι αρμονικό [ευθύ της Πρότασης 109 Αρμονικών Εξάπλευρων (Κριτήριο 2)].
2η  Περίπτωση.
Τα δύο αρμονικά τετράπλευρα ανήκουν από ένα σε κάθε μία από 

τις δύο τριάδες τετράπλευρων: ΑΒΓΕ-ΓΔΕΑ-ΕΖΑΓ,  ΔΕΖΒ-ΖΑΒΔ-ΒΓΔΖ.      (4).
(α). Ευθύ. 
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ. Θα δείξουμε ότι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και ότι όλα τα ζεύγη τετράπλευρων που προκύπτουν από την (4), είναι αρμονικά.

Πραγματικά, επειδή το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό θα είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (Πρόταση 104 Αρμονικών Εξάπλευρων).

Ακόμη, σύμφωνα με τον αρχικό ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων (§ 16.1β), όλα τα τετράπλευρα της (4), είναι αρμονικά.
Συνεπώς, αρμονικά θα είναι και τα ζεύγη των τετράπλευρων της 2ης Περίπτωσης [σχέση (4)].

(β). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αντί των τετράπλευρων ΕΖΑΓ και ΑΒΓΕ που λάβαμε αρμονικά στην 1η Περίπτωση, εδώ δίνεται πχ ότι αρμονικά είναι τα τετράπλευρα ΕΖΑΓ και ΔΕΖΒ.

Επειδή, από την υπόθεση είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, σύμφωνα με το Λήμμα 4, αρμονικό θα είναι πχ και το τετράπλευρο ΑΒΓΕ, καθώς το ΔΕΖΒ είναι αρμονικό (υπόθεση).

Έτσι, παρατηρούμε ότι το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ θα έχει ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και αρμονικά τα τετράπλευρα ΕΖΑΓ και ΑΒΓΕ, οπότε η 2η Περίπτωση, ανάγεται στην 1η Περίπτωση.

Παρατηρήσεις.
(α). Η Κατασκευή 141 πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζεται εδώ. 

(β). Τα 1ο, 20, 30, 40, 50, Κριτήρια του Αρμονικού Εξάπλευρου, δίνονται στις Προτάσεις 96, 109, 112, 139, 140, αντίστοιχα.

(γ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 96, 109, 112, 139, 140.

19.57. Έβδομο Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένου Εξάπλευρου. 

Επέκταση του Κριτήριου 141.

[Πρόκειται για την Πρόταση 2α(55) (Κριτήριο), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica. gr, με το συνημμένο μας 69 (Σχήμα 7)].

Κριτήριο 142 (Σχήμα 90).

Αν κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει τις διαγώνιές του (κυρίες) συντρέχουσες και δύο τουλάχιστον από τις διαγώνιές του αυτές περνούν ανά μία από μια κορυφή του εξάπλευρου Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1Ζ'1 που έχει κορυφές τις έξι μία παρά μία τομές των πλευρών του αντίστοιχου περιγεγραμμένου (εφαπτομενικού) εξάπλευρου Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ' του δοσμένου εξάπλευρου ΑΒΓΔΕΖ, εκτός από τα τρία ζεύγη απέναντι κορυφών του εξάπλευρου Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1Ζ'1, (Δηλαδή, εξαιρούνται τα ζεύγη των κορυφών;   Α'1 - Δ'1, Β'1-Ε'1,  Γ'1- Ζ'1), τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό. 
Απόδειξη.

(α). Ευθύ. 
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, με  ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (Πρόταση 104), εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) και το αντίστοιχό του περιγεγραμμένο εξάπλευρο (πολικά αντίστροφο του) Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ' ((Α
[image: image99.wmf]∈

Ζ'Α', Β
[image: image100.wmf]∈

Α'Β',..…). 
Αν Α'1≡Ζ'Α'∩Β'Γ', Β'1≡Α'Β'∩Γ'Δ',… Ζ'1≡Ε'Ζ'∩Α'Β', θα δείξουμε ότι:  Α'1 - Δ'1
[image: image101.wmf]∈

 ΒΕ, Β'1-Ε'1
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ΓΖ, Γ'1- Ζ'1
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ΑΔ,  , ή  ΒΕ≡Α'1 Δ'1, ΓΖ≡Β'1 Ε'1,ΑΔ≡Γ'1 Ζ'1 (οι φορείς τους).

Επειδή τότε τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΒΓΔΖ, ΓΔΕΑ, ΔΕΖΒ, ΕΖΑΓ, ΖΑΒΔ, θα είναι αρμονικά (ορισμός Αρμονικών Εξάπλευρων, § 16.1β), θα είναι πχ οι ΒΕ, ΑΓ συζυγείς, ως προς τον κύκλο (Ο, R), οπότε η ΒΕ θα περνά από τον πόλο Α'1 της ΑΓ, καθώς το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι αρμονικό. Όμοια βρίσκουμε και ότι Β'1
[image: image104.wmf]∈

ΓΖ, Γ'1
[image: image105.wmf]∈

ΑΔ,…[Για την απόδειξη τούτου, προφανώς, μπορούμε να βασισθούμε στο ευθύ της Πρότασης 140 Αρμονικών Εξάπλευρων (50 Κριτήριο)].

(β). Αντίστροφο.

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

1η  Περίπτωση.
Οι δύο διαγώνιες του εξάπλευρου ΑΒΓΔΕΖ περνούν από δύο μία παρά μία κορυφές του εξάπλευρου Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1Ζ'1.

Δηλαδή, το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό, αν Α'1 
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ΒΕ και Γ'1
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ΑΔ, ή        

Α'1 
[image: image108.wmf]∈

ΒΕ και Ε'1
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ΓΖ, ή  Γ'1 
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ΑΔ και Ε'1
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ΓΖ, ή  Β'1 
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ΓΖ και Δ'1
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ΒΕ, ή  Β'1 
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ΓΖ και Ζ'1
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ΑΔ, ή  Δ'1 
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ΒΕ και Ζ'1
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ΑΔ, ενώ και για τις δύο περιπτώσεις είναι:  ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.
Έτσι, αν πχ είναι Α'1 
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ΒΕ και Γ'1
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ΑΔ, τότε προφανώς η ΒΕ θα είναι συζυγής με την ΑΓ, καθώς η ΒΕ περνά από τον πόλο Α'1  της ΑΓ (υπόθεση). 

Επομένως το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι αρμονικό (ορισμός Αρμονικού Τετράπλευρου, § 16.1α).

Όμοια βρίσκουμε ότι και το τετράπλευρο ΓΔΕΑ είναι αρμονικό, επειδή Γ'1 
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ΑΔ. Άρα, το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό [Αντίστροφο της Πρότασης 141. Αρμονικών Εξάπλευρων (Περίπτωση 1)].

2η  Περίπτωση.
Οι δύο διαγώνιες του ΑΒΓΔΕΖ περνούν από δύο διαδοχικές κορυφές του εξάπλευρου Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1Ζ'1.

Δηλαδή, το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό, αν ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και Α'1 
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ΒΕ και Β'1
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ΓΖ, ή  Β'1 
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ΓΖ και Γ'1 
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ΑΔ,… 

Έτσι, αν πχ είναι Α'1 
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ΒΕ και Β'1
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ΓΖ, τότε βρίσκουμε όπως παραπάνω (1η  Περίπτωση), ότι τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΒΓΔΖ είναι αρμονικά, οπότε και το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό [Αντίστροφο της Πρότασης 141 Αρμονικών Εξάπλευρων (Περίπτωση 2)], καθώς και εδώ είναι:. ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.
Παρατηρήσεις.
(α). Η Κατασκευή 142 πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζεται εδώ. 

(β). Τα 1ο, 20, 30, 40, 50, 60, Κριτήρια του Αρμονικού Εξάπλευρου, δίνονται στις Προτάσεις 96, 109, 112, 139, 140, 141, αντίστοιχα.

(γ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 96, 109, 112, 139, 140, 141.
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