(Συνημμένο 271. συνέχεια από το συνημμάνο 270).
19.61. Ιδιότητα Αρμονικών Εξάπλευρων. 

Ταύτιση του Σημείου Brianchon με το Σημείο Σύγκλισης Διαγώνιων στα Αρμονικά Εξάπλευρα. 
Επέκταση Θεωρήματος του Νεύτωνα και στα Αρμονικά Εξάπλευρα.

[Πρόκειται για την Πρόταση 10ι(134), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica. gr, με το συνημμένο μας 73 (Σχήμα 6)].
Κριτήριο 146 (Σχήμα 93).

Το σημείο σύγκλισης των διαγώνιων κάθε Αρμονικού Εξάπλευρου, συμπίπτει με το σημείο Brianchon {[6]( § 11-11)}, του αντίστοιχου περιγεγραμμένου του εξάπλευρου (εφαπτομενικό ή πολικά αντίστροφού του).
[image: image1.wmf]∈

Απόδειξη.

Δηλαδή, αν ΑΒΓΔΕΖ είναι Αρμονικό Εξάπλευρο, Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ' το αντίστοιχό του (εφαπτομενικό) περιγεγραμμένο εξάπλευρο (όπου Α
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Ó÷Þìá 93.
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Σχήμα 93.

Α'Ζ', Β
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Α'Β', …), (Ο, R) ο αντίστοιχός τους (διευθύνων) κύκλος, ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (Πρόταση 104 των Αρμονικών Εξάπλευρων) και Α'Δ'∩Β'Ε'∩Γ'Ζ'≡Κ' το σημείο Brianchon {[6]( § 11-11), θα αποδείξουμε ότι Κ≡Κ'.

Η απόδειξη τούτου είναι προφανώς απλή εφαρμογή του Λήμματος 8 του Έψιλον Μέρους.
Πραγματικά, αφού οι διαγώνιες του  Αρμονικού Εξάπλευρου ΑΒΓΔΕΖ συντρέχουν στο Κ (Πρόταση 104 των Αρμονικών Εξάπλευρων), σύμφωνα με το Λήμμα 8 του Έψιλον Μέρους, τούτο θα συμπίπτει με το σημείο Brianchon Κ' {[6]( § 11-11)}, του αντίστοιχού του περιγεγραμμένου εξάπλευρου Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'.

Παρατηρήσεις. 
(α). Ανάλογη Πρόταση αληθεύει και σε όλα τα Αρμονικά Πολύπλευρα η απόδειξή της βασίζεται στην Πρόταση 1δ(1) του βιβλίου [31}.

(β). Γενίκευση της Πρότασης 8, για 2ν-πλευρά, δίνουμε στην § 1δ(1) του βιβλίου [31]. Και οι δύο Προτάσεις αυτές αποτελούν προφανώς γενίκευση του Θεωρήματος του Νεύτωνα.

(γ). Τα παραπάνω Λήμματα 8 του Έψιλον Μέρους και 1δ(1) αποδείχθηκαν πολύτιμα για την απόδειξη Προτάσεων και ιδιαίτερα για Προτάσεις που αφορούν Αρμονικά Πολύπλευρα, με άρτιο αριθμό πλευρών.

(δ). Σχετική είναι και η Πρόταση 8 του Έψιλον Μέρους.

19.62. Καταπληκτική Αρμονία.

Ένατο Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένου Εξάπλευρου. 

Ζεύγος Τριγώνων Τετραπλά Ομολογικών (πρωτόγνωρο).
Επέκταση του Κριτήριου 143.

Κριτήριο 147 (Σχήμα 94).
Αν κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει τα δίδυμα τρίγωνά του ΑΓΕ και ΒΔΖ τετραπλά ομολογικά {[7] § 1249} τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό 
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Ó÷Þìá 94. 
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Σχήμα 94. 


Απόδειξη.

(α). Ευθύ. 
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R). 

Θα αποδείξουμε ότι, για τα τρίγωνά του ΑΓΕ και ΒΔΖ, είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, ΖΑ∩ΓΔ∩ΒΕ≡Α2, ΑΒ∩ΔΕ∩ΓΖ≡Β2, ΒΓ∩ΕΖ∩ΔΑ≡ Γ2. Δηλαδή, τα τρίγωνα αυτά είναι τετραπλά ομολογικά {ορολογία στο [7] § 1249}.
Τούτο αληθεύει πραγματικά, σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 143 (§ 19.58).
(β). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν το δοσμένο κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, τα τρίγωνά του ΑΓΕ και ΒΔΖ, είναι τετραπλά ομολογικά, δηλαδή αν έχουν ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, ΖΑ∩ΓΔ∩ΒΕ≡Α2, ΑΒ∩ΔΕ∩ΓΖ≡Β2, ΒΓ∩ΕΖ∩ΔΑ≡ Γ2, τότε θα αποδείξουμε ότι το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Πραγματικά, σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτήριου 143, τούτο αληθεύει. 

Καταπληκτική Αρμονία.
Στο σχήμα 94, συμβαίνουν τα παρακάτω καταπληκτικά:
Είναι γνωστό [26], ότι η Α2Β2Γ2 είναι ευθεία (Ευθεία Pascal), αλλά και πολική του σημείου Κ, ενώ τα Α2, Β2,  Γ2, είναι τα τρία κέντρα ομολογίας των τριγώνων ΑΒΕ και ΒΔΖ, ενώ το τέταρτο κέντρο ομολογίας είναι προφανώς το Κ.

Ακόμη, οι τομές ΑΓ∩ΔΖ≡α, ΒΔ∩ΑΕ≡β, ΒΖ∩ΓΕ≡γ, είναι συνευθειακές και αποτελούν τον ένα άξονα ομολογίας των τριγώνων αυτών, ο οποίος ταυτίζεται με την ευθεία Α2Β2Γ2, καθώς τα σημεία α, β, γ, ανήκουν στην ευθεία Α2Β2Γ2, δεδομένου ότι αυτά είναι συζυγή του Κ, ως προς τον κύκλο (Ο, R).

Συνεπώς, όλα τα σημεία Β2, α, Β2, β, Γ2, γ, είναι συνευθειακά.

Οι τρεις άλλοι άξονες ομολογίας των τριγώνων ΑΓΕ, ΒΔΖ, είναι οι αζι, βηδ, γθε (όπου ΑΓ∩ΒΖ≡δ, ΑΓ∩ΒΔ≡ε, ΒΔ∩ΓΕ≡ζ, ΓΕ∩ΔΖ≡η, ΕΑ∩ΔΖ≡θ, ΖΒ∩ΕΑ≡ι), ενώ οι αζι, βηδ, γθε, περνούν από το Κ, καθώς οι ζΚι, ηΚδ, θΚε, είναι προφανώς ευθείες Pascal, οπότε οι αζΚι, βηΚδ, γθΚε, είναι και οι πολικές των Α2, Β2,  Γ2, αντίστοιχα, κλπ.
Παρατηρήσεις.
(α). Το Κριτήριο 147 πιστεύουμε ότι είναι νέο και πρωτοεμφανίζεται εδώ. 
(β). Το Κριτήριο αυτό είναι πολύ αξιόλογο και πρωτόγνωρο, καθώς μας είναι γνωστό μέχρι τώρα, πως δύο τρίγωνα μπορεί να είναι τριπλά ομολογικά, όχι όμως και τετραπλά ομολογικά.
(γ). Τα 1ο, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, Κριτήρια του Αρμονικού Εξάπλευρου, δίνονται στις Προτάσεις 96, 109, 112, 139, 140, 141, 142, 143, αντίστοιχα.
(δ). Ανάλογο Κριτήριο αληθεύει και για τα δίδυμα τρίγωνα Α′Γ′Ε′, Β′Δ′Ζ′ του εφαπτομενικού εξάπλευρου Α′Β′Γ′Δ′Ε′Ζ′ του Αρμονικού Εξάπλευρου ΑΒΓΔΕΖ 

(Σχήμα 95), όπως και για τα δίδυμα τρίγωνα Α′1Γ′1Ε′1, Β′1Δ′1Ζ′1, του ίδιου σχήματος 95, που ακολουθεί.
(ε). Το Κριτήριο 147, αποτελεί προφανώς μία άλλη διαπραγμάτευση του Κριτηρίου 143 και η απόδειξή του είναι δυνατό να βασισθεί στο Κριτήριο 51.
(στ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 96, 109, 112, 139, 140, 141, 142, 143, 148, 149.
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