(Συνημμένο 271. συνέχεια από το συνημμάνο 270).
19.61. Ιδιότητα Αρμονικών Εξάπλευρων. 

Ταύτιση του Σημείου Brianchon με το Σημείο Σύγκλισης Διαγώνιων στα Αρμονικά Εξάπλευρα. 
Επέκταση Θεωρήματος του Νεύτωνα και στα Αρμονικά Εξάπλευρα.

[Πρόκειται για την Πρόταση 10ι(134), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica. gr, με το συνημμένο μας 73 (Σχήμα 6)].
Κριτήριο 146 (Σχήμα 93).

Το σημείο σύγκλισης των διαγώνιων κάθε Αρμονικού Εξάπλευρου, συμπίπτει με το σημείο Brianchon {[6]( § 11-11)}, του αντίστοιχου περιγεγραμμένου του εξάπλευρου (εφαπτομενικό ή πολικά αντίστροφού του).
[image: image1.wmf]∈

Απόδειξη.

Δηλαδή, αν ΑΒΓΔΕΖ είναι Αρμονικό Εξάπλευρο, Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ' το αντίστοιχό του (εφαπτομενικό) περιγεγραμμένο εξάπλευρο (όπου Α
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Σχήμα 95.

Α'Ζ', Β
[image: image2.wmf]∈

Α'Β', …), (Ο, R) ο αντίστοιχός τους (διευθύνων) κύκλος, ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (Πρόταση 104 των Αρμονικών Εξάπλευρων) και Α'Δ'∩Β'Ε'∩Γ'Ζ'≡Κ' το σημείο Brianchon {[6]( § 11-11), θα αποδείξουμε ότι Κ≡Κ'.

Η απόδειξη τούτου είναι προφανώς απλή εφαρμογή του Λήμματος 8 του Έψιλον Μέρους.
Πραγματικά, αφού οι διαγώνιες του  Αρμονικού Εξάπλευρου ΑΒΓΔΕΖ συντρέχουν στο Κ (Πρόταση 104 των Αρμονικών Εξάπλευρων), σύμφωνα με το Λήμμα 8 του Έψιλον Μέρους, τούτο θα συμπίπτει με το σημείο Brianchon Κ' {[6]( § 11-11)}, του αντίστοιχού του περιγεγραμμένου εξάπλευρου Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'.

Παρατηρήσεις. 
(α). Ανάλογη Πρόταση αληθεύει και σε όλα τα Αρμονικά Πολύπλευρα η απόδειξή της βασίζεται στην Πρόταση 1δ(1) του βιβλίου [31}.

(β). Γενίκευση της Πρότασης 8, για 2ν-πλευρά, δίνουμε στην § 1δ(1) του βιβλίου [31]. Και οι δύο Προτάσεις αυτές αποτελούν προφανώς γενίκευση του Θεωρήματος του Νεύτωνα.

(γ). Τα παραπάνω Λήμματα 8 του Έψιλον Μέρους και 1δ(1) αποδείχθηκαν πολύτιμα για την απόδειξη Προτάσεων και ιδιαίτερα για Προτάσεις που αφορούν Αρμονικά Πολύπλευρα, με άρτιο αριθμό πλευρών.

(δ). Σχετική είναι και η Πρόταση 8 του Έψιλον Μέρους.

19.62. Καταπληκτική Αρμονία.

Ένατο Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένου Εξάπλευρου. 

Ζεύγος Τριγώνων Τετραπλά Ομολογικών (πρωτόγνωρο).
Επέκταση του Κριτήριου 143.

Κριτήριο 147 (Σχήμα 94).
Αν κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει τα δίδυμα τρίγωνά του ΑΓΕ και ΒΔΖ τετραπλά ομολογικά {[7] § 1249} τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό 
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Σχήμα 94. 


Απόδειξη.

(α). Ευθύ. 
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R). 

Θα αποδείξουμε ότι, για τα τρίγωνά του ΑΓΕ και ΒΔΖ, είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, ΖΑ∩ΓΔ∩ΒΕ≡Α2, ΑΒ∩ΔΕ∩ΓΖ≡Β2, ΒΓ∩ΕΖ∩ΔΑ≡ Γ2. Δηλαδή, τα τρίγωνα αυτά είναι τετραπλά ομολογικά {ορολογία στο [7] § 1249}.
Τούτο αληθεύει πραγματικά, σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 143 (§ 19.58).
(β). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν το δοσμένο κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, τα τρίγωνά του ΑΓΕ και ΒΔΖ, είναι τετραπλά ομολογικά, δηλαδή αν έχουν ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, ΖΑ∩ΓΔ∩ΒΕ≡Α2, ΑΒ∩ΔΕ∩ΓΖ≡Β2, ΒΓ∩ΕΖ∩ΔΑ≡ Γ2, τότε θα αποδείξουμε ότι το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Πραγματικά, σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτήριου 143, τούτο αληθεύει. 

Καταπληκτική Αρμονία.
Στο σχήμα 94, συμβαίνουν τα παρακάτω καταπληκτικά:
Είναι γνωστό [26], ότι η Α2Β2Γ2 είναι ευθεία (Ευθεία Pascal), αλλά και πολική του σημείου Κ, ενώ τα Α2, Β2,  Γ2, είναι τα τρία κέντρα ομολογίας των τριγώνων ΑΒΕ και ΒΔΖ, ενώ το τέταρτο κέντρο ομολογίας είναι προφανώς το Κ.

Ακόμη, οι τομές ΑΓ∩ΔΖ≡α, ΒΔ∩ΑΕ≡β, ΒΖ∩ΓΕ≡γ, είναι συνευθειακές και αποτελούν τον ένα άξονα ομολογίας των τριγώνων αυτών, ο οποίος ταυτίζεται με την ευθεία Α2Β2Γ2, καθώς τα σημεία α, β, γ, ανήκουν στην ευθεία Α2Β2Γ2, δεδομένου ότι αυτά είναι συζυγή του Κ, ως προς τον κύκλο (Ο, R).

Συνεπώς, όλα τα σημεία Β2, α, Β2, β, Γ2, γ, είναι συνευθειακά.

Οι τρεις άλλοι άξονες ομολογίας των τριγώνων ΑΓΕ, ΒΔΖ, είναι οι αζι, βηδ, γθε (όπου ΑΓ∩ΒΖ≡δ, ΑΓ∩ΒΔ≡ε, ΒΔ∩ΓΕ≡ζ, ΓΕ∩ΔΖ≡η, ΕΑ∩ΔΖ≡θ, ΖΒ∩ΕΑ≡ι), ενώ οι αζι, βηδ, γθε, περνούν από το Κ, καθώς οι ζΚι, ηΚδ, θΚε, είναι προφανώς ευθείες Pascal, οπότε οι αζΚι, βηΚδ, γθΚε, είναι και οι πολικές των Α2, Β2,  Γ2, αντίστοιχα, κλπ.
Παρατηρήσεις.
(α). Το Κριτήριο 147 πιστεύουμε ότι είναι νέο και πρωτοεμφανίζεται εδώ. 
(β). Το Κριτήριο αυτό είναι πολύ αξιόλογο και πρωτόγνωρο, καθώς μας είναι γνωστό μέχρι τώρα, πως δύο τρίγωνα μπορεί να είναι τριπλά ομολογικά, όχι όμως και τετραπλά ομολογικά.
(γ). Τα 1ο, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, Κριτήρια του Αρμονικού Εξάπλευρου, δίνονται στις Προτάσεις 96, 109, 112, 139, 140, 141, 142, 143, αντίστοιχα.
(δ). Ανάλογο Κριτήριο αληθεύει και για τα δίδυμα τρίγωνα Α′Γ′Ε′, Β′Δ′Ζ′ του εφαπτομενικού εξάπλευρου Α′Β′Γ′Δ′Ε′Ζ′ του Αρμονικού Εξάπλευρου ΑΒΓΔΕΖ 

(Σχήμα 95), όπως και για τα δίδυμα τρίγωνα Α′1Γ′1Ε′1, Β′1Δ′1Ζ′1, του ίδιου σχήματος 95, που ακολουθεί.
(ε). Το Κριτήριο 147, αποτελεί προφανώς μία άλλη διαπραγμάτευση του Κριτηρίου 143 και η απόδειξή του είναι δυνατό να βασισθεί στο Κριτήριο 51.
(στ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 96, 109, 112, 139, 140, 141, 142, 143, 148, 149.

19.63. Κατασκευή Ζεύγους Τριγώνων Τετραπλά Ομολογικών. 

[Πρόκειται για την Κατασκευή 10i(144) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr  με το συνημμένα μας 81 και 82 (σχήματα 8α και 11)].

Κατασκευή 148 (Σχήματα 94 και 95).
Να κατασκευασθεί ζεύγος συνεπίπεδων τριγώνων τετραπλά ομολογικών, αν μας δίνεται το ένα απ’ αυτά.
.Λύση.
1η Λύση (Σχήμα 94).
(α). Ανάλυση.
Αν ληφθεί υπόψη το παραπάνω Κριτήριο 147 (§ 1962, αντίστροφο), βλέπουμε ότι αν δύο τρίγωνα ΑΓΕ, ΒΔΖ είναι εγγεγραμμένα σε κύκλο και είναι τετραπλά ομολογικά {ορολογία στο [7], § 1249}, τότε το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό. Άρα, τα δίδυμα τρίγωνα Αρμονικού Εξάπλευρου αποτελούν μία λύση του δοσμένου προβλήματος, οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή. 

Με βάση το δοσμένο τρίγωνο ΑΓΕ, κατασκευάζουμε το Απλό Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, όπως ακριβώς αναφέρεται παραπάνω στην Κατασκευή 145 (§ 19.60) (Κατασκευή Απλού Αρμονικού Εξάπλευρου, περίπτωση 2).

Τα δίδυμα τρίγωνα ΑΓΕ, ΒΔΖ του Αρμονικού Εξάπλευρου ΑΒΓΔΕΖ, αποτελούν λύση του Προβλήματος.

(γ). Απόδειξη.
Πραγματικά, σύμφωνα με το παραπάνω Κριτήριο 147 (ευθύ), καθώς το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό, θα είναι: 
ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ≡Α2, ΑΒ∩ΖΓ∩ΕΔ≡Β2, ΒΓ∩ΑΔ∩ΕΖ≡Γ2.                    (1).
Δηλαδή πραγματικά τα δίδυμα τρίγωνα ΑΓΕ, ΒΔΖ είναι τετραπλά ομολογικά, με κέντρα ομολογίας τα Κ, Α2, Β2, Γ2, αντίστοιχα.
(δ). Διερεύνηση.
Επειδή το Απλό Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, κατασκευάζεται πάντοτε (Κατασκευή 145), έχουμε και εδώ πάντοτε λύση του Προβλήματος αυτού.

Συμπέρασμα.
Βλέπουμε λοιπόν ότι τα δίδυμα τρίγωνα κάθε Απλού Αρμονικού Εξάπλευρου, αποτελούν λύση του παραπάνω Προβλήματος, καθώς αυτά είναι τετραπλά ομολογικά.
Σχόλιο.
Μετά τα παραπάνω τίθεται το ερώτημα.

Υπάρχει λύση με την οποία το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ δεν είναι Αρμονικό: Την απάντηση θα μας δώσει η παρακάτω λύση 2.
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Σχήμα 93.


2η Λύση (Σχήμα 95).
(α). Ανάλυση.
Έστω ότι μας δίνεται το τρίγωνο Α'1Γ'1Ε'1 και ζητάμε το τρίγωνο Β'1Δ'1Ζ'1, έτσι 

ώστε τα τρίγωνα αυτά να είναι τετραπλά ομολογικά, δηλαδή να έχουν: 

Β'1Γ'1∩Α'1Δ'1∩Ε'1Ζ'1 ≡ Α2, Α'1Ζ'1∩Β'1Ε'1∩Γ'1Δ'1 ≡ Β2, Α'1Β'1∩Ζ'1Γ'1∩Ε'1Δ'1 ≡ Γ2, Α'1Δ'1∩Β'1Ε'1∩Γ'1Ζ'1≡Κ.                                                                                          (1). 

Αν λάβουμε υπόψη μας τα παραπάνω Κριτήρια 140 (§ 19.55), 147 (§ 19.62), την Πρόταση 104 (§ 19.11),  την κατασκευή 145 (§ 19.60) και την θεωρία περί πόλων και πολικών, οδηγούμαστε και στην παρακάτω κατασκευή.
(β). Κατασκευή. 

Γράφουμε τον εγγεγραμμένο κύκλο (Ο, ρ) του δοσμένου τριγώνου Α'1Γ'1Ε'1.

Αν Α, Γ, Ε, είναι τα σημεία επαφής των Α'1Ε'1, Α'1Γ'1, Γ'1Ε'1, αντίστοιχα και Β≡ Α'1Ε∩(Ο, ρ), Δ≡ Γ'1Α∩(Ο, ρ), Ζ≡ Ε'1Γ∩(Ο, ρ), τότε από τον παραπάνω τρόπο κατασκευής του εξάπλευρου ΑΒΓΔΕΖ, προκύπτει ότι τούτο θα είναι αρμονικό (Πρόταση 145 παραπάνω § 19.60).

Αν στα Β, Δ, φέρουμε εφαπτόμενες που τέμνονται στο Β'1, στα Δ, Ζ, που τέμνονται στο Δ'1, και στα Ζ, Β, που τέμνονται στο Ζ'1, τότε λέμε ότι το τρίγωνο

Β'1Δ'1Ζ'1, είναι το ζητούμενο.

(γ). Απόδειξη.
Πραγματικά, σύμφωνα με το παραπάνω Κριτήριο 140 (συμπέρασμα), πχ η Ε'1ΖΚΓΒ'1, θα είναι ευθεία.

Ακόμη, σύμφωνα με το παραπάνω κριτήριο 143, η ΖΓΒ2 θα είναι ευθεία (Β2≡ΑΒ∩ΔΕ), καθώς το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό, από την κατασκευή του.
Επίσης, σύμφωνα με την παραπάνω Πρόταση 104, θα είναι και ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.

Έτσι, επειδή οι ευθείες Ε'1ΖΚΓΒ'1, ΖΓΒ2, έχουν κοινά τα σημεία τους Γ, Ζ, θα συμπίπτουν, οπότε και η Ε'1ΖΚΓΒ'1Β2, θα είναι ευθεία. Όμοια βρίσκουμε ότι ευθείες είναι και οι Ζ'1ΑΚΔΓ'1Γ2, Α'1ΒΚΕΔ'1Α2.

Ο πόλος της Α'1Ζ'1 είναι η τομή β των ΑΓ, ΒΖ, καθώς η ΑΓ έχει πόλο το Α'1 και η ΒΖ έχει πόλο το Ζ'1.

Αν Ε'1Α'1∩ Ζ'1Β'1≡Α', Ζ'1Β'1∩ Α'1Γ'1≡Β', …, Δ'1Ζ'1∩ Α'1Ε'1≡Ζ', Β'Γ'∩ Ζ'Ε'≡Γ2, τότε, 

σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα του Νεύτωνα, στο περιγεγραμμένο τετράπλευρο Ζ′Α′Β′Γ′2, θα είναι: ΑΓ∩ΒΖ∩Α'Γ'2∩Β'Ζ'≡β. Δηλαδή η Α'Γ'2 περνά από τον πόλο β της Α'1Ζ'1. Τούτο σημαίνει ότι και η Α'1Ζ'1 θα περνά από τον πόλο της Α'Γ'2. Αλλά, ο πόλος της Α'Γ'2 είναι η τομή Β2 των πολικών ΑΒ και ΓΖ των σημείων Α', Γ'2, αντίστοιχα. Άρα η Α'1Ζ'1, θα περνά από την τομή Β2 των ΑΒ, ΖΓ.
Όμοια βρίσκουμε και ότι Γ'1Δ'1, περνά από το Β2, από το οποίο περνά και η Ε'1Β'1. Δηλαδή, τελικά είναι :     Α'1Ζ'1∩Β'1Ε'1∩Γ'1Δ'1 ≡Β2.

Επίσης, αν εργασθούμε όπως παραπάνω, βρίσκουμε και ότι:  Β'1Γ'1∩Α'1Δ'1∩Ζ'1Ε'1 ≡Α2, , Α'1Β'1∩Ζ'1Γ'1∩Δ'1Ε'1 ≡Γ2. 

[Αν ΓΕ∩ΔΖ≡ε, βρίσκουμε όπως παραπάνω ότι η εΔ'Γ'2, είναι ευθεία, η οποία έχει πόλο επίσης το Β2, οπότε Α'βεΔ'Γ'2 είναι ευθεία. Ακόμη και η Α'ΚΔ' είναι ευθεία ( Πρόταση 146 § 19.61), οπότε ευθεία είναι και η Α'βΚεΔ'Γ'2. Όμοια βρίσκουμε ότι ευθείες είναι και οι Ε'ΚΒ'Α'2, Ζ'ΚΓ'Β'2].

Εξάλλου, παραπάνω έχουμε αποδείξει ότι είναι και ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡ Κ≡Α'1Δ'1∩Β'1Ε'1∩Γ'1Ζ'1. οπότε για τα δίδυμα τρίγωνα Α'1Γ'1Ε'1, Β'1Δ'1Ζ'1, του εξάπλευρου Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1Ζ'1, (που δεν είναι αρμονικό), αληθεύει η σχέση (1).
Δηλαδή, τα τρίγωνα αυτά είναι πραγματικά τετραπλά ομολογικά, με κέντρα ομολογίας τα Κ, Α2, Β2, Γ2, οπότε το τρίγωνο Β'1Δ'1Ζ'1, αποτελεί πραγματικά μια 2η λύση του δοσμένου προβλήματος.

(δ). Διερεύνηση.
Επειδή το τρίγωνο Β'1Δ'1Ζ'1, κατασκευάζεται πάντοτε, έχουμε και εδώ πάντοτε λύση του Προβλήματος αυτού.
Συμπέρασμα.
Βλέπουμε λοιπόν ότι και τα δίδυμα τρίγωνα Α'1Γ'1Ε'1, Β'1Δ'1Ζ'1, του εξάπλευρου Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1Ζ'1, (που δεν είναι αρμονικό), αποτελούν μία άλλη λύση του παραπάνω Προβλήματος, καθώς και αυτά είναι τετραπλά ομολογικά.
Παρατηρήσεις.
(α). Βλέπουμε λοιπόν ότι υπάρχει λύση, του Προβλήματος 148 και όταν το εξάπλευρο 
Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1Ζ'1 δεν είναι Αρμονικό. Όμως, όπως φαίνεται και στο σχήμα 95, 
τούτο δεν είναι τελείως άσχετο με το αρμονικό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ. {Τούτο στο βιβλίο [1] το ονομάζουμε πρωτογενές περιγεγραμμενικό εξάπλευρο}.

(β). Εύκολα βρίσκουμε ότι τα δίδυμα τρίγωνα Α'ΓΕ', Β'Δ'Ζ', του αντίστοιχου περιγεγραμμένου εξάπλευρου Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ', του αρμονικού ΑΒΓΔΕΖ εξάπλευρου, είναι και αυτά τετραπλά ομολογικά.

Στο σχήμα 3.2.β.(4).(β).1/, του βιβλίου [1], φαίνονται και άλλα ζεύγη δίδυμων τριγώνων τετραπλά ομολογικών.

(γ). Τα σημεία Α2, Β2, Γ2, Α'2, Β'2, Γ'2, είναι συνευθειακά, καθώς οι πολικές τους Γ'Ζ', Α'Δ', Β'Ε', ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, αντίστοιχα, συντρέχουν στο Κ (Πρόταση 146) (πόλος της ευθείας των έξι σημείων αυτών). 
(δ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 104, 143, 145, 146, 147.
Γενικό Συμπέρασμα.
Αν δύο τρίγωνα, είναι εγγεγραμμένα στον ίδιο κύκλο και οι κορυφές τους αποτελούν κορυφές Αρμονικού Εξάπλευρου, ή αν τα τρίγωνα αυτά είναι περιγεγραμμένα στον ίδιο κύκλο και τα σημεία επαφής τους, αποτελούν κορυφές Αρμονικού Εξάπλευρου, τότε και στις δύο παραπάνω περιπτώσεις, τα ζεύγη των τριγώνων αυτών είναι τετραπλά ομολογικά.
19.64. Μία ακόμη Κατασκευή Απλού Αρμονικού Οκτάπλευρου. 

(Αρμονική Ομοκυκλική Οκτάδα Σημείων),

Επέκταση της Κατασκευής63, από ευθεία και σε κύκλο.
[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(57) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr  με το συνημμένα μας 157 (σχήμα 52)].

Κατασκευή 149 (Σχήμα 96).

Σε δοσμένο κύκλο (ο), να οριστούν οκτώ διατεταγμένα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, τα οποία να αποτελούν τις κορυφές τυχαίου Απλού Αρμονικού Οκτάπλευρου, ή να αποτελούν Κλειστή Αρμονική Ομοκυκλική Οκτάδα Σημείων,

ή με άλλη πιο απλή διατύπωση:

Να κατασκευαστεί  τυχαίο Απλό Αρμονικό Οκτάπλευρο.
Λύση. 
(α). Ανάλυση.
Αν το ΑΒΓΔΕΖΗΘ είναι το ζητούμενο Αρμονικό Οκτάπλευρο, τότε αυτό, σύμφωνα με τον σχετικό εναλλακτικό ορισμό (Κριτήριο 110 § 19.18), πρέπει να 
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Σχήμα 96.


είναι κυρτό, εγγεγραμμένο σε κύκλο(ο), να έχει συντρέχουσες σε σημείο Κ

διαγώνιες (κυρίες) και να έχει πχ τα τέσσερα παρακάτω διαδοχικά τετράπλευρά του αρμονικά: 

ΑΒΓΖ, ΒΓΔΗ, ΓΔΕΘ, ΔΕΖΑ.                                                                                 (1).

Έτσι, μετά τα παραπάνω, αν λάβουμε υπόψη μας και την Κατασκευή 42 (§ 9.3), ή την 43 § 9.4, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.  

Για την κατασκευή αυτή ακολουθούμε τον ίδιο τον τρόπο της Κατασκευής 63 (§ 15.3). 

Στον ίδιο κύκλο (ο) εγγράφουμε, κατά τα γνωστά (Κατασκευή 135, § 19.50) τυχαίο Απλό Αρμονικό Τετράπλευρο ΑΓΕΗ. 

Στη συνέχεια κατασκευάζουμε, κατά τα γνωστά (Κατασκευή 42, § 9.3, ή την 43 § 9.4), δύο ζεύγη σημείων Δ, Θ και Β, Ζ με τα οποία χωρίζονται αρμονικά τα ζεύγη σημείων Α, Η - Γ, Ε, και Α, Γ – Ε, Η, αντίστοιχα. Για να επιτύχουμε αυτό ορίζουμε τις τομές Κ≡ΑΕ∩ΓΗ, Ν≡ΑΓ∩ΕΗ, Λ≡ΑΗ∩ΓΕ. Φέρουμε τις ΚΝ, ΚΛ, οι οποίες τέμνουν τον κύκλο (ο) στα ζεύγη σημείων Δ, Θ και Β, Ζ, αντίστοιχα. 

Λέμε ότι το κυρτό εγγεγραμμένο Οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ είναι το ζητούμενο Αρμονικό. 

(γ). Απόδειξη.
Το οκτάπλευρο ΑΒΓΕΖΗΘ είναι το ζητούμενο αρμονικό, γιατί από την κατασκευή του είναι κυρτό, εγγεγραμμένο στον κύκλο (ο), έχει συντρέχουσες διαγώνιες Κ≡ΑΕ∩ΒΖ∩ΓΗ∩ΔΘ, και επί πλέον, σύμφωνα με τον σχετικό εναλλακτικό ορισμό (Πρόταση 110), υπολείπεται να αποδείξουμε ότι τέσσερα  διαδοχικά του τετράπλευρα, έστω αυτά της παραπάνω σχέσεως (1), ότι είναι αρμονικά. 

Πραγματικά, από την κατασκευή τους τα τετράπλευρα ΑΒΓΖ και ΓΔΕΘ είναι αρμονικά, καθώς τα Α, Γ, χωρίζονται αρμονικά από τα Β, Ζ (Κατασκευή 42, § 9.3), ενώ ομοίως και τα Γ, Ε χωρίζονται αρμονικά από τα Δ, Θ. 

[Ας σημειωθεί εδώ, ότι όμοια αποδεικνύουμε ότι και τα τετράπλευρα ΕΖΗΒ, ΗΘΑΔ είναι αρμονικά. Βλέπε και παρακάτω παρατήρηση (β)]. 
Υπολείπεται να αποδείξουμε ότι και τα τετράπλευρα ΒΓΔΗ, ΔΕΖΑ, είναι αρμονικά. Για την απόδειξη τούτου, στο τετράπλευρο ΑΓΕΗ περιγράφουμε το πολικά αντίστροφο (εφαπτομενικό) τετράπλευρό του αβγδ (όπου α η τομή των      

εφαπτόμενων στα Α, Γ, το β η τομή των εφαπτόμενων στα Γ, Ε, κτλ) και ορίζουμε τις τομές Τ≡αβ∩γδ, Σ≡αδ∩βγ. 

Αποδεικνύουμε όπως παραπάνω, ότι και τα τετράπλευρα ΕΖΗΒ, ΗΘΑΔ είναι αρμονικά. 

Έτσι,  επειδή και τα τετράπλευρα ΑΒΓΖ, ΕΖΗΒ, όπως παραπάνω είδαμε, είναι αρμονικά, η ΒΖ με το ζεύγος ΑΓ, ΕΗ είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο), οπότε η ΒΖ θα περνά από τους πολλούς α, γ αντίστοιχα των ΑΓ, ΕΗ. Ομοίως αποδεικνύουμε, ότι και η ΔΘ περνά από τους πολλούς β, δ των ΓΕ, ΑΗ, αντίστοιχα.

Άρα, το ΣγΚδαβ είναι πλήρες τετράπλευρο και επειδή το ΑΓΕΗ είναι αρμονικό, από την κατασκευή του, η ΓΗ είναι συζυγής με την ΑΕ, ως προς τον κύκλο (ο). Τούτο σημαίνει ότι η ΓΗ θα περνά από τον πόλο Σ της ΑΕ. Δηλαδή η ΓΚΗΣ είναι ευθεία και άρα διαγώνιος του παραπάνω πλήρους τετράπλευρου.

Όμοια βρίσκουμε ότι και η ΑΚΕΤ είναι ευθεία.

 Θα αποδείξουμε στη συνέχεια ότι το τετράπλευρο ΒΓΔΗ είναι αρμονικό. Για να συμβαίνει αυτό αρκεί να αποδείξουμε ότι οι ΒΔ, ΓΗ είναι συζυγείς, ως προς τον κύκλο (ο), ή ότι η ΒΔ περνά από τον πόλο Τ της ΓΗ.  Για να αποδείξουμε τούτο, υποθέτουμε ότι η ΤΔ δεν περνά από το Β, αλλά τέμνει τον κύκλο (ο) στο Β' και την ευθεία αΒΚΖγ στο Β''.

Ορίζουμε την τομή Ι των ευθειών ΓΚΣ και ΤΔΒ'Β''.

Επειδή η ΤΔΒ' περνά από τον πόλο Τ της ΓΗ, θα είναι: 

                                           (ΤΙΔΒ')=1.                                                                      (2).

Εξάλλου, από το παραπάνω πλήρες τετράπλευρο, θα είναι:

(ΤΓβα)=1 ή Σ(ΤΓβα)=1 ή Κ(ΤΓβα)=1 ή Κ(ΤΙΔΒ'')=1 ή (ΤΙΔΒ'')=1.                    (3).

Έτσι, από τις σχέσεις (2), (3)
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 Β'≡Β''. Δηλαδή στην ΤΔ ανήκει σημείο της αγ,  αλλά ταυτόχρονα και του κύκλου (ο) ή στην τομή τούτων, που είναι το Β, ή στο κοινό σημείο Β της αγ και του κύκλου (ο), ή ότι Β'≡Β''≡Β. 

 Βλέπουμε λοιπόν ότι και η ΒΔΤ είναι ευθεία, ή ότι ΒΔ περνά από το πόλο Τ της ΓΗ. Τούτο σημαίνει ότι οι ΓΗ, ΒΔ είναι συζυγείς, ως προς τον κύκλο (ο), ή ότι το τετράπλευρο ΒΓΔΗ είναι αρμονικό. 

Αν εργαστούμε όπως ακριβώς παραπάνω, αποδεικνύουμε ότι και το τετράπλευρο ΔΕΖΑ, είναι αρμονικό. 

Συνεπώς και τα τέσσερα τετράπλευρα της σχέσεως (1), είναι πραγματικά αρμονικά και άρα αποδείχθηκε ότι το οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ είναι αρμονικό (εναλλακτικός ορισμός).

Παρατηρήσεις.
(α).Έναν άλλο τρόπο κατασκευής του προβλήματος 149, έχουμε δώσει με την Κατασκευή 101 (§ 19.7).

(β). Με όμοιο τρόπο, όπως παραπάνω, αποδεικνύουμε ότι και τα υπόλοιπα δύο τετράπλευρα ΖΗΘΓ, ΘΑΒΕ είναι αρμονικά.  Η απόδειξη τούτων γίνεται πιο εύκολα, αν χρησιμοποιήσουμε την βοηθητική Πρόταση 51 της § 9.12. 

(γ). Εύκολα αποδεικνύουμε ότι και το «δίδυμο» τετράπλευρο ΒΔΖΘ του τετράπλευρου ΑΓΕΗ, είναι αρμονικό, βασιζόμενοι στον τρόπο κατασκευής του. 

(δ). Είναι φανερό και εύκολα αποδεικνύεται, ότι οι τομές Ν, Λ, Τ, Σ, ΑΖ∩ΒΕ, ΒΗ∩ΓΖ, ΓΘ∩ΔΗ,…, όπως και οι τομές των απέναντι πλευρών του οκτάπλευρου είναι σημεία συνευθειακά και ότι η ευθεία αυτή που ανήκουν οι τομές αυτές, είναι η πολιτική του σημείου Κ. 

(ε). Είναι προφανές ότι η Κατασκευή 149 αποτελεί επέκταση της Κατασκευής 63, από ευθεία και σε κύκλο. 

(στ). Όπως παραπάνω αποδείξαμε ότι η ΒΔ περνά από το Τ, έτσι ακριβώς αποδεικνύουμε ότι από το Τ περνά και η ΖΘ, ενώ όμοια αποδεικνύουμε ότι οι ΒΘ, ΔΖ περνούν από το Σ και οι δύο. 

(ζ). Πολλά σχετικά στοιχεία, για τα Απλά Αρμονικά Οκτάπλευρα,  δίνουμε στο βιβλίο μας «Εγγεγραμμένα - Περιγεγραμμένα Σχήματα» (σελίδες 1769 μέχρι 1778), για το λόγο αυτό, εδώ θα αναφέρουμε ΜΟΝΟ τα απαραίτητα. Στο ίδιο βιβλίο αναφέρονται διεξοδικά και τα Συμπλέγματα Πλήρων Αρμονικών Οκτάπλευρών (Σελίδες 1661 μέχρι 1749). Στο βιβλίο αυτό, για να αντιληφθούμε για πιο μέγεθος έργου μιλάμε, αρκεί να αναφέρουμε μόνο ότι, για να υποστηριχθεί η αλήθεια ενός μόνο σχήματός του, διατυπώθηκαν και αποδείχθηκαν 175 Γεωμετρικές Προτάσεις. 

(η). Η Κατασκευή αυτή πιστεύουμε ότι είναι νέα Κατασκευή και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.

(θ). Σύμφωνα με τους σχετικούς ορισμούς (§ 16.1γ) και το Αστεροειδές Οκτάπλευρο ΑΔΗΒΕΘΓΖΑ θεωρείται Αρμονικό, καθώς όπως σε προηγούμενες Προτάσεις είδαμε, διαθέτει πολλά βασικά κριτήρια αρμονικότητας. Δηλαδή, είναι αρμονικό.

(ι). Έναν ακόμη τρόπο κατασκευής δώσαμε με την Κατασκευή 101.
(ια). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 42, 43, 63, 110.

19.65. Κατασκευή Αστεροειδούς Αρμονικού Δεκάπλευρου. 
Νέος Εύκολος Τρόπος Κατασκευής Αστεροειδούς Αρμονικού Δεκάπλευρου.

Επέκταση της Κατασκευής 102 και σε Αστεροειδές Δεκάπλευρο.

Κατασκευή 150 (Σχήμα 78).

Να κατασκευασθεί Αστεροειδές Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΔΗΚΓΖΙΒΕΘΑ, εγγεγραμμένο σε δοσμένο κύκλο (ο), με βάση Απλό Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ [του οποίου η κατασκευή είναι γνωστή (Κατασκευή 102)], εγγεγραμμένο στον ίδιο κύκλο (ο). 

Λύση,  
(α). Ανάλυση.
Αν λάβουμε υπόψη μας τον τρόπο κατασκευής κυρτού Αρμονικού Δεκάπλευρου [Κατασκευή 102 (§ 19.8)] και την Πρόταση 108 (§ 19.16), οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
(β). Κατασκευή.  

Κατασκευάζουμε κυρτό Απλό Αρμονικό Δεκάπλευρο όπως στην Κατασκευή 102 και λέμε ότι το Αστεροειδές Δεκάπλευρο ΑΔΗΚΓΖΙΒΕΘΑ, που προέκυψε, είναι το ζητούμενο αρμονικό.
(γ). Απόδειξη.
Επειδή το κυρτό Δεκάπλερο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, που κατασκευάσαμε είναι αρμονικό, σύμφωνα με την Πρόταση 108 και το αντίστοιχο συζυγές τούτου Αστεροειδές Δεκάπλευρο ΑΔΗΚΓΖΙΒΕΘΑ, θα είναι αρμονικό.
Παρατηρήσεις.
(α). Η σύγκλιση των διαγώνιων (κυρίων), του Αστεροειδούς Δεκάπλευρου, είναι προφανής, καθώς αυτές ταυτίζονται με εκείνες του κυρτού (Βλέπε και Πρόταση 107).

(β). Ότι το Αστεροειδές Δεκάπλευρο, είναι αρμονικό φαίνεται και από το Κριτήριο 116, στο οποίο αποδεικνύεται ότι τούτο διαθέτει σημείο Lemoine, γεγονός που φανερώνει την αρμονικότητα τούτου.

(γ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 102, 107, 108, 116.
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