10ι(118). Θεωρούμε τα ευθύγραμμα τμήματα 
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με μόνο κοινό τους σημείο έστω το Ο που είναι διάφορο των άκρων τους. Δίνονται σημεία Ζ εσωτερικό της γωνίας 

Ε εσωτερικό της γωνίας 
[image: image2.png]



και Ρ εσωτερικό της γωνίας
[image: image3.png]<JAOD, puz OP = dy + ds.




όπου 
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οι αποστάσεις των Ζ, Ε από τις ΟΒ, ΟΑ αντίστοιχα.
Να εξετάσετε την δυνατότητα ύπαρξης σημείων 
[image: image5.png]


ώστε:
[image: image6.png](EOK) + (ZOA) = (PKA)
dy (EOK) + da (ZOA) = A (EOK) (ZOA)




όπου λ θετική σταθερή.

Λύση. 
(α). Ανάλυση.
(1). Υποθέτουμε ότι αληθεύει η πρώτη από τις δύο δοσμένες ισότητες.
Αν Μ είναι η τομή των ΟΡ, ΚΛ [Σχήμα 22(α)] και ονομάσουμε με d6, d5  τις σταθερές αποστάσεις του Ρ από τις ΒΒ', ΑΑ' αντίστοιχα, τότε θα έχουμε:
2(ΕΟΚ)+2(ΖΟΚ) =ΟΛ. d1,+ΟΚ. d2,   και                                                                  2(ΡΚΛ)=2[(ΡΚΟΛ)-(ΟΚΛ)]=2[(ΡΟΛ)+(ΡΟΚ)-(ΜΟΛ)-(ΜΟΚ)]=                             
2[(ΡΟΛ)- (ΜΟΛ)]+2[(ΡΟΚ)-(ΜΟΚ)]=(ΟΛ. d6-ΟΛ.d3)+(ΟΚ. d5-ΟΚ. d4)=ΟΛ.( d6- d3)+ΟΚ.( d5-d4).

Έτσι, για να είναι (ΕΟΚ)+(ΖΟΚ)=(ΡΚΛ)
[image: image7.wmf]⇒

 2(ΕΟΚ)+2(ΖΟΚ)=2(ΡΚΛ)
[image: image8.wmf]⇒

ΟΛ.d1+ΟΚ.d2= ΟΛ.( d6-d3)+ΟΚ.( d5- d4).                     (1).
Για να αληθεύει όμως η σχέση (1), πρέπει: ΟΛ.d1= ΟΛ.( d6-d3) ή .                     d1=d6-d3   ή    d3 = d6-d1.                                                                                          (2).
και       ΟΚ.d2= ΟΚ.( d5- d4) ή d2= d5- d4. ή  d4= d5-d2.                                            (3).

Δηλαδή, το σημείο Μ απέχει από τις ΒΒ', ΑΑ' αποστάσεις d3 = d6-d1.(γνωστή) και d4= d5-d2 (γνωστή), οπότε και το σημείο Μ είναι σταθερό, από το οποίο περνά και η ΚΛ.

Εξάλλου, από το Μ πρέπει να περνά και η  ΟΡ, οπότε πρέπει να είναι και:
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Αν ληφθούν υπόψη και οι σχέσεις (2), (3), τότε η (4), γίνεται:
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 EMBED Equation.3  [image: image15.wmf]1
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]1
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.                                       (5). Δηλαδή, για να ανήκει το σταθερό σημείο Μ και στην ΟΡ, πρέπει για το Ρ να αληθεύει  και η σχέση (5).

[image: image53.emf]ô


d


1


d


2


d


5


d


6


d


1


d


2


d


2


d


1


d'


5


d'


6


d


4


d


3


ô


d'


4


d'


3


Å


Æ


Ñ


Á'


Á


Â


Â'


Å


Æ


Å


Æ


Á'


Á


Â


Â'


Ñ'


Á'


Á


Â


Â'


Ë


Ê


Ï


Ë


Ê


Ï


Ë


Ê


Ï


x


M


1


M'


Ã


Ì


Ñ


á


â


Ó÷Þìá 22.


ã




τ

d

1

d

2

d

5

d

6

d

1

d

2

d

2

d

1

d'

5

d'

6

d

4

d

3

τ

d'

4

d'

3

Ε

Ζ

Ρ

Α'

Α

Β

Β'

Ε

Ζ

Ε

Ζ

Α'

Α

Β

Β'

Ρ'

Α'

Α

Β

Β'

Λ

Κ

Ο

Λ

Κ

Ο

Λ

Κ

Ο

x

M

1

M'

Γ

Μ

Ρ

α

β

Σχήμα 22.

γ

Τούτο σημαίνει ότι πρέπει πρώτα να ορίσουμε βοηθητικό σημείο Ρ' τέτοιο ώστε να είναι 
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 EMBED Equation.3  [image: image19.wmf]1
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(δηλαδή η ΟΡ' να είναι ευθεία των «αναλόγων αποστάσεων» με λόγο 
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) και αφού ορίσουμε το Μ', τότε να ορίσουμε και το Μ. Έτσι οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
(2).Υποθέτουμε ότι αληθεύει η δεύτερη από τις δύο δοσμένες ισότητες [Σχήμα 22(β)], τότε:

d1(ΕΟΚ)+ d2(ΖΟΛ)=λ(ΕΟΚ)(ΖΟΛ)  ή                                                                       (6) 
                                                                   -3-

4d1(ΕΟΚ)+ 4d2(ΖΟΛ)=4λ(ΕΟΚ)(ΖΟΛ)  ή     

2d1 d2.ΟΚ+ 2d2 d1.ΟΛ=λ d2 .ΟΚ.d1.ΟΛ  ή  2(ΟΚ+ΟΛ)=λ.ΟΚ.ΟΛ  ή   
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Δηλαδή η δοσμένη ισότητα (6), μπορεί να αντικατασταθεί από την ισότητα (7) Λαμβάνουμε τμήμα λ, με μέτρο ίσο με τη σταθερή λ, οπότε θα αληθεύει και πάλι η (7), αλλά τώρα για το τμήμα μέτρου λ.

Θέτουμε όπου 
[image: image28.wmf]τ
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, οπότε απ’ αυτή, κατασκευάζουμε το τμήμα τ ως τετάρτη ανάλογο του τμήματος λ και των τμημάτων μέτρων 1 και 2, κατά τα γνωστά.

Έτσι, μετά την κατασκευή του τμήματος τ, η (7), γίνεται:
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Με βάση τη σχέση (8) και το γνωστό τώρα τμήμα τ, σύμφωνα με γνωστή μας Πρόταση (Γεωμετρία Ν. Κισκύρα τόμος 2 άσκηση 872 σελ. 33), ορίζουμε σταθερό σημείο Μ1 της διχοτόμου Οχ της γωνίας ΑΟΒ τέτοιο ώστε το τμήμα ΚΛ να έχει τα άκρα του στις πλευρές της γωνίας ΑΟΒ (το Κ στην ΟΑ, και το Λ στην ΟΒ), να περνά από το Μ1 και να αληθεύει η σχέση (8).
Σύμφωνα με την παραπάνω γνωστή μας κατασκευή εργαζόμαστε ως εξής, για τον καθορισμό του Μ1. Κατασκευάζουμε ισοσκελές τρίγωνο με τις δύο παρά την βάση γωνίες ίσες με το μισό της γωνίας ΑΟΒ και με τις ίσες πλευρές, ίσες με το τμήμα τ. Έτσι, στη διχοτόμο Οχ της γωνίας ΑΟΒ ορίζουμε σημείο Μ1, έτσι ώστε η ΟΜ1 να είναι ίση με την βάση του παραπάνω ισοσκελούς τριγώνου.

Το σημείο Μ1, που κατασκευάσαμε, έχει την ιδιότητα, σύμφωνα με την οποία, κάθε τμήμα ΚΛ που περνά από Μ1 και έχει τα άκρα του στις ΟΑ, ΟΒ αντίστοιχα, αληθεύει τη σχέση (8), άρα και την ισοδύναμή της σχέση (6).

(3). Άρα, η λύση για να επαληθεύονται ταυτόχρονα και οι δύο δοσμένες ισότητες, βασίζεται στην κατασκευή των Μ, Μ1.
Μετά  τα παραπάνω, οδηγούμαστε στις παρακάτω δύο κατασκευές, για όλο το πρόβλημα, όπως μας έχει τεθεί.

 (β). Κατασκευή.
(1). Στο σχήμα 22(γ), δίνονται τα σημεία Ε, Ζ, και Ρ και ζητούμε τα σημεία Κ, Λ, έτσι ώστε να αληθεύει η  πρώτη των δοσμένων σχέσεων.
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Έστω, το σημείο Ρ' που απέχει από τις ΟΑ, ΟΒ, αποστάσεις  d'5, d'6, αντίστοιχα και για το οποίο είναι:   
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 EMBED Equation.3  [image: image33.wmf]1
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, ενώ το Μ' απέχει από τις ΟΑ, ΟΒ αποστάσεις d'4, d'3, αντίστοιχα. Έτσι θα είναι: 
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf]1
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Στο τμήμα ΟΡ' ορίζουμε σημείο Μ', τέτοιο ώστε d'3 = d'6-d1. ή d'4= d'5-d2.                    Αν ληφθεί d'3 = 6-d1, τότε, από την (9) παίρνουμε 
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 EMBED Equation.3  [image: image37.wmf]3
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οπότε επειδή είναι και  
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  η (10) γίνεται    
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ή   d’4= d’5-d2.                                                                               (11).

Από το σταθερό πλέον σημείο Μ' φέρουμε τυχαία ευθεία που τέμνει τις ΟΑ, ΟΒ, στα σημεία Κ, Λ, αντίστοιχα και λέμε ότι το ζεύγος των σημείων Κ, Λ αποτελεί λύση του πρώτου μέρους του προβλήματος, για το σημείο Ρ'. Δηλαδή ότι κάθε ζεύγος Κ, Λ αληθεύει την πρώτη, από τις σχέσεις του προβλήματος, αν αντί του Ρ τεθεί το Ρ'. Έτσι, για να έχουμε λύση για το Ρ, δηλαδή για να ορίσουμε το σημείο Μ, φέρουμε παράλληλες από τα Ρ και Μ' στις ΟΡ' και ΡΡ', που τέμνονται στο σταθερό σημείο Μ, που είναι το ζητούμενο, καθώς για το Ρ αληθεύει η πρώτη των δοσμένων ισοτήτων.
(2). Στο σχήμα 22(β) και  στη γωνία ΑΟΒ ορίζουμε, όπως παραπάνω περιγράψαμε, σταθερό σημείο Μ1 και απ’ αυτό φέρουμε τυχαία ευθεία που τέμνει τις ΟΑ, ΟΒ στα σημεία Κ, Λ αντίστοιχα. 

Λέμε ότι το ζεύγος των σημείων Κ, Λ αποτελεί λύση του δεύτερου μέρους του προβλήματος. Δηλαδή ότι κάθε ζεύγος σημείων Κ, Λ αληθεύει την δεύτερη , από τις σχέσεις του προβλήματος. 

(3). Φέρουμε την ευθεία ΜΜ1 που τέμνει τις ΟΑ, ΟΒ στα Κ, Λ, αντίστοιχα, τα οποία λέμε ότι αποτελούν λύση του προβλήματος. Δηλαδή για τα σταθερά σημεία αυτά επαληθεύονται ταυτόχρονα και οι δύο δοσμένες ισότητες.
 (γ). Απόδειξη.                                                                                                         (1).Επειδή , στο σχήμα 22(γ), για τα σημεία Ρ', Μ' από την κατασκευή είναι: d'3 = d'6-d1 και επειδή  
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 EMBED Equation.3  [image: image43.wmf]1
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, αποδεικνύεται, όπως παραπάνω, ότι: d'4= d'5-d2 [σχέση (11)], οπότε θα είναι και :  ΟΛ.d'3= ΟΛ.( d'6-d1),  ΟΚ.d'4= ΟΚ.( d'5-d2)   ή  
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2(Μ'ΟΛ)=2(Ρ'ΟΛ)-2(ΖΟΛ),   2(Μ'ΟΚ)=2(Ρ'ΟΚ)-2(ΕΟΚ)     ή

(Μ'ΟΛ)=(Ρ'ΟΛ)-(ΖΟΛ),   (Μ'ΟΚ)=(Ρ'ΟΚ)-(ΕΟΚ)     ή

(Μ'ΟΛ)+ (Μ'ΟΚ)=[(Ρ'ΟΛ)+(Ρ'ΟΚ)]-[(ΖΟΛ)-(ΕΟΚ)]=(Ρ'ΚΟΛ)-(ΖΟΛ)-(ΕΟΚ)  ή   (Ρ'ΚΟΛ)=[(Μ'ΟΛ)+(Μ'ΟΚ)]+[(ΖΟΛ)+(ΕΟΚ)]=(ΟΚΛ)+(ΖΟΛ)+(ΕΟΚ)  ή 
(Ρ'ΚΟΛ)-(ΟΚΛ)=(ΖΟΛ)+(ΕΟΚ) ή  (Ρ'ΚΛ)=(ΖΟΛ)+(ΕΟΚ).                               (12).
Έτσι, επειδή ΡΡ'//ΜΜ'
[image: image44.wmf]⇒

(Ρ'ΚΛ)=(ΡΚΛ), οπότε η σχέση (12), γίνεται: 
(ΡΚΛ)=(ΖΟΛ)+(ΕΟΚ). Δηλαδή, αληθεύει πραγματικά η πρώτη των δοσμένων σχέσεων.
(2). Επειδή, στο σχήμα 22(β), για την ευθεία ΚΛΜ από την κατασκευή του Μ, αληθεύει η σχέση 
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, και επειδή το τ έχει κατασκευασθεί έτσι ώστε 
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 ή 2(ΟΚ+ΟΛ)=λ.ΟΚ.ΟΛ ή  2d1 d2.ΟΚ+ 2d2 d1.ΟΛ=λ d2 .ΟΚ.d1.ΟΛ  ή 4d1(ΕΟΚ)+ 4d2(ΖΟΛ)=4λ(ΕΟΚ)(ΖΟΛ)  ή     
d1(ΕΟΚ)+ d2(ΖΟΛ)=λ(ΕΟΚ)(ΖΟΛ). Δηλαδή, αληθεύει πραγματικά η δεύτερη των δοσμένων σχέσεων.
(3). Τα σημεία Κ, Λ που προκύπτουν από τα Μ, Μ1 επαληθεύουν ταυτόχρονα και τις δύο δοσμένες ισότητες, καθώς αυτή περνά από το  Μ, αλλά και  το Μ1 (τα σημεία Κ, Λ εδώ είναι σταθερά, αφού η ευθεία ΚΛ περνά από τα σταθερά σημεία Μ, Μ1).
(δ). Διερεύνηση. 

Και τα δύο μέρη του προβλήματος έχουν πάντα λύση, γιατί είναι δυνατή πάντοτε και η κατασκευή των σημείων Μ, Μ1, άρα το ίδιο συμβαίνει και γενικά για το όλο πρόβλημα.

Η Πρόταση αληθεύει  και όταν τα τρίγωνα ΡΚΛ, ΕΟΚ, ΖΟΛ βρίσκονται όλα και προς το μέρος του τριγώνου ΟΚΛ, ή μέρος τούτων προς το μέρος του τριγώνου αυτού και μέρος όχι. 

Παρατηρήσεις.
 (α). Τo Πρόβλημα αυτό θεωρούμε πολύ σημαντικό και γι’ αυτό το καταχωρήσαμε και στο βιβλίο μας «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας» §10ι(118), τόμος 10, προκειμένου να το χρησιμοποιήσουμε όπου απαιτηθεί.

(β). Επισημαίνεται ότι για τη λύση του Προβλήματος αυτού, δε χρησιμοποιήθηκε το Θεώρημα Πάππου (Clairaut).
                                                        -6-

(γ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 10ι(119) και 10ι(120) (τόμος 10), του παραπάνω βιβλίου μας.
                                                                                 Νίκος Κυριαζής.
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