(Συνημμένο 274. Συνέχεια από συνημμένο 273)
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Σχήμα 114.
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Θ' ΖΕΥΓΟΣ ΑΡΜΟΝΙΚΩΝ ΣΥΝΕΥΘΕΙΑΚΩΝ ΚΑΙ ΟΜΟΚΥΚΛΙΚΩΝ ΓΡΑΜΜΩΝ. Γ

23. Γενικά.

Πρόκειται για Ζεύγη Ανοικτών Αρμονικών Συνευθειακών ή Ομοκυκλικών 

Σημειοσειρών, ν σημείων κάθε σημειοσειράς, τα οποία έχουν ορισμένες αρμονικές ιδιότητες, στις οποίες θα αναφερθούμε παρακάτω.

Στοιχεία, σχετικά με τις Αρμονικές Γραμμές, δεν βρήκαμε στην βιβλιογραφία, αν και έχουμε ζητήσει στον ιστότοπο mathematica.gr, όποιος γνωρίζει κάτι σχετικό, να μας δώσει σχετικές πληροφορίες, πλην όμως καμιά πληροφορία δεν μας δόθηκε μέχρι σήμερα (εκτός φυσικά από τις Αρμονικές Τετράδες Σημείων, που όπως προαναφέραμε μας είναι γνωστές). 

Έτσι, προσεγγίσαμε και το θέμα αυτό κατά την δική μας άποψη και διαισθητικά αρχικά, ενώ στη συνέχεια και με μεθόδους που μας προέκυψαν στο μεταξύ. 

Με την πάροδο του χρόνου και μετά από μελέτη και έρευνα, διαπιστώσαμε, ότι  οι Ανοικτές Συνευθειακές Αρμονικές 2ν-άδες, είναι ακραία περίπτωση των Ομοκυκλικών Αρμονικών 2ν-άδων, κατά την οποία ο περίκυκλός τους έχει εκφυλιστεί σε ευθεία. Δηλαδή ο κύκλος στον οποίο ανήκουν έχει ακτίνα απείρου μήκους (Με καμπυλότητα προφανώς μηδενική).

[image: image2.wmf]
23.1. Ζεύγη Ανοικτών Αρμονικών Συνευθειακών Σημειοσειρών 2ν Σημείων. (Αρμονική Πολυπλευρική Γραμμή εκφυλισμένη σε ευθεία).
Ορισμοί. 

Θεωρούμε, σε ευθεία (ε), την ν-άδα των διατεταγμένων σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε,...Ν (Σχήμα 108) και στη συνέχεια, την ν-άδα των διατεταγμένων σημείων Α', Β', Γ', Δ', Ε',...,Ν'.
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Σχήμα 108.


Το σύνολο των παραπάνω 2ν σημείων θα το χαρακτηρίζουμε «Αρμονική Ανοικτή Συνευθειακή Σημειοσειρά 2ν Σημείων ή πιο απλά Αρμονική Πολυπλευρική Συνευθειακή Γραμμή, ή Αρμονική Συνευθειακή Γραμμή», αν όλες οι παρακάτω τετράδες σημείων τους, είναι αρμονικές:
[image: image1.png]


Α, Β, Γ, Β', - Β, Γ, Δ, Γ', - Γ, Δ, Ε, Δ',…….,ν-2 τετράδες

Α', Β', Γ', Β - Β', Γ', Δ', Γ, - Γ', Δ', Ε', Δ,…,ν-2 τετράδες     ή 2(ν-2) τετράδες.    (1). 

τις παραπάνω 2(ν-2) τετράδες σημείων της σχέσεως (1), θα τις ονομάζουμε «2(ν-2)-άδα Τετράδων Σημείων, της Αρμονικής Ανοικτής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων».  Τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ,…και  Α'Β', Β'Γ', Γ' Δ', Δ' Ε',…θα τα ονομάζουμε πλευρές και τα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε,…Ν,… Α', Β', Γ', Δ', Ε',… Ν',… θα τα ονομάζουμε κορυφές της Αρμονικής αυτής Ανοικτής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, ενώ τα ν τμήματα, ΑΑ', ΒΒ',ΓΓ', ΔΔ', ΕΕ',….,ΝΝ', θα τα ονομάζουμε «Κυρίες Διαγώνιες» αυτής.

Παρατηρήσεις. 

(α). Στην παραπάνω 2ν-άδα σημείων δώσαμε την ένδειξη «Συνευθειακή»,     

καθώς, όπως θα δούμε παρακάτω, υπάρχει και αντίστοιχη Αρμονική Ανοικτή «Ομοκυκλική» Σημειοσειρά 2ν Σημείων. 

(β). Κάθε τέτοια σημειοσειρά των 2ν σημείων, αποτελείται από δύο σημειοσειρές των ν σημείων καθεμιά.

(γ). Η παραπάνω συνευθειακή 2ν-άδα σημείων, μπορεί να θεωρηθεί ως εκφυλισμένη «Ομοκυκλική» Σημειοσειρά 2ν Σημείων, της οποίας ο περίκυκλος έχει εκφυλιστεί σε ευθεία (ε), καθώς έχει ακτίνα απείρου μήκους (μηδενική καμπυλότητα). 

(δ). Παρακάτω θα αναφέρουμε και διάφορες ιδιότητες που έχει κάθε Αρμονική Ανοικτή Συνευθειακή Σημειοσειρά 2ν Σημείων, αλλά και μερικά Κριτήρια αρμονικότητάς της.

Ακόμη θα αναφερθούμε και στους τρόπους κατασκευής μιας τυχαίας Αρμονικής Ανοικτής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, μεταξύ των οποίων και με εφαρμογή της Μεθόδου των Αρμονικών Μετασχηματισμών.

23.2. Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων (Κορυφών).

(Αρμονική Ανοικτή Πολυπλευρική Ομοκυκλική Γραμμή).
Ορισμοί. 
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Ó÷Þìá 109.
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Σχήμα 109.

Θεωρούμε σε κύκλο (ο), την ν-άδα των διατεταγμένων σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε,...,Ν (Σχήμα 109) και στη συνέχεια την ν-άδα των διατεταγμένων σημείων Α',  Β', Γ', Δ', Ε',...,Ν'. 

Το σύνολο των παραπάνω 2ν σημείων, θα 

το χαρακτηρίζαμε «Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, ή πιο απλά Αρμονική Πολυπλευρική Ομοκυκλική Γραμμή, ή Αρμονική Ομοκυκλική Γραμμή », αν όλα τα παρακάτω 2(2ν-2) τετράπλευρά της είναι αρμονικά: 
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Ó÷Þìá 110.




(ο)

Ο

Ν'

Ν

Α

Α'

Δ

Δ'

Β

Β'

Ε

Ε'

Γ

Γ'

Σχήμα 110.

ΑΒΓΒ', ΒΓΔΓ', ΓΔΕΔ', ……,ν-2 τετράπλευρα

Α'Β'Γ'Β, Β'Γ'Δ'Γ, Γ'Δ'Ε'Δ,…,ν-2 τετράπλευρα      2(ν-2) τετράπλευρα,            (2). 

Τα παραπάνω τετράπλευρα της σχέσεως (2), θα τα ονομάζαμε «2(ν-2) Τετράπλευρα της Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων».

Τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ,…και Α'Β', Β'Γ', Γ'Δ', Δ'Ε',…θα τα ονομάζουμε πλευρές, τα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε,…,Ν,…, Α', Β', Γ', Δ', Ε',…, Ν',… θα τα 

ονομάζουμε κορυφές της Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν 

Σημείων, ενώ τα ν τμήματα, ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ', ΔΔ', ΕΕ',….,ΝΝ', θα τα ονομάζουμε «Κυρίες Διαγώνιες» αυτής.
Παρατηρήσεις.

(α). Στην παραπάνω 2ν-άδα σημείων δώσαμε την ένδειξη «Ομοκυκλική», καθώς όπως είδαμε παραπάνω, υπάρχει και αντίστοιχη Ανοικτή Αρμονική «Συνευθειακή» 2ν-άδα Σημείων.

(β). Κάθε τέτοια σημειοσειρά των 2ν σημείων (κορυφών), αποτελείται από δύο σημειοσειρές των ν σημείων καθεμιά. 

(γ). Είναι προφανές ότι αν η ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου της Ανοικτής Αρμονικής αυτής 2ν-άδας, είναι απείρου μήκους ή αν ο κύκλος αυτός έχει μηδενική καμπυλότητα, τότε η 2ν-άδα αυτή εκφυλίζεται σε Ανοικτή Αρμονική «Συνευθειακή» 2ν-άδα Σημείων.

(δ). Παρακάτω θα αναφέρουμε και διάφορες ιδιότητες που έχει κάθε Ανοικτή Αρμονική Ομοκυκλική Σημειοσειρά 2ν Σημείων, με τη μορφή Κριτηρίων αρμονικότητάς του. 

Ακόμη θα αναφερθούμε και στους τρόπους κατασκευής μιας τυχαίας τέτοιας 2ν-άδας σημείων, μεταξύ των οποίων και με εφαρμογή της Μεθόδου των Αρμονικών Μετασχηματισμών.

23.3. Ζεύγοςς Κανονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων.

(Κανονική Ανοικτή Πολυπλευρική Ομοκυκλική Γραμμή).
Ορισμοί. 
Θεωρούμε σε κύκλο (ο), την ν-άδα των διατεταγμένων σημείων Α, Β, Γ, Δ, 

Ε,...,Ν (Σχήμα 110) για την οποία είναι: ΑΒ=ΒΓ=ΓΔ=ΔΕ=…=τ,                         (3).

και την ν-άδα των συμμετρικών σημείων Α', Β', Γ', Δ', Ε',...,Ν', της παραπάνω πρώτης ν-άδας σημείων ως προς κέντρο, το κέντρο Ο του κύκλου (ο) αντίστοιχα. 

Και εδώ προφανώς θα είναι:  Α'Β'= Β'Γ'= Γ'Δ'= Δ'Ε'=...= τα,                            (4).

και τα Α', Β', Γ', Δ', Ε',...,Ν', θα ανήκουν στον κύκλο (ο).. 

Το σύνολο των παραπάνω 2ν-σημείων θα το χαρακτηρίζαμε «Ζεύγος Κανονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων».

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι όλα τα παρακάτω 2(ν-2) τετράπλευρα της (5), που ανήκουν στην παραπάνω 2ν-άδα, είναι ρομβοειδή και επομένως είναι και αρμονικά, καθώς πχ το ρομβοειδές τετράπλευρο ΑΒΓΒ' έχει ΑΒ.ΓΒ'=ΒΓ.Β'Α, άρα 
θα είναι Αρμονικό. 

Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε ότι και όλα τα παρακάτω ρομβοειδή τετράπλευρα της (5), είναι Αρμονικά. 

ΑΒΓΒ', ΒΓΔΓ', ΓΔΕΔ', ……,ν-2 τετράπλευρα

Α'Β'Γ'Β, Β'Γ'Δ'Γ, Γ'Δ'Ε'Δ,...,ν-2 τετράπλευρα      2(ν-2) τετράπλευρα,             (5). 

 Τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ,…και Α'Β', Β'Γ', Γ'Δ', Δ'Ε',…θα τα ονομάζουμε πλευρές, τα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε,…Ν,… Α', Β', Γ', Δ', Ε',… Ν',… θα τα ονομάζουμε κορυφές της Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, ενώ τα ν τμήματα, ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ', ΔΔ', ΕΕ',….,ΝΝ', θα τα ονομάζουμε «Κυρίες Διαγώνιες» αυτής [εδώ είναι και διάμετροι του κύκλου (ο)].

Σχόλια. 

(α). Και στις τρεις παραπάνω περιπτώσεις γραμμών, τα ζεύγη των σημείων Β-Β', Γ-Γ', Δ-Δ', …χωρίζουν αρμονικά τα ζεύγη των τμημάτων ΑΓ-Α'Γ', ΒΔ-Β'Δ', ΓΕ-Γ'Ε', …,αντίστοιχα.

(β). Είναι φανερό ότι και στις τρεις παραπάνω περιπτώσεις σημειοσειρών, μερικές κορυφές καθεμιάς σημειοσειράς είναι δυνατό να βρίσκονται μεταξύ      

άλλων κορυφών της ίδιας σημειοσειράς. 

(γ). Η κατασκευή των παραπάνω σημειοσειρών είναι εύκολη, συγκριτικά με την κατασκευή των Αρμονικών Πολυπλεύρων, καθώς οι παραπάνω σημειοσειρές είναι ανοικτές και άρα δεν υπάρχει η δυσκολία του κλεισίματός τους.

24. Ζεύγη Ανοικτών Κεντρικών Επίπεδων Αρμονικών και Κανονικών Δεσμών των 2ν Ακτινών και Ορθοοπτικών Σημείων τούτων.
24.1. Γενικά.

Παρακάτω θα αναφερθούμε στα Αρμονικά και Κανονικά Ζεύγη Ανοικτών Επίπεδων Κεντρικών Δεσμών των 2ν Ακτινών, όπως και στα Ορθοοπτικά τους Σημεία. 

24.2. Αρμονικό Ζεύγος Ανοικτής Επίπεδης Κεντρικής Δέσμης των 2ν Ακτινών (Σχήμα 111).
α. Ορισμός.

Με βάση των όσων μέχρι τώρα γνωρίζουμε και από όσα μέχρι τώρα έχουμε αναφέρει εδώ (πχ παράγραφοι 12.13, 23.1, κτλ), μπορούμε να δώσουμε τον παρακάτω ορισμό για τις δέσμες αυτές:

Χαρακτηρίζουμε Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Κεντρικής Επίπεδης Δέσμης των 2ν Ακτινών, την δέσμη εκείνη της οποίας οι τομές της με μία τυχαία ευθεία, αποτελούν Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων»  (Σχετική ορολογία στην παράγραφο 23.1).
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Σχήμα 111.


β. Ιδιότητες.
Οι Ανοικτές Δέσμες αυτές έχουν πολλές και σημαντικές ιδιότητες, μερικές από τις οποίες θα αναφέρουμε παρακάτω:

1/. Η Αρμονική Ανοικτή Κεντρική Επίπεδη Δέσμη 2ν Ακτινών Τ(αβγδε…ν,   α'β'γ'δ'ε'…ν') του σχήματος 111], αν ληφθεί υπόψη η παράγραφος 23.1, εύκολα βρίσκουμε ότι διαθέτει 2(ν-2) Αρμονικές Κεντρικές Επίπεδες Δέσμες των τεσσάρων ακτινών. 

Αυτές είναι οι: Τ(αγββ'), Τ(βδγγ'), …, Τ(α'γ'β'β), Τ(β'δ'γ'γ), ….

2/. Αν η Δέσμη αυτή τμηθεί από ευθεία μας δίνει 2ν σημεία, που αποτελούν Ανοικτή Αρμονική Συνευθειακή Σημειοσειρά 2ν Σημείων, ή Συνευθειακή Αρμονική Γραμμή (Σχετική ορολογία στην παράγραφο 23.1). 

3/. Μία Αρμονική Ανοικτή Κεντρική Δέσμη των 2ν Ακτινών, αν την καταστήσουμε εγγεγραμμένη σε κύκλο (ο'), τότε οι ακτίνες της επανατέμνουν τον κύκλο σε σημεία τα οποία αποτελούν προφανώς τα σημεία Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων. Έτσι από την παραπάνω Αρμονική Δέσμη Τ(αβγδε…ν,   α'β'γ'δ'ε'…ν') του σχήματος 111, προέκυψε η Αρμονική Ανοικτή Ομοκυκλική Σημειοσειρά 2ν Σημείων Α1, Β1, Γ1, Δ1, Ε1,…,Ν1,   Α'1, Β'1, Γ'1, Δ'1, Ε'1,…,Ν'1, η οποία για το τυχαίο σημείο Τ του κύκλου (ο') διαθέτει 2(ν-2) Αρμονικές Δέσμες τεσσάρων ακτινών της: Τ(Α1Γ1Β1Β1'), Τ(Β1Δ1Γ1Γ'1), …, Τ(Α'1Γ'1Β'1Β1), Τ(Β'1Δ'1Γ'1Γ1), ….

24.3. Ζεύγος Κανονικής Ανοικτής Κεντρικής Επίπεδης Δέσμης των 2ν Ακτινών (Σχήμα 111).
α. Ορισμός.

«Χαρακτηρίζουμε Κανονικό, ένα Ζεύγος Ανοικτής Κεντρικής Επίπεδης Δέσμης των 2ν Ακτινών Σ(αβγδε…ν,   α'β'γ'δ'ε'…ν') , αν οι γωνίες της δέσμης αυτής, που σχηματίζονται μεταξύ των διαδοχικών ακτινών, της κάθε μιας δέσμης των παραπάνω ν ακτινών της, είναι ίσες μεταξύ τους, με τυχαίο μέτρο φ και εάν για τις δέσμες αυτές, τα ζεύγη των ομολόγων ακτινών της, τέμνονται κάθετα.

Δηλαδή, για το Ζεύγος της Κανονικής Δέσμης αυτής: Σ(αβγδε…ν, - α'β'γ'δ'ε'…ν') είναι: 
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ε'Σζ'=…=φ,                                                   (1)

και 
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νΣν′=1L.                                (2).

(Γεννάται το ερώτημα. Υπάρχει τέτοια δέσμη; Η απάντηση είναι θετική και θα τη αποδείξουμε αργότερα, με σχετική Πρόταση. Τούτο άλλωστε φαίνεται και στο σχήμα 111).

Λόγω της σχέσεως (2), τις δέσμες αυτές τις χαρακτηρίζουμε και ως Ορθοοπτικές. 

β. Ιδιότητες.
Οι Ανοικτές Δέσμες αυτές έχουν πολλές και σημαντικές ιδιότητες, μερικές από τις οποίες θα αναφέρουμε παρακάτω:

1/. Η Κανονική Ανοικτή Κεντρική Επίπεδη Δέσμη 2ν Ακτινών Σ(αβγδε…ν,   α'β'γ'δ'ε'…ν') του σχήματος 111, διαθέτει 2(ν-2) Κανονικές Δέσμες των τεσσάρων ακτινών. Αυτές είναι οι: Σ(αβγβ'), Σ(βγδγ'), … Σ(α'β'γ'β), Σ(β'γ'δ'γ), ….

2/. Εύκολα αποδεικνύεται (Πρόταση 169) ότι, αν η Δέσμη αυτή τμηθεί από ευθεία, μας δίνει 2ν σημεία, που αποτελούν Αρμονική Συνευθειακή Σημειοσειρά 2ν Σημείων (Σχετική ορολογία στην παράγραφο 23.1). Τούτο είναι η αιτία που τη δέσμη αυτή χαρακτηρίζουμε Αρμονική. Έτσι, αν ληφθεί υπόψη και ο ορισμός των Κλειστών Αρμονικών Δεσμών της παραγράφου 12.13, βγαίνει το συμπέρασμα ότι: «Όλες οι Κανονικές Δέσμες αυτές, είναι και Αρμονικές». Σχετικές είναι και οι κατασκευές 61, 63, 97), και η 11(128), που θα ακολουθήσει.  ;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

3/. Μία Κανονική Ανοικτή Κεντρική Δέσμη των 2ν ακτινών, αν την καταστήσουμε εγγεγραμμένη σε κύκλο (ο), τότε οι ακτίνες της επανατέμνουν τον κύκλο σε σημεία τα οποία αποτελούν τα σημεία Κανονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων. Έτσι από την παραπάνω Κανονική Δέσμη Σ(αβγδε…ν, α'β'γ'δ'ε'…ν') του σχήματος 111, προέκυψε η Κανονική Ανοικτή Ομοκυκλική Σημειοσειρά 2ν Σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε,…,Ν,   Α' Β' Γ' Δ' Ε' …,Ν', η οποία για το σημείο Σ του κύκλου (ο), διαθέτει 2(ν-2) Κανονικές Δέσμες τεσσάρων ακτινών: Σ(ΑΒΓΒ'), Σ(ΒΓΔΓ'), … Σ(Α'Β'Γ'Β), Σ(Β'Γ'Δ'Γ), ….

4/. Επίσης, όταν η δέσμη αυτή τμηθεί από ευθεία, τότε το κέντρο της Σ αποτελεί 

(διαγώνιες) «Ορθοοπτικό Σημείο» για ορισμένα τμήματα στα οποία τέμνεται η ευθεία, ενώ 

αν τμηθεί από κύκλο που περνά από το κέντρο της Σ, τότε το κέντρο της αποτελεί «Ορθοοπτικό Σημείο» για ορισμένες διαμέτρους του κύκλου στον οποίο είναι εγγεγραμμένη. 

Έτσι, στο σχήμα 111 το Σ, αποτελεί «Ορθοοπτικό Σημείο», για τα τμήματα αα', ββ', γγ', δδ'…. , αλλά και για τις διαμέτρους ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ', ΔΔ',… 

24.3. Ορθοοπτικά Σημεία της Συνευθειακής Αρμονικής Γραμμής. 

Όπως θα αποδείξουμε αργότερα, κάθε Συνευθειακή Αρμονική Γραμμή, διαθέτει δύο συμμετρικά ως προς τη γραμμή αυτή Ορθοοπτικά Σημεία, από τα οποία οι διαγώνιές της, φαίνονται με ορθές γωνίες. Τέτοια σημεία είναι αυτά που αναφέραμε παραπάνω (§ β 4/).

24.5. Περιγραφή-Ανάλυση του Σχήματος 111.
Με βάση τα παραπάνω, εύκολα μπορούμε να περιγράψουμε το σχήμα 111.

Στο σχήμα αυτό διακρίνουμε την Ανοικτή Κανονική Επίπεδη Κεντρική Δέσμη 2ν Ακτινών Σ(αβγδε…ν,   α'β'γ'δ'ε'…ν') με ίσες γωνίες τυχαίου μέτρου φ, η οποία τέμνει την ευθεία (ε) στην Ανοικτή Αρμονική Συνευθειακή Σημειοσειρά 2ν 

Σημείων α, β, γ, δ, ε,…ν,   α', β', γ', δ', ε', …,ν', αλλά και η οποία τέμνει τον κύκλο (ο) στα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε,…Ν,   Α', Β', Γ', Δ', Ε' ,…,Ν', τα οποία προφανώς αποτελούν τις κορφές Ανοικτής Κανονικής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων.

Εδώ τα τετράπλευρα ΑΒΓΒ', ΒΓΔΓ', …, Α'Β'Γ'Β, Β'Γ'Δ'Γ ,.., είναι ρομβοειδή με άξονες συμμετρίας τις διαμέτρους ΒΒ', ΓΓ'…., που προφανώς είναι αρμονικά.

Ακόμη, στο σχήμα αυτό, διακρίνουμε την Ανοικτή Κεντρική Αρμονική Συνευθειακή Δέσμη 2ν Ακτινών Τ(αβγδε…ν,   α'β'γ'δ'ε'…ν'), η οποία τέμνει την ευθεία (ε) στην Ανοικτή Αρμονική Σημειοσειρά 2ν Σημείων α, β, γ, δ, ε,,…,ν,   α', β', γ', δ', ε', …,ν' (γνωστό από τα προηγούμενα). 

Ακόμη, αν ορίσουμε τυχαίο σημείο Τ σε τυχαίο κύκλο (ο′), τότε η δέσμη 

Σ(αβγδε…ν,   α'β'γ'δ'ε'…ν') τέμνει τον κύκλο (ο') στην Ανοικτή Αρμονική          

Ομοκυκλική Σημειοσειρά 2ν Σημείων Α1, Β1, Γ1, Δ1, Ε1,…,Ν1,   Α'1, Β'1, Γ'1, Δ'1, 
Ε'1,…,Ν'1, τα οποία αποτελούν κορφές Ανοικτής Αρμονικής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων.

Είναι φανερό ότι, αν οι πλευρές της Ανοικτής Κανονικής Κυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, είναι πολλές και συγκριτικά με τον κύκλο μεγάλες, τότε είναι δυνατό κάποιες κορυφές της να βρίσκονται μεταξύ άλλων κορυφών της. Έτσι. 

πχ στο σχήμα 111, η κορυφή Θ βρίσκεται μεταξύ των Α' και Β', ενώ η κορυφή Θ' βρίσκεται μεταξύ των Α και Β.
Παρατηρήσεις.
(α). Τα παραπάνω θα αποδείξουμε σε Προτάσεις και Προβλήματα που θα ακολουθήσουν ή που έχουν ήδη αναφερθεί. 

(β). Παρακάτω με βάση το σχήμα 111, όπως παραπάνω αναφέραμε, θα δώσουμε τον τρόπο και την ερμηνεία του τρόπου που προκύπτει μία Ανοικτή  Συνευθειακή και μία Ομοκυκλική Αρμονική Σημειοσειρά 2ν Σημείων, από μία Ανοικτή Ομοκυκλική Κανονική Σημειοσειρά 2ν Σημείων, με ίσο αριθμό πλευρών, με τη νέα Μέθοδό του «Αρμονικού Μετασχηματισμού» που είναι η λύση ενός Προβλήματος το οποίο με απασχολούσε συχνά, για τουλάχιστον είκοσι χρόνια. (Μία πρώτη γεύση της μεθόδου αυτής, δώσαμε παραπάνω στην παράγραφο 24.4).
25. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΜΕ ΤΑ ΖΕΥΓΗ ΤΩΝ ΣΥΝΕΥΘΕΙΑΚΩΝ ΚΑΙ ΟΜΟΚΥΚΛΙΚΩΝ ΑΡΜΟΝΙΚΩΝ ΓΡΑΜΜΩΝ ΚΑΙ ΔΕΣΜΩΝ. 

Γενικά.

Στη συνέχεια θα προβούμε σε εφαρμογές της μεθόδου των Αρμονικών Δεσμών, που αναφέρεται στην παράγραφο 5, προσαρμοσμένης όμως εδώ στις δέσμες της παραγράφου 24, με τη μορφή Γεωμετρικών Προτάσεων και Κατασκευών, με τις αποδείξεις τους, καθώς αυτές θα μας χρειασθούν για να στηρίξουμε σε αυτές τις αποδείξεις άλλων Προτάσεων, κτλ. 

Ακόμη σε αυτές και εκείνες των παραγράφων 13, 17 και 18, θα στηριχθεί και η Νέα Μέθοδος του Αρμονικού Μετασχηματισμού (§ 21), στην οποία θα αναφερθούμε αργότερα, προσαρμοσμένης όμως εδώ στις δέσμες της παραγράφου 24.

25.1. Τομή Ζεύγους Κανονικής Ανοικτής Επίπεδης Δέσμης 2ν Ακτινών, από Ευθεία.
[Πρόκειται για την Πρόταση 11(130) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr με το συνημμένο μας 240 (σχήμα 108)]. 

Πρόταση 169 (Σχήμα 112).

Κάθε ευθεία τέμνουσα Ζεύγος Ανοικτής Κανονικής Επίπεδης Δέσμης 2ν Ακτινών, τέμνεται σε 2ν σημεία, τα οποία αποτελούν Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων.
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Απόδειξη.

Έστω το Ζεύγος της Ανοικτής Κανονικής Επίπεδης Δέσμης 2ν Ακτινών Τ(ΑΒΓΔΕ…Ν - Α'Β'Γ'Δ'Ε'…Ν'),                                                                                    (1).

η οποία τέμνεται από ευθεία (ε) στα σημεία: 

Α, Β, Γ, Δ, Ε,…,Ν - Α', Β', Γ', Δ', Ε',…,Ν',                                                              (2).

αντίστοιχα. Θα αποδείξουμε ότι το ζεύγος της σημειοσειράς (2), είναι Αρμονικό (§ 23.1).

Επειδή η δοσμένη δέσμη (1) είναι Κανονική, σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 24.3α), θα έχει: 
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ΑΤΒ= 
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ΒΤΓ= 
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ΓΤΔ= 
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ΔΤΕ= 
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ΕΤΖ= …,=
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Α'ΤΒ'= 
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Β'ΤΓ'= 
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Γ'ΤΔ'= 
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Δ'ΤΕ'= 
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Ε'ΤΖ'= … =φ,                                                                         (3)

και 
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ΑΤΑ'=
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ΒΤΒ'=
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ΓΤΓ'=
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ΔΤΔ'=
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ΕΤΕ' =…=
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ΝΤΝ′  =1L.                            (4).

Έτσι, επειδή η ΤΒ είναι διχοτόμος της 
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ΑΤΓ και η ΤΒ' είναι κάθετος στην ΤΒ, τα Β, Β' θα χωρίζουν αρμονικά τα Α και Γ ή θα είναι (ΑΓΒΒ')=1.

Επίσης, επειδή η ΤΓ είναι διχοτόμος της γωνίας ΒΤΔ και η ΤΓ' είναι κάθετη στην ΤΓ, τα Γ, Γ' θα χωρίζουν αρμονικά τα Β, Δ, ή θα είναι (ΒΔΓΓ')=1.

Συνεχίζουμε και με όμοιο τρόπο βρίσκουμε και ότι:  (ΓΕΔΔ')=1, (ΔΖΕΕ')=1, κοκ.

Ομοίως, επειδή και η ΤΒ' είναι διχοτόμος της γωνίας Α'ΤΓ' και η ΤΒ είναι κάθετη στην ΤΒ', τα Β', Β θα χωρίζουν αρμονικά τα Α', Γ', ή θα είναι: (Α'Γ'Β'Β)=1.

Με όμοιο τρόπο συνεχίζουμε και βρίσκουμε ότι είναι: (Β'Δ'Γ'Γ)=1, (Γ'Ε'Δ'Δ)=1, (Δ'Ζ'Ε'Ε)=1, κοκ.

Μετά τα παραπάνω και σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 23.1), το ζεύγος της σημειοσειράς Α, Β, Γ, Δ, Ε,…,Ν  -  Α', Β', Γ', Δ', Ε',…,Ν', είναι πραγματικά αρμονικό.

Συμπέρασμα.
Από την παραπάνω Πρόταση και τον σχετικό ορισμό του Ζεύγους της Ανοικτής Κανονικής Επίπεδης Δέσμης 2ν Ακτινών (§ 24), βγαίνει το παρακάτω συμπέρασμα:

Κάθε Ζεύγος Ανοικτής Κανονικής Επίπεδης Δέσμης 2ν Ακτινών, είναι και Αρμονικό. 

Άρα, για να ορίσουμε εύκολα, σε μία ευθεία, τυχαίο Ζεύγος Ανοικτής Κανονικής Επίπεδης Σημειοσειράς 2ν Σημείων, αρκεί να τμήσουμε την ευθεία αυτή με ένα 

Ζεύγος Ανοικτής Κανονικής Επίπεδης Δέσμης 2ν Ακτινών. 

Παρατηρήσεις.
(α). Η Πρόταση 169 πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζεται εδώ. 

(β). Η παραπάνω  Κεντρική Δέσμη του σχήματος 112, είναι και συμμετρική, ως προς την διχοτόμο της γωνίας ΑΤΝ', ή Α'ΤΝ, κοκ. 

(γ). Σχετικές είναι και οι Κατασκευές 11, 32α, 63, 64.
25.2. Ορθοοπτικά Σημεία Ζεύγους Αρμονικής Ανοικτής Σημειοσειράς 2ν Σημείων.

(Σημαντική Ιδιότητα.  Επέκταση της Πρότασης 72).
[Πρόκειται για την Πρόταση 11(129) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr με το συνημμένο μας 239 (σχήμα 109)]. 
Πρόταση 170 (Σχήμα 113).

Δίνεται το Ζεύγος της Αρμονικής Ανοικτής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε,...,Ν,  -  Α', Β', Γ', Δ', Ε',...,Ν' και ζητείται να αποδειχθεί ότι οι κύκλοι διαμέτρων ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ', ΔΔ', ΕΕ', …, ΝΝ', συντρέχουν.
(α). Απόδειξη.
Έστω ότι (ε) είναι η ευθεία των σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε,...,Ν,  -  Α', Β', Γ', Δ', Ε',...,Ν'.
Σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό Αρμονικής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων  (§ 23.1), αυτή πρέπει να έχει αρμονικές τις τετράδες σημείων της:
Α, Β, Γ, Β'- Β, Γ, Δ, Γ'- Γ, Δ, Ε, Δ'-,……..,ν-2 τετράδες

Α', Β', Γ', Β- Β', Γ', Δ', Γ- Γ', Δ', Ε', Δ-,…,ν-2 τετράδες      2(ν-2) τετράδες.      (1). 
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Σχήμα 113.
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Για την απόδειξη της Πρότασης 170, επικαλούμαστε τη νέα Μέθοδό των    

«Συμμετρικών Κεντρικών Δεσμών» (§ 5),προσαρμοσμένης στις δέσμες της παραγράφου 24, λαμβανόμενου υπόψη και του ορισμού των Ζευγών Κανονικών Ανοικτών Αρμονικών Κεντρικών Δεσμών 2ν Ακτινών (§ 23.3).

Για την εφαρμογή της μεθόδου αυτής, γράφουμε τους κύκλους (ο), (κ) διαμέτρων ΒΒ' και ΓΓ' αντίστοιχα, που τέμνονται στα συμμετρικά σημεία Τ, Τ', ως προς την (ε). 

Φέρουμε τις ΤΑ, ΤΒ, ΤΓ, ΤΔ, ΤΕ, ΤΖ,……, ΤΑ', ΤΒ', ΤΓ', ΤΔ', ΤΕ', ΤΖ′,…... 

Αν λάβουμε υπόψη μας την παραπάνω σχέση (1) και θεωρήσουμε το τρίγωνο ΑΤΓ στο οποίο επειδή (ΑΓΒΒ')=1 και 
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ΒΤΒ'=900 , ο κύκλος (ο) είναι Απολλώνιος, οπότε 
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ΑΤΒ=
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ΒΤΓ.                                                                                     (2).

Ακόμη, στο τρίγωνο ΒΤΔ, επειδή είναι (ΒΔΓΓ')=1 και 
[image: image43.wmf]∠

ΓΤΓ'=900, ο κύκλος (κ) είναι Απολλώνιος, οπότε 
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ΒΤΓ=
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ΓΤΔ.                                                              (3).

Έτσι, από τις σχέσεις των (2), (3),  προκύπτει ότι:.
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ΑΤΒ=
[image: image47.wmf]∠

ΒΤΓ= 
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ΓΤΔ=φ.                                                                                        (4).

Συνεχίζουμε όπως παραπάνω και αν θεωρήσουμε το τρίγωνο Α'ΤΓ' στο οποίο επειδή (Γ'Α'Β'Β)=1 και 
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ΒΤΒ'=900 , ο κύκλος (ο) είναι Απολλώνιος, οπότε 
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Α'ΤΒ'=
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Β'ΤΓ'.                                                                                                      (5).

Επίσης, στο τρίγωνο Β'ΤΔ', επειδή είναι (Δ'Β'Γ'Γ)=1 και 
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ΓΤΓ'=900, ο κύκλος (κ) είναι Απολλώνιος, οπότε 
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Β'ΤΓ'=
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Γ'ΤΔ'.                                                     (6).

Έτσι, από τις σχέσεις των (5), (6),  προκύπτει ότι:.


[image: image55.wmf]∠

Α'ΤΒ'=
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Β'ΤΓ'= 
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Γ'ΤΔ'=ω.                                                                                 (7).

Εξάλλου είναι 
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ΒΤΓ=φ=
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Β'ΤΓ'=ω, ή ω=φ,                                                        (8).

ως συμπληρώματα της γωνίας ΓΤΒ'.

Από τις σχέσεις (4), (7), (8) προκύπτει ότι:.
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ΑΤΒ=
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ΒΤΓ=
[image: image62.wmf]∠

ΓΤΔ=
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Α'ΤΒ'=
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Β'ΤΓ'=
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Γ'ΤΔ'=φ=ω.                                        (9).

Επειδή είναι 
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ΓΤΓ'=900  και επειδή, λόγω της (9), είναι και 
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ΓΤΔ=
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Γ'ΤΔ', θα είναι 
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ΓΤΓ'-
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ΓΤΔ+
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Γ'ΤΔ'=900 ή 
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ΔΤΔ'=900 , οπότε και ο κύκλος (λ), διαμέτρου ΔΔ', θα περνά από το Τ, αλλά και από το συμμετρικό του Τ', ως προς την (ε).
Ακόμη, στο τρίγωνο ΓΤΕ, επειδή είναι (ΓΕΔΔ')=1 και επειδή
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ΔΤΔ'=900, ο κύκλος (λ) είναι Απολλώνιος, οπότε λόγω και της (9), θα είναι:
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ΓΤΔ=
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ΔΤΕ=φ.                                                                                                    (10).

Ομοίως, στο τρίγωνο Γ'ΤΕ', επειδή είναι (Γ'Ε'Δ'Δ)=1 και επειδή 
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Δ'ΤΔ=900, ο κύκλος (λ) είναι Απολλώνιος, οπότε λόγω και της (9), θα είναι:
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Γ'ΤΔ'=
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Δ'ΤΕ'=φ.                                                                                               (11).
Επειδή είναι 
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ΔΤΔ'=900  και λόγω των (10), (11) είναι 
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ΔΤΕ=
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Δ'ΤΕ', θα είναι και 
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ΔΤΔ'-
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ΔΤΕ+
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Δ'ΤΕ'=900 ή 
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ΕΤΕ'=900 , οπότε και ο κύκλος (ν), διαμέτρου ΕΕ', θα περνά από το Τ, αλλά και από το συμμετρικό του Τ', ως προς την (ε).

Με όμοιο ακριβώς τρόπο συνεχίζουμε και βρίσκουμε ότι και ο κύκλος (π) διαμέτρου ΖΖ', περνά από τα Τ, Τ', κοκ, μέχρι και τον κύκλο διαμέτρου ΜΜ'. Δυσκολία θα παρουσιαστεί για να αποδείξουμε ότι και ο κύκλος διαμέτρου ΝΝ' περνά από τα Τ, Τ'. Για να επιτύχουμε τούτο προσθέτουμε στο τέλος καθεμιάς στις δύο δοσμένες σημειοσειρές, από ένα ακόμη σημείο Ξ, Ξ' αντίστοιχα, τέτοια ώστε να είναι (ΜΞΝΝ')=1, (Μ'Ξ'Ν'Ν)=1 και εργαζόμαστε όπως παραπάνω. Τούτο είναι εύκολο να γίνει γιατί υπάρχουν τα σημεία Μ, Ν, Ν', όποτε βρίσκουμε κατά τα γνωστά το Ξ, ενώ επειδή υπάρχουν τα σημεία Μ', Ν', Ν, βρίσκουμε κατά τα γνωστά και το Ξ'.

Τέλος επειδή δεν έχουμε αποδείξει ότι και ο κύκλος (μ) διαμέτρου ΑΑ', περνά από τα Τ, Τ', θα αποδείξουμε και αυτό. Για την απόδειξη τούτου εργαζόμαστε ως εξής: 

Επειδή είναι 
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ΒΤΒ'=900  και επειδή, λόγω της (9), είναι 
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ΑΤΒ=
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Α'ΤΒ', θα είναι 
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ΒΤΒ' -
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Α'ΤΒ'+
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ΑΤΒ=900 ή 
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ΑΤΑ'=900, οπότε και ο κύκλος (μ), διαμέτρου ΑΑ', θα περνά από το Τ, αλλά και από το συμμετρικό του Τ', ως προς την (ε).

Συμπεράσματα.
(α). Από τα παραπάνω τελικά προκύπτει ότι: 
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ΑΤΑ'=
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ΒΤΒ'=
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ΓΤΓ'=
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ΔΤΔ'=
[image: image97.wmf]∠

ΕΤΕ'=…..=
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ΝΤΝ'=900.                                  (12).

Τούτο σημαίνει ότι οι κύκλοι διαμέτρων ΑΑ'=ΒΒ'=ΓΓ'=ΔΔ'=ΕΕ'=…..=ΝΝ', περνούν πραγματικά από το ζεύγος των σημείων Τ, Τ'. Δηλαδή αυτοί αποτελούν δέσμη κύκλων πρώτου είδους και επειδή τα τμήματα αυτά, από τα Τ, Τ', φαίνονται με ορθές γωνίες, αποτελούν «Ορθοοπτικά Σημεία» της δοσμένης αρμονικής σημειοσειράς. 
(β). Επίσης από τις (9), (10), (11) προκύπτει και ότι: 
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ΑΤΒ=
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ΒΤΓ=
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ΓΤΔ=
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ΔΤΕ=….=
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Α'ΤΒ'=
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Β'ΤΓ'=
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Γ'ΤΔ'=
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Δ'ΤΕ'=….=φ.  (13).

(γ). Άρα, αφού αληθεύουν οι (12), (13), η δέσμη Τ(ΑΒΓΔΕ...Ν  -  Α'Β'Γ'Δ'Ε'...Ν'), είναι κανονική (ορισμός § 24).

Παρατηρήσεις.
(α). Η Πρόταση 170, αποτελεί προφανώς επέκταση της Πρότασης 72, που αναφέρεται σε Αρμονική Δεκάδα Συνευθειακών Σημείων.
(β). Η παραπάνω Πρόταση πιστεύουμε ότι είναι νέα, πρωτοεμφανίζεται εδώ. (γ). Πρόκειται για σημαντική Πρόταση, καθώς θα μας χρησιμεύσει σε πολλές περιπτώσεις παρακάτω.

(δ.) Σχετικές είναι και οι Κατασκευές 32α, 62. 68, 70, 72, 169, 171.
25.3. Εύκολη Κατασκευή Ζεύγους Αρμονικής Ανοικτής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων.

(Αρμονική Ανοικτή Πολυπλευρική Συνευθειακή Γραμμή).
[Πρόκειται για την Πρόταση 11(128) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr με το συνημμένο μας 238 (σχήμα 108)]. 

Κατασκευή 171 (Σχήμα 113).

Να κατασκευασθεί τυχαίο Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων.

Λύση..
1ος Τρόπος (Αναλυτικός).
(α). Ανάλυση.
Έστω ότι η ζητούμενη σημειοσειρά κατασκευάσθηκε σε ευθεία (ε) και είναι η Α, Β, Γ, Δ, Ε,...,Ν,  -  Α', Β', Γ', Δ', Ε',...,Ν'. 

Αν ληφθούν υπόψη οι ορισμοί των Κανονικών Κεντρικών Δεσμών (§ 12.13 και 24, ιδιαίτερα οι παράγραφοί τους α1/ και 24.3α/, αντίστοιχα) και ο ορισμός του Ζεύγους Αρμονικής Ανοικτής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, εύκολα οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.
Εκτός της ευθείας (ε), ορίζουμε σημείο Τ, από το οποίο φέρουμε ευθεία που τέμνει την (ε), έστω σε σημείο Α. 

Στη συνέχεια από το Τ φέρουμε δεύτερη  ευθεία, που τέμνει την (ε) έστω στο Β και σχηματίζει με την ΤΑ οξεία γωνία φ (η φ κατά προτίμηση να έχει μικρό μέγεθος). 

Επαναλαμβάνουμε τούτο με τις ευθείες ΤΓ, ΤΔ, ΤΕ,..,ΤΝ [τα σημεία Γ, Δ, Ε, …,Ν ανήκουν στην (ε)].

Στις ΤΑ, ΤΒ, ΤΓ, ΤΕ,…,ΤΝ στο σημείο Τ φέρουμε κάθετες που τέμνουν την (ε), στα σημεία Α', Β', Γ', Δ', …,Ν', αντιστοιχία. 

Λέμε ότι η ζητούμενη σημειοσειρά είναι η Α, Β, Γ, Δ, Ε,…,Ν  -  Α', Β', Γ', Δ', Ε',…,Ν'.  

(γ). Απόδειξη.
Εύκολα βρίσκουμε ότι είναι και:
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Α'ΤΒ'=
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Β'ΤΓ'=
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Γ'ΤΔ'=
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Δ'ΤΕ'=
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Ε'ΤΖ'=….=φ.                                                 (2).

Έτσι, επειδή η ΤΒ είναι διχοτόμος της 
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ΑΤΓ και η ΤΒ' είναι κάθετος στην ΤΒ, τα Β, Β' θα χωρίζουν αρμονικά τα Α και Γ ή θα είναι (ΑΓΒΒ')=1.

Επίσης, επειδή η ΤΓ είναι διχοτόμος της γωνίας ΒΤΔ και η ΤΓ' είναι κάθετη στην ΤΓ, τα Γ, Γ' θα χωρίζουν αρμονικά τα Β, Δ, ή θα είναι (ΒΔΓΓ')=1.

Συνεχίζουμε και με όμοιο τρόπο βρίσκουμε και ότι:  (ΓΕΔΔ')=1, (ΔΖΕΕ')=1, κοκ.

Ομοίως, επειδή και η ΤΒ' είναι διχοτόμος της γωνίας Α'ΤΓ' και η ΤΒ είναι κάθετη στην ΤΒ', τα Β', Β θα χωρίζουν αρμονικά τα Α', Γ', ή θα είναι: (Α'Γ'Β'Β)=1.

Με όμοιο τρόπο συνεχίζουμε και βρίσκουμε ότι είναι: (Β'Δ'Γ'Γ)=1, (Γ'Ε'Δ'Δ)=1, (Δ'Ζ'Ε'Ε)=1, κοκ.

Μετά τα παραπάνω και σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 23.1), η σημειοσειρά Α, Β, Γ, Δ, Ε,…,Ν  -  Α', Β', Γ', Δ', Ε',…,Ν'.                                                       (3).

είναι πραγματικά η ζητούμενη αρμονική.

2ος Τρόπος (Με βάση την Πρόταση 169).
(α). Ανάλυση.
Αν ληφθεί υπόψη η Πρόταση 169, εύκολα οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.
Κατασκευάζουμε τυχαίο Ζεύγος Κανονικής Ανοικτής Αρμονικής Δέσμης 2ν Σημείων, ως εξής:

Με κέντρο τυχαίο σημείο Τ, εκτός ευθείας (ε), κατασκευάζουμε την κεντρική δέσμη ν ακτινών Τ(ΑΒΓΔΕ,…,Ν), με γωνίες ίσες, δηλαδή: 
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ΑΤΒ=
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ΒΤΓ=
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ΓΤΔ=
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ΔΤΕ=
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ΕΤΖ=….=φ.                                                      (4).

Στη συνέχεια φέρουμε κάθετες ΤΑ′, ΤΒ′, ΤΓ′, ΤΔ′, ΤΕ′,….,ΤΝ′, στις ΤΑ, ΤΒ, ΤΓ, ΤΔ, ΤΕ,….,ΤΝ, αντίστοιχα, οπότε προκύπτει η Ανοικτή Κανονική Δέσμη 2ν Σημείων: Τ(ΑΒΓΔΕ,…,Ν  -  Α′Β′Γ′Δ′Ε′,….,Ν′,),                                                         (5).

 η οποία τέμνει την (ε), έστω στα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε,…,Ν - Α', Β', Γ', Δ', Ε',…,Ν'. τα οποία λέμε ότι αποτελούν το ζητούμενο Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων. 

(γ). Απόδειξη.
Εύκολα βρίσκουμε ότι και οι γωνίες του δεύτερου μέρους της δέσμης (5) είναι ίσες με φ [Σχέση (2)].
Έτσι, από την κατασκευή της, η δέσμη (5) βλέπουμε ότι είναι Ανοικτή Κανονική, οπότε σύμφωνα με την Πρόταση 169, η τομή της δέσμης (5) από την (ε), θα αποτελεί πραγματικά Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων.
Διερεύνηση.
Η κατασκευή αυτή είναι πάντοτε δυνατή.

Είναι φανερό ότι η κατασκευή αυτή είναι αόριστη, είναι όμως δυνατό να γίνει ορισμένη, αν μας δίνονται επαρκή στοιχεία της.

Παρατηρήσεις.
(α). Το παραπάνω Πρόβλημα και η λύση του, πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζονται εδώ.

(β). Παρακάτω θα αναφέρουμε και διάφορες ιδιότητες που έχει κάθε Ζεύγος Ανοικτής Αρμονικής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, με τη μορφή Κριτηρίων αρμονικότητάς του. 

(δ). Η κατασκευή της παραπάνω σημειοσειράς είναι εύκολη, συγκριτικά με την 

κατασκευή των Αρμονικών Πολυπλεύρων, καθώς η παραπάνω σημειοσειρά είναι ανοικτή και άρα δεν υπάρχει η δυσκολία του κλεισίματός της.

(ε). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 64, 80, 100, 102, 172.

25.4. Εύκολη Κατασκευή Ζεύγους Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων.

(Αρμονική Ανοικτή Πολυπλευρική Ομοκυκλική Γραμμή).
[Πρόκειται για την Πρόταση 11(124) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr με το συνημμένο μας 234 (σχήμα 106)]. 

Κατασκευή 172 (Σχήμα 114).

Να κατασκευασθεί τυχαίο Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων.

Λύση..
(α). Ανάλυση.
Έστω ότι η ζητούμενη σημειοσειρά κατασκευάσθηκε και είναι η Α, Β, Γ, Δ, Ε,...,Ν, - Α', Β', Γ', Δ', Ε',...,Ν'.

Σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 23.2), αυτή πρέπει να έχει Αρμονικά, τα παρακάτω 2ν τετράπλευρά της:

ΑΒΓΒ', ΒΓΔΓ', ΓΔΕΔ', ……,  ν τετράπλευρα

Α'Β'Γ'Β, Β'Γ'Δ'Γ, Γ'Δ'Ε'Δ,….,ν τετράπλευρα      2ν τετράπλευρα.                 (1). 

Τούτο είναι εύκολο να επιτευχθεί, αν λάβουμε όμως υπόψη μας την Πρόταση 34 (§ 8.71)).  

(β). Κατασκευή. 

Εντός κύκλου (ο), ορίζουμε σημείο Σ, στο οποίο θέλουμε να συντρέχουν οι διαγώνιες (κυρίες), της σημειοσειράς. 

Από το Σ φέρουμε τυχαία ευθεία, η οποία τέμνει τον κύκλο στα σημεία Α, Α'.

 Από τυχαίο σημείο α της ευθείας ΑΑ', που βρίσκεται έξω από τον κύκλο (ο), φέρουμε εφαπτομένη αΒ. 

Στη συνέχεια φέρουμε την ΣΒ, η οποία τέμνει στο σημείο β, την εφαπτόμενη  στο Α  και επανατέμνει τον κύκλο στο Β'. 

Από το β φέρουμε την 2η εφαπτομένη βΓ στον κύκλο (ο) (η 1η είναι η βΑ). 

Στη συνέχεια φέρουμε την ΣΓ, η οποία τέμνει την αΒ στο γ και επανατέμνει τον κύκλο στο Γ'. 

Από το γ φέρουμε την 3η εφαπτομένη γΔ στον κύκλο (ο). 

Κατόπιν φέρουμε την ΣΔ, η οποία τέμνει την βΓ στο δ και επανατέμνει τον κύκλο στο Δ'. 

Από το δ φέρουμε την 4η εφαπτομένη δΕ στον κύκλο (ο). 

Στη συνέχεια φέρουμε την ΣΕ, η οποία τέμνει την γΔ στο ε και επανατέμνει τον κύκλο στο Ε'. 

Συνεχίζουμε όπως παραπάνω και ορίζουμε τα σημεία Ζ, Ζ', ζ- Η, Η', η-…- Ν, Ν', ν.

Λέμε ότι οι παρακάτω δύο σημειοσειρές των 2ν σημείων συνολικά, είναι η ζητούμενη σημειοσειρά:

Α, Β, Γ, Δ, Ε,...,Ν και Α', Β', Γ', Δ', Ε',...,Ν'. 

(γ). Απόδειξη.
Είναι φανερό ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΒ', είναι Αρμονικό, καθώς η διαγώνιος του ΒΒ', περνά από τον πόλο β της άλλης διαγωνίου του ΑΓ, από την κατασκευή του. 

Ομοίως και το τετράπλευρο ΒΓΔΓ', είναι Αρμονικό, καθώς η διαγώνιος του ΓΓ', περνά από τον πόλο γ της άλλης διαγωνίου του ΒΔ, από την κατασκευή του. 

Με όμοιο ακριβώς τρόπο βρίσκουμε ότι και το τετράπλευρο ΓΔΕΔ', είναι Αρμονικό.

Συνεχίζουμε, όπως παραπάνω μέχρι να αποδείξουμε ότι και το τετράπλευρο ΛΜΝΜ', είναι Αρμονικό. 

Ακόμη, επειδή πχ το έξάπλευρο ΑΒΓΑ'Β'Γ' έχει συντρέχουσες διαγώνιες στο Σ και το τετράπλευρό του ΑΒΓΒ' είναι Αρμονικό, σύμφωνα με την παραπάνω Πρόταση 34 και το τετράπλευρό του Α'Β'Γ'Β, θα είναι Αρμονικό. 

Συνεχίζουμε όπως ακριβώς παραπάνω και βρίσκουμε ότι και τα τετράπλευρά Β'Γ'Δ'Γ, Γ'Δ'Ε'Δ,…, Λ'Μ'Ν'Μ είναι Αρμονικά, οπότε η παραπάνω σημειοσειρά είναι πραγματικά η ζητούμενη (ορισμός § 23.2).

(δ). Διερεύνηση.
Η κατασκευή αυτή είναι πάντοτε δυνατή.

Είναι φανερό ότι η κατασκευή αυτή είναι αόριστη, είναι όμως δυνατό να γίνει ορισμένη, αν μας δοθούν επαρκή στοιχεία της.

Παρατηρήσεις.
(α). Το παραπάνω Πρόβλημα και η λύση του, πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζονται εδώ.

(β). Παρακάτω θα αναφέρουμε και διάφορες ιδιότητες που έχει κάθε Ζεύγος Ανοικτής Αρμονικής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, με τη μορφή Προτάσεων και Κριτηρίων αρμονικότητάς της (πχ σύγκλιση διαγώνιών της, κτλ). 

(γ). Η κατασκευή της παραπάνω σημειοσειράς είναι εύκολη, συγκριτικά με την κατασκευή των Αρμονικών Πολυπλεύρων, καθώς η παραπάνω σημειοσειρά είναι ανοικτή και άρα δεν υπάρχει η δυσκολία του κλεισίματός της.

(δ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 64, 80, 100, 202, 121, 171.
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