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Πεξίιεψε 

Οη νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο εκθαλίδνληαη ζηε καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε 

ζεκαληηθώλ πξνβιεκάησλ ζηε θπζηθή θαη ζηε ηαηξηθή, όπσο ε δηάδνζε θαη 

ε ζθέδαζε ειεθηξνκαγλεηηθώλ θπκάησλ θαη ε δηάδνζε αθνπζηηθώλ θαη 

ειαζηηθώλ θπκάησλ. Επίζεο, έρνπλ ζεκειηώδε ξόιν ζηελ αλάπηπμε ηεο 

ζπλαξηεζηαθήο αλάιπζεο θαη παξέρνπλ ην ζεσξεηηθό πιαίζην γηα ηε 

καζεκαηηθή έξεπλα. Μηα κεγάιε θιάζε πξνβιεκάησλ αξρηθώλ θαη 

ζπλνξηαθώλ ηηκώλ πνπ εκπιέθνπλ δηαθνξηθέο εμηζώζεηο (ζπλήζεηο ή 

κεξηθέο) κπνξνύλ λα κεηαζρεκαηηζηνύλ ζε νινθιεξσηηθέο, νπόηε κηα 

αθξηβήο ή κηα πξνζεγγηζηηθή ιύζε κπνξεί λα βξεζεί πην εύθνια. Αξθεηά 

ζπρλά νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο έρνπλ ηεζεί σο ζέκα ζηηο εμεηάζεηο γηα ηελ 

εηζαγσγή ζηα ειιεληθά παλεπηζηήκηα. 

 

Abstract 

Integral equations arise in mathematical modeling of important problems in 

physical sciences, engineering and medicine, such as propagation and 

scattering of electromagnetic waves and propagation of acoustical and 

elastic waves.  They also play a fundamental role in the development of the 

functional analysis and provide a theoretical framework for mathematical 

research. A large class of initial and boundary problems involving 

differential equations (ordinary or partial) can be translated to integral 

equations and thus an exact or an approximate solution can be often 

obtained easier. Quite often, integral equations can serve as exam questions 

of the entry procedure to the Greek Universities.  

 

Εηζαγωγή 

mailto:chriskyriazis@gmail.com
mailto:lprotopapas@hotmail.com


 2 

Οινθιεξσηηθή εμίζσζε (Σηαθαξίθαο 2003, Logan 2005, Δάζηνο 2001, 

Νηνύγηαο 2010) νλνκάδεηαη θάζε εμίζσζε πνπ πεξηέρεη ηελ άγλσζηε 

ζπλάξηεζε κέζα ζην νινθιήξσκα, όπσο ε 
t

0

y(t) 1 y(s)ds   . (1) 

Η ζεσξία ησλ νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ απνηειεί ζεκαληηθό θνκκάηη ηεο 

Μαζεκαηηθήο Αλάιπζεο, ιόγσ ησλ εθαξκνγώλ ηεο ζε πξνβιήκαηα 

ζπλνξηαθώλ ηηκώλ ζηηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο. Εθαξκνγέο ηεο εκθαλίδνληαη 

(Σηαθαξίθαο 2003) ζηελ ηαηξηθή, ζηε δηάδνζε κάδαο θαη ζεξκόηεηαο, ζηε 

ζεσξία παηγλίσλ, ζηε ζεσξία ειέγρνπ, ζηελ νηθνλνκία, ζηε ζεσξία 

δπλακηθνύ, ζηελ ειεθηξνδπλακηθή, ζηελ αθνπζηηθή θ.η.ι. 

Πνιιά από ηα πξνβιήκαηα πνπ εκθαλίδνληαη ζηε Φπζηθή κπνξνύλ λα 

πξνηππνπνηεζνύλ κε δύν δηαθνξεηηθνύο ηζνδύλακνπο ηξόπνπο άκεζα 

ζπλδεδεκέλνπο κεηαμύ ηνπο, ηηο δηαθνξηθέο θαη ηηο νινθιεξσηηθέο 

εμηζώζεηο. Απηό δελ ζεκαίλεη όηη νη δύν ηξόπνη έθθξαζεο έρνπλ παξόκνηεο 

ηδηόηεηεο. Σπγθεθξηκέλα, νη δηαθνξηθέο εμηζώζεηο πεξηγξάθνληαη κε κε 

θξαγκέλνπο ηειεζηέο, ελώ νη νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο κε θξαγκέλνπο 

ηειεζηέο (Δάζηνο 2001). Επίζεο, νη δηαθνξηθέο εμηζώζεηο δίλνπλ έλα 

ζεκεηαθό ραξαθηεξηζκό ησλ ιύζεσλ, ελώ νη νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο 

ραξαθηεξίδνπλ νιηθά ηηο ιύζεηο. Επηπιένλ, έλα ζεκαληηθό πιενλέθηεκα ησλ 

νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ έλαληη ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ είλαη όηη 

απηέο πεξηέρνπλ ηηο αξρηθέο ή ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (Δάζηνο 2001). 

Σεκεηώλνπκε πσο ππάξρνπλ πξνβιήκαηα ηα νπνία νδεγνύλ άκεζα ζε 

νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο, αιιά δε κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ κε ηε βνήζεηα 

ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ (Νηνύγηαο 2010). 

Οη νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο ρσξίδνληαη ζε δύν κεγάιεο θαηεγνξίεο 

(Σηαθαξίθαο 2003, Logan 2005, Δάζηνο 2001, Νηνύγηαο 2010), ζηηο 

εμηζώζεηο Fredholm, όπνπ ηα άθξα νινθιήξσζεο είλαη ζηαζεξά θαη ζηηο 

εμηζώζεηο ηύπνπ Volterra, όπνπ έλα από ηα άθξα νινθιήξσζεο είλαη 

κεηαβιεηό, πξνο ηηκήλ ηνπ Σνπεδνύ καζεκαηηθνύ I. Fredholm θαη ηνπ 

Ιηαινύ καζεκαηηθνύ V. Volterra, αληίζηνηρα, νη νπνίνη πξώηνη ηηο 

κειέηεζαλ ζπζηεκαηηθά. Σηε ζπλέρεηα νξίδνπκε κεξηθέο νινθιεξσηηθέο 

εμηζώζεηο ηύπνπ Volterra ή Fredholm. 

Έζησ νη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο u, f  ζην [ , ]   θαη ε ζπλάξηεζε Κ, πνπ 

νλνκάδεηαη νινθιεξωηηθόο ππξήλαο, κε: 

K:[ , ] [ , ]     R . (2) 

Οξίδνπκε σο νινθιεξωηηθή εμίζωζε ηύπνπ Volterra πξώηνπ είδνπο ηελ 

εμίζσζε κε κνξθή: 
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x

K(x, t)u(t)dt f (x), x [ , ]


    , (3) 

σο νινθιεξωηηθή εμίζωζε ηύπνπ Volterra δεπηέξνπ είδνπο ηελ εμίζσζε 

κε κνξθή: 
x

u(x) K(x, t)u(t)dt f (x), x [ , ],


      (4) 

σο νινθιεξωηηθή εμίζωζε ηύπνπ Fredholm πξώηνπ είδνπο ηελ εμίζσζε 

κε κνξθή: 

K(x, t)u(t)dt f (x), x [ , ],




     (5) 

σο νινθιεξωηηθή εμίζωζε ηύπνπ Fredholm δεπηέξνπ είδνπο ηελ 

εμίζσζε κε κνξθή: 

u(x) K(x, t)u(t)dt f (x), x [ , ],




      (6) 

σο νινθιεξωηηθή εμίζωζε ηύπνπ Fredholm δεπηέξνπ είδνπο κε 

παξάκεηξν ηελ εμίζσζε κε κνξθή: 

u(x) K(x, t)u(t)dt f (x), x [ , ], ,




       R  (7) 

θαη σο νινθιεξωηηθή εμίζωζε ηύπνπ Fredholm ηξίηνπ είδνπο ηελ 

εμίζσζε κε κνξθή: 

g(x)u(x) K(x, t)u(t)dt f (x), x [ , ],




      R.. (8) 

Είλαη εύθνιν θάπνηνο λα δηαθξίλεη όηη νη εμηζώζεηο (3) θαη (5) είλαη πξώηνπ 

είδνπο, επεηδή ε άγλσζηε ζπλάξηεζε u εκθαλίδεηαη κόλν ζην νινθιήξσκα, 

ελώ νη (4) θαη (6) είλαη δεπηέξνπ είδνπο, αθνύ ε άγλσζηε ζπλάξηεζε u 

βξίζθεηαη θαη εθηόο ηνπ νινθιεξώκαηνο. Σε θάζε κία από ηηο εμηζώζεηο (3) 

σο (8) αλ ε ζπλάξηεζε f κεδελίδεηαη ηαπηνηηθά, ηόηε νη αληίζηνηρεο 

εμηζώζεηο ηύπνπ Volterra ή Fredholm ιέγνληαη νκνγελείο. 

Οη θπξηόηεξεο κέζνδνη γηα ηελ επίιπζε νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ 

(Σηαθαξίθαο 2003, Νηνύγηαο 2010) είλαη: 

 ε κέζνδνο ησλ δηαδνρηθώλ πξνζεγγίζεσλ γηα νκαιέο κε γξακκηθέο 

θαη γξακκηθέο νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο, 

 ε κέζνδνο ησλ επαλαιεπηηθώλ ππξήλσλ γηα νκαιέο γξακκηθέο 

νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο,  

 ε κέζνδνο Fredholm γηα νκαιέο γξακκηθέο νινθιεξσηηθέο 

εμηζώζεηο, 
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 ε κέζνδνο Hilbert-Schmidt γηα γξακκηθέο νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο 

κε ζπκκεηξηθό ππξήλα, 

 ε κέζνδνο ησλ νινθιεξσηηθώλ κεηαζρεκαηηζκώλ θαη 

 ε κεηαηξνπή ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο ζε ηζνδύλακν πξόβιεκα 

αξρηθώλ ή ζπλνξηαθώλ ηηκώλ θαη ε επίιπζή ηνπ. 

Οη καζεηέο δελ ζπλαληνύλ γηα πξώηε θνξά νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο ζηελ 

ηξηηνβάζκηα εθπαίδεπζε. Σηελ ζεηηθή θαη ζηελ ηερλνινγηθή θαηεύζπλζε ηεο 

Γ΄ Λπθείνπ ππάξρεη πιεζώξα αζθήζεσλ κε νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο (νη 

νπνίεο δελ ραξαθηεξίδνληαη έηζη) ζε βνεζήκαηα θαη ζην δηαδίθηπν, όηαλ 

ζην ζρνιηθό βηβιίν δελ ππάξρεη νύηε κηα νινθιεξσηηθή εμίζσζε. 

Αμηνζεκείσην είλαη όηη νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο έρνπλ ηεζεί σο ζέκαηα 

θαη ζηηο παλειιήληεο εμεηάζεηο, κε ηδηαίηεξα δεκνθηιέο ζέκα ηηο εμηζώζεηο 

ηύπνπ Volterra. Οη καζεηέο καζαίλνπλ λα αλαγλσξίδνπλ κνληέια κέζα ζηηο 

δνζκέλεο εμηζώζεηο, ώζηε λα εθαξκόζνπλ νηθείεο ηερληθέο επίιπζεο. Η πην 

ζπρλά εκθαληδόκελε ηερληθή είλαη λα κεηαηξέπνπλ ηε δνζκέλε 

νινθιεξσηηθή εμίζσζε ζε έλα ηζνδύλακν πξόβιεκα αξρηθώλ ή 

ζπλνξηαθώλ ηηκώλ, δεδνκέλνπ ηνπ γεγνλόηνο όηη νη καζεηέο έρνπλ δηδαρζεί 

ηξόπνπο επίιπζεο δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ.  

 

Οινθιεξωηηθέο εμηζώζεηο θαη παλειιαδηθέο εμεηάζεηο 

Σην 4ν ζέκα ζηηο εμεηάζεηο ηνπ 2001 έπξεπε λα ιπζεί ε εμίζσζε: 
1

2 2

0
f (x) 1 2x t f (xt)dt   , (9) 

ε νπνία ηζνδύλακα κεηαζρεκαηίδεηαη ζηελ: 
x

2

0
f (x) 1 2 u f (u)du   , (10) 

πνπ είλαη νινθιεξσηηθή εμίζσζε ηύπνπ Volterra δεύηεξνπ είδνπο. Έλαο 

καζεηήο ηεο Γ΄ Λπθείνπ παξαγσγίδεη ηε ζρέζε (10), νπόηε θαηαιήγεη ζηελ 

ηζνδύλακε δηαθνξηθή εμίζσζε: 
2f '(x) 2xf (x), κε f (0) 1   . (11) 

Η ιύζε ηεο εμίζσζεο (11) είλαη: 

2

1
f (x)

x 1



. (12) 

Σην 4ν ζέκα ζηηο εμεηάζεηο ηνπ 2008 ηέζεθε ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε: 
2

3

0

f (x) (10x 3x) f (t)dt 45= + -ς , (13) 

πνπ είλαη νινθιεξσηηθή εμίζσζε ηύπνπ Fredholm δεύηεξνπ είδνπο. Η 

ζπγθεθξηκέλε αλήθεη θαη ζε κηα εηδηθή θαηεγνξία θαη νλνκάδεηαη εμίζσζε 
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Hammerstein. Ο ηξόπνο αληηκεηώπηζεο κηαο εμίζσζεο Hammerstein είλαη ν 

ίδηνο ζηελ δεπηεξνβάζκηα θαη ηελ ηξηηνβάζκηα εθπαίδεπζε. Από ηε ζηηγκή 

πνπ ην νινθιήξσκα έρεη ζηαζεξά άθξα θαη εμαξηάηαη από κηα κεηαβιεηή, 

ζέηνπκε: 
2

0

c f (t)dt= ς , (14) 

νπόηε ε (13) γίλεηαη: 
3f (x) 10cx 3cx 45= + - , (15) 

θαη αληηθαζηζηώληαο ηελ (15) ζηελ (14) πξνθύπηεη όηη: 

c 2= , (16) 

άξα ε ιύζε ηεο (13) είλαη: 
3f (x) 20x 6x 45= + - . (17) 

Οη παξαπάλσ νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο είλαη γξακκηθέο. Σηηο εμεηάζεηο 

έρνπλ ηεζεί θαη κε γξακκηθέο νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο. Θα αλαθέξνπκε 

όηη ζην Δ ζέκα ζηηο εμεηάζεηο ηνπ 2010 δηλόηαλ ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε 

Volterra κε: 
x

0

t
f (x) x 3 dt

f (t) t
  

 , (18) 

ζην Δ ζέκα ζηηο εμεηάζεηο ηνπ 2011 δηλόηαλ ην ζύζηεκα ησλ  

νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ Volterra κε: 
x 2t

2x

0

x 2t

2x

0

1 f (x) e
dt

e g(x t)

1 g(x) e
dt

e f (x t)





 




 

 





, (19) 

ελώ ζην Δ ζέκα ζηηο εμεηάζεηο ηνπ 2012 δηλόηαλ ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε 

Volterra κε: 
x

1

ln t t
ln x x dt e | f (x) |

f (t)

 
    

 
 . (20) 

 

Μεηαηξνπέο νινθιεξωηηθώλ θαη δηαθνξηθώλ εμηζώζεωλ 

Γηα ηελ αλαδηαηύπσζε δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ σο νινθιεξσηηθώλ, ε 

ζπλήζεο δηαδηθαζία είλαη ε επαλαιακβαλόκελε νινθιήξσζε ηεο εμίζσζεο 

κέρξη ηεο εμαθάληζεο παξαγώγσλ. Με ην αθόινπζν ιήκκα (Logan 2005, 

Νηνύγηαο 2010) κπνξνύκε λα δνπιέςνπκε γηα εμηζώζεηο δεύηεξεο ηάμεο. 

Λήμμα 

Γηα θάζε ζπλερή ζπλάξηεζε f κε x α , ηζρύεη: 
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 
x s x

α α α

f (y)dyds f (y) x y dy    . (21) 

Η απόδεημε ηνπ παξαπάλσ ιήκκαηνο γίλεηαη εύθνια κε παξαγνληηθή 

νινθιήξσζε. 

Η γελίθεπζή ηνπ γηα εμηζώζεηο ληνζηήο ηάμεο (Νηνύγηαο 2010) είλαη:  

 
 

1 2 n 1t t tt t
n 1

n n n 1 2 1 1 1 1

α α α α α

1
.... f (t )dt dt ....dt dt t t f (t )dt .

n 1 !




  
      (22) 

Σην αθόινπζν παξάδεηγκα δείρλνπκε πσο κεηαηξέπεηαη ζε νινθιεξσηηθή 

εμίζσζε έλα πξόβιεκα αξρηθώλ ηηκώλ δεύηεξεο ηάμεο (Logan 2005). 

Έζησ ην πξόβιεκα αξρηθώλ ηηκώλ δεύηεξεο ηάμεο: 

0

1

u ''(x) p(x)u '(x) q(x)u(x) f (x), γηα x α

u(α) u

u '(α) u

   



 

. (23) 

Επηιύνληαο ηε δηαθνξηθή εμίζσζε σο πξνο ηε δεύηεξε παξάγσγν θαη 

νινθιεξώλνληαο από ην α έσο ην x, ιακβάλνπκε: 

1 0u '(x) u p(α)u p(x)u(x)    

 
x

α

q(y) p '(y) u(y) f (y) dy     . 
(24) 

Οινθιεξώλνληαο μαλά από ην α έσο ην x θαη κε ρξήζε ηεο (21), πξνθύπηεη 

όηη: 

  
x

α

u(x) p(y) (x y) q(y) p '(y) u(y)dy      

    
x

0 1 0

α

x y f (y)dy p(α)u u x α u      . 

(25) 

Η εμίζσζε απηή είλαη Volterra δεύηεξνπ είδνπο, όπσο ε εμίζσζε (4). 

Γηα ηνλ κεηαζρεκαηηζκό κηαο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο ε πνξεία είλαη 

δηαθνξεηηθή (Collins 2006, Corduneanu 2008). Γηα παξάδεηγκα, αλ ζηελ 

εμίζσζε:  
t

0

y(t) 1 y(s)ds   , (26) 

ζέζνπκε:  
t

0

w(t) y(s)ds  , (27) 

πξνθύπηεη ε ηζνδύλακή ηεο:   
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w'(t) 1 w(t), κε w '(0) 1   . (28) 

Αμίδεη εδώ λα αλαθεξζεί όηη κηα δηαθνξηθή εμίζσζε κπνξεί λα γξαθεί ζε 

θάπνηεο πεξηπηώζεηο σο νινθιεξσδηαθνξηθή εμίζσζε (Collins 2006, 

Corduneanu 2008). Η εμίζσζε ηνπ πξνβιήκαηνο (23) κπνξεί λα γξαθεί: 
x

α

w '(x) p(x)w(x) q(x) w(s)ds f (x), γηα x α    , (29) 

αλ ζέζνπκε: 
x

α

u(x) w(s)ds  . (30) 

 

Επίιπζε νινθιεξωηηθώλ εμηζώζεωλ κε δηαδηθαζίεο πνπ δηδάζθνληαη 

ζηελ ηξηηνβάζκηα εθπαίδεπζε 

Σηε ζπγθεθξηκέλε ελόηεηα ζα επηιύζνπκε ηξεηο νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο 

κε θάπνηνπο από ηνπο έμη ηξόπνπο πνπ αλαθέξακε ζηελ εηζαγσγή. Οη 

εμηζώζεηο απηέο ιύλνληαη θαη κε γλώζεηο Λπθείνπ. Ο ζηόρνο καο είλαη λα 

αλαδείμνπκε ζε θάζε πεξίπησζε ηελ αληίζηνηρε κέζνδν. 

Αξρηθά, ζα ιύζνπκε κε δηαδνρηθέο πξνζεγγίζεηο ηελ νινθιεξσηηθή 

εμίζσζε Volterra 2νπ είδνπο:  
x

0

f (x) 1 (t x)f (t)dt   . (31) 

Θέηνπκε:  
x

0

Af (x) 1 (t x)f (t)dt    (32) 

θαη επηιέγνπκε:  

0f (x) 1 . (33) 

Τόηε έρνπκε όηη: 
2

0

x
Af (x) 1

2
  , (34) 

2 4
2

0

x x
A f (x) 1

2! 4!
   , (35) 

νπόηε κε καζεκαηηθή επαγσγή απνδεηθλύεηαη όηη:  
2kn

n k

0

k 0

x
A f (x) ( 1)

(2k)!

  . (36) 

Επνκέλσο ε ιύζε ηεο εμίζσζεο (31) είλαη: 

 n

0
n

f (x) lim A f (x) cosx


  . (37) 
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Επίζεο, κε ύιε Λπθείνπ ε εμίζσζε (31) ηζνδύλακα γξάθεηαη: 
x x

0 0

f (x) 1 tf (t)dt x f (t)dt    , (38) 

ε νπνία παξαγσγίδεηαη δύν θνξέο θαη δίλεη ην ηζνδύλακν πξόβιεκα 

f ''(x) f (x), f (0) 1,f '(0) 0     . (39) 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε g ζην  κε:  

   
2 2

g(x) f (x) cosx f '(x) sin x    , (40) 

ε νπνία είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  κε:  

  g '(x) 2 f '(x) sin x f (x) cosx f ''(x) cosx     , (41) 

όπνπ ιόγσ ηεο εμίζσζεο ηεο (39) γίλεηαη: 

g '(x) 0, ά x R    , (42) 

νπόηε ε g είλαη ζηαζεξή, άξα ηζρύεη:  

g(x) c, ά x R    , (43) 

ή 

   
2 2

f (x) cosx f '(x) sin x c, ά x R       . (44) 

Θέηνπκε ζηελ (44) όπνπ x = 0 θαη ιόγσ ηεο (38) πξνθύπηεη: 

c 0 . (45) 

Σπλεπώο, ιόγσ ηεο (44) βξίζθνπκε όηη:  

f (x) cosx , (46) 

όπσο βξήθακε θαη ζηελ (37). 

Έζησ, επίζεο, ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε:  
1/2

0

u(x) x u(t)dt   , (47) 

ε νπνία είλαη εμίζσζε Fredholm 2νπ είδνπο κε παξάκεηξν θαη ζα ηε  

ιύζνπκε κε ηε βνήζεηα ησλ επαλαιεπηηθώλ ππξήλσλ. 

Θεσξνύκε:  

1K (x, t) 1 , (48) 

νπόηε: 

2 3

1 1
K (x, t) , K (x, t)

2 4
   (49) 

θαη κε επαγσγή απνδεηθλύεηαη όηη:  

*

n n 1

1
K (x, t) , n

2 
 N . (50) 

Τόηε, ν Fredholm επηιύσλ ππξήλαο ηνπ ππξήλα K(x, t) είλαη:  
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i

i 1

i 0

R(x, t; ) (x, t) 2






     . (51) 

Τόηε, ε εμίζσζε (47) έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ: 
1/2

0

1
u(x) x 1 2tdt x

4
     . (52) 

Επηπιένλ κε γλώζεηο Λπθείνπ, ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε (47) γξάθεηαη: 

u(x) x c  , (53) 

κε: 
1/2

0

c u(t)dt  . (54) 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ (52) ζηελ (53) βξίζθνπκε όηη: 

1
c

4
 , (55) 

νπόηε πξνθύπηεη ε ίδηα ιύζε πνπ βξήθακε ζηελ (52). 

Τέινο, έζησ ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε Volterra δεπηέξνπ είδνπο 
x

0

f (x) x (x t)f (t)dt   . (56) 

Παίξλνπκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηεο εμίζσζεο (56), νπόηε ιόγσ ηεο 

γξακκηθόηεηαο ηνπ ηειεζηή έρνπκε όηη: 
x

0

L{f (x)} L(x) L (x t)f (t)dt
  

   
  
  (57) 

ή 

2 2

1 1
F(s) F(s)

s s
   (58) 

ή 

2

1
F(s)

s 1



, (59) 

όπνπ αληηζηξέθνληαο ηνλ κεηαζρεκαηηζκό πξνθύπηεη ε ζπλάξηεζε f: 

1

2

1
f (x) L sin x

s 1

  
  

 
. (60) 

Γηα λα επηιύζνπκε ηελ (56) κε γλώζεηο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο, ηελ 

κεηαζρεκαηίδνπκε ηζνδύλακα ζηελ: 
x x

0 0

f (x) 1 tf (t)dt x f (t)dt    , (61) 
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ε νπνία παξαγσγίδεηαη δύν θνξέο θαη δίλεη ην ηζνδύλακν πξόβιεκα: 

f ''(x) f (x), f (0) 0,f '(0) 1     . (62) 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε g ζην  κε:  

   
2 2

g(x) f (x) sin x f '(x) cosx    , (63) 

ε νπνία απνδεηθλύεηαη όηη είλαη κεδεληθή αθνινπζώληαο ηελ δηαδηθαζία 

πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ από ηελ (41) κέρξη ηελ (45), νπόηε: 

f (x) sin x . (64) 

 

Σπκπεξάζκαηα  

Οη νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο απνηεινύλ έλα ζεκαληηθόηαην ηνκέα ηεο 

Μαζεκαηηθήο Αλάιπζεο, κε κεγάιν θάζκα εθαξκνγώλ θαη ζε άιιεο 

ζεηηθέο επηζηήκεο γηα ηε κειέηε πξνβιεκάησλ θαη θαηλνκέλσλ. Η επξύηεηα 

κεζόδσλ θαη ε επθνιία (ηηο πεξηζζόηεξεο θνξέο) ζηε κεηάβαζε ζε 

δηαθνξηθέο εμηζώζεηο θαη αληηζηξόθσο, ηηο θαζηζηά ζεκαληηθέο γηα ηε 

καζεκαηηθή επηζηήκε. Η ζεκαληηθόηεηα ηνπο ηνλίδεηαη κάιηζηα θαη ζηε 

δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε αθνύ απνηεινύλ, αξθεηέο θνξέο θηόιαο, 

πεξηερόκελν ζεκάησλ παλειιαδηθώλ εμεηάζεσλ, όπνπ έκκεζα δεηνύληαη 

από ηνπο καζεηέο πξνβιήκαηα πνπ ηηο ρξεζηκνπνηνύλ.  
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