(Συνημμένο 275. Συνέχεια από το συνημμένο 274).
25.10. Κριτήριο Αρμονικότητας Ζεύγους Κυρτής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων (Ζεύγος Κυρτής Αρμονικής Ομοκυκλικής Πολυπλευρικής Γραμμής).

Ύπαρξη Σημείου Lemoine σε Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων (Σημαντική Ιδιότητα).
[Πρόκειται για την Πρόταση 11(134) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr με το συνημμένο μας 244 (σχήμα 104)]. 

Κριτήριο 178 (Σχήμα 109).

Αν Ζεύγος Κυρτής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, έχει τις διαγώνιές του συντρέχουσες και υπάρχει στο επίπεδό του σημείο για το οποίο οι αποστάσεις από τις πλευρές του, είναι ανάλογες με τις αντίστοιχες πλευρές του, τότε και μόνο τότε το Ζεύγος Κυρτής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων αυτό, είναι Αρμονικό.
Απόδειξη.

(α). Ευθύ. 
Θεωρούμε το κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο) Αρμονικό Ζεύγος Ανοικτής Κυρτής Σημειοσειράς 2ν Σημείων:Α, Β,
                                       Γ, Δ, Ε,..,Ν - Α', Β', Γ', Δ', Ε',…,Ν'.                                  (1).
(Σχετική ορολογία στην § 23.2). Θα δείξουμε ότι υπάρχει σημείο Σ' στο επίπεδό του, για το οποίο είναι:
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όπου υα, υβ,…., υμ, - υ'α, υ'β,…., υ'μ, είναι οι αποστάσεις του σημείου Σ', από τις πλευρές του ΑΒ=α , ΒΓ=β,…, ΜΝ=μ,   Α'Β'=α' , Β'Γ'=β',…, Μ'Ν'=μ',  αντίστοιχα.

Πραγματικά, επειδή το κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο) Ζεύγος Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, της (1), είναι αρμονικό, σύμφωνα με την Πρόταση 177 (§ 25.9), θα έχει ΑΑ'∩ΒΒ'∩ ΓΓ'∩ΔΔ'∩ΕΕ'∩…∩ ΝΝ'≡Σ, ενώ σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 32.2), αυτό θα έχει αρμονικά και τα τετράπλευρά του: 

ΑΒΓΒ', ΒΓΔΓ', ΓΔΕΔ', ……,ν-2 τετράπλευρα

Α'Β'Γ'Β, Β'Γ'Δ'Γ, Γ'Δ'Ε'Δ,….,ν-2 τετράπλευρα      2(ν-2) τετράπλευρα.           (3). 

Τούτο σημαίνει ότι πχ στο τετράπλευρο ΑΒΓΒ' οι διαγώνιές του ΑΓ, ΒΒ', θα είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο), οπότε σύμφωνα με την βοηθητική Πρόταση 6 (αντίστροφο) του Έψιλον Μέρους, για το τρίγωνο ΑΒΓ η ΒΒ' είναι συμμετροδιάμεσός του. Άρα,  σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα (Γεωμετρία [6] § 11-14.2), κάθε σημείο της ΒΒ' θα απέχει από τις ΑΒ, ΒΓ αποστάσεις ανάλογες των πλευρών αυτών. Τούτο προφανώς θα ισχύει και για το σημείο Σ σύγκλισης των διαγώνιων του δοσμένο εγγεγραμμένου σε κύκλο (ο) Ζεύγους Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, το οποίο ανήκει και στην ΒΒ', οπότε για το σημείο Σ, θα είναι:
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Αν εργασθούμε όπως παραπάνω στο αρμονικό τετράπλευρο ΒΓΔΓ' και ειδικότερα στο τρίγωνο ΒΓΔ, αποδεικνύουμε ότι για το Σ είναι και:
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Ακόμη, αν συνεχίσουμε όπως ακριβώς παραπάνω και για τα υπόλοιπα τρίγωνα ΓΔΕ, ΔΕΖ,…,ΛΜΝ, βρίσκουμε ότι για το Σ είναι και:
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Επίσης, από την (3) προκύπτει ότι πχ στο τετράπλευρο Α'Β'Γ'Β οι διαγώνιές 

του Α'Γ', Β'Β, θα είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο), οπότε σύμφωνα με την βοηθητική Πρόταση 6 (αντίστροφο) Έψιλον Μέρους, για το τρίγωνο Α'Β'Γ' η Β'Β είναι συμμετροδιάμεσός του. Άρα,  σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα (Γεωμετρία [6] § 11-14.2), κάθε σημείο της Β'Β θα απέχει από τις Α'Β', Β'Γ' αποστάσεις ανάλογες των πλευρών αυτών. Τούτο προφανώς θα ισχύει και για το σημείο Σ σύγκλισης των διαγώνιων του δοσμένου εγγεγραμμένου σε κύκλο (ο) Ζεύγους Ανοικτής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, το οποίο ανήκει και στην ΒΒ′, οπότε για το σημείο Σ, θα είναι:
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Αν εργασθούμε όπως παραπάνω στο αρμονικό τετράπλευρο Β'Γ'Δ'Γ και ειδικότερα στο τρίγωνο Β'Γ'Δ', αποδεικνύουμε ότι για το Σ είναι και:
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Ακόμη, αν συνεχίσουμε όπως ακριβώς παραπάνω και για τα υπόλοιπα τρίγωνα Γ'Δ'Ε', Δ'Ε'Ζ',…,Λ'Μ'Ν', βρίσκουμε ότι για το Σ είναι και:
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Εξάλλου, πχ από τα όμοια τρίγωνα ΑΣΒ, Β'ΣΑ', προκύπτει ότι:
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Συνεπώς, από τις παραπάνω σχέσεις (4) – (10), εύκολα παίρνουμε τη σχέση (2), που αληθεύει για την τομή Σ. Τούτο σημαίνει ότι το ζητούμενο σημείο Σ' είναι το Σ ή Σ'≡Σ. 

Δηλαδή το ζητούμενο σημείο είναι το σημείο Σ που συντρέχουν οι διαγώνιες

του δοσμένου εγγεγραμμένου σε κύκλο (ο) Ζεύγους Ανοικτής Σημειοσειράς 2ν Σημείων της (1).
(β). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν το κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο) Ζεύγος Ανοικτής Κυρτής Ομοκυκλικής 

Σημειοσειράς 2ν Σημείων της (1), έχει συντρέχουσες διαγώνιες σε σημείο Σ και αληθεύει για το Σ η σχέση (2), τότε θα αποδείξουμε ότι το ζεύγος αυτό θα είναι αρμονικό.
Πραγματικά, αφού αληθεύει η (2), για το Σ θα είναι:
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Τούτο, σύμφωνα με το αντίστροφο του Θεωρήματος της § 11-14.2 της Γεωμετρίας [6], φανερώνει ότι το Σ ανήκει στην συμμετροδιάμεσο που αντιστοιχεί 
στην πλευρά ΑΓ του τριγώνου ΑΒΓ και άρα, σύμφωνα με το ευθύ της παραπάνω βοηθητικής Πρότασης 6 (Έψιλον Μέρους), οι ΒΒ' και ΑΓ είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο), ή ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΒ' είναι αρμονικό. 

Αν λάβουμε υπόψη μας, ότι αληθεύουν και οι υπόλοιπες διμελείς ισότητες που προκύπτουν από την (2), δηλαδή τις:


[image: image37.wmf]β

υ

β

=
[image: image38.wmf]γ

υ

γ

,   
[image: image39.wmf]γ

υ

γ

=
[image: image40.wmf]δ

υ

δ

,   
[image: image41.wmf]δ

υ

δ

=
[image: image42.wmf]ε

υ

ε

,…,
[image: image43.wmf]λ

υ

λ

=
[image: image44.wmf]μ

υ

μ

,   
[image: image45.wmf]'

α

'

υ

α

=
[image: image46.wmf]'

β

'

υ

β

,   
[image: image47.wmf]'

β

'

υ

β

=
[image: image48.wmf]'

γ

'

υ

γ

,   
[image: image49.wmf]'

γ

'

υ

γ

=
[image: image50.wmf]'

δ

'

υ

δ

,   
[image: image51.wmf]'

δ

'

υ

δ

=
[image: image52.wmf]'

ε

'

υ

ε

,…,
[image: image53.wmf]'

λ

'

υ

λ

=
[image: image54.wmf]'

μ

'

υ

μ
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και αν εργασθούμε όπως ακριβώς παραπάνω, βρίσκουμε ότι και τα υπόλοιπα τετράπλευρα της (3), ΒΓΔΓ', ΓΔΕΔ', ΔΕΖΕ', ΕΖΗΖ',….., Α'Β'Γ'Β, Β'Γ'Δ'Γ, Γ'Δ'Ε'Δ,…,  είναι αρμονικά, οπότε, σύμφωνα με τον ορισμό του Ζεύγους Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων (§ 23.2) και το δοσμένο Ζεύγος Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων της (1), είναι πραγματικά Αρμονικό. 
Παρατηρήσεις.
(α). Η Πρόταση 178 (κριτήριο), πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζεται εδώ. 
(β). Ανάλογη Πρόταση (Κριτήριο) έχουμε αποδείξει εδώ αλλά σε άλλη θέση, ότι αληθεύει και για τα Αρμονικά Εξάπλευρα, Οκτάπλευρα, Δεκάπλευρα, κτλ (Κριτήρια 112, 113, 114,  κτλ, αντίστοιχα). 

(γ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 112, 113, 114, 177.

Σχόλιο.
Μετά το παραπάνω Κριτήριο 178 του Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων , παρατηρούμε ότι:

(α). Το σημείο Lemoine σε κάθε τρίγωνο, έχει την ιδιότητα, σύμφωνα με την οποία, το σημείο αυτό απέχει από τις πλευρές του τριγώνου, αποστάσεις ανάλογες των αντιστοίχων πλευρών του (του τριγώνου).

(β). Ανάλογη ιδιότητα αληθεύει και για τα Αρμονικά τετράπλευρα, Εξάπλευρα, Οκτάπλευρα, Δεκάπλευρα,  κτλ (Κριτήρια 112-114, κτλ).

Για τον λόγο αυτό την τομή των διαγώνιων των Αρμονικών Πολυπλευρικών Γραμμών, ονομάσαμε σημείο Lemoine των Αρμονικών Πολυπλευρικών Γραμμών τούτων, οπότε εξάγουμε το παρακάτω συμπέρασμα:

Μετά τα προαναφερθέντα και σε αναλογία με αυτά, προκύπτει ότι: 

Το σημείο σύγκλισης των διαγώνιων κάθε Αρμονικού Ζεύγους Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, είναι ΣΗΜΕΙΟ LEMOINE, για το Αρμονικό ζεύγος αυτό.

Κατόπιν του παραπάνω Κριτηρίου 178, εξάγεται και ένα άλλο συμπέρασμα:    

Κάθε κυρτό Αρμονικό Ζεύγος Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, με συντρέχουσες διαγώνιες, είναι αρμονικό, αν και μόνο αν, διαθέτει ΣΗΜΕΙΟ LEMOINE, το οποίο συμπίπτει στο σημείο σύγκλισης των διαγώνιων του.

Εναλλακτικός Ορισμός Αρμονικού Ζεύγους Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων..

Συνεπώς, μετά και το παραπάνω δεύτερο συμπέρασμα, στο εξής μπορούμε να χρησιμοποιούμε και για τα Αρμονικό Ζεύγος Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, τον παρακάτω Εναλλακτικό Ορισμό:

 «Αρμονικό Ζεύγος Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων (Αρμονικής Ομοκυκλικής Γραμμής), ονομάζεται κάθε κυρτό Ζεύγος Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, αν τούτο διαθέτει ΣΗΜΕΙΟ LEMOINE.

25.11. Κατασκευή Ζεύγους Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, με εφαρμογή της Νέας μας Μεθόδου των «ΑΡΜΟΝΙΚΩΝ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΩΝ». (Ζεύγος Κυρτής Αρμονικής Ομοκυκλικής Πολυπλευρικής Γραμμής).
Πως από Κανονικό Ζεύγος Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων Προκύπτει Αρμονικό (Σημαντική Κατασκευή).
Γενικά.
Πάντοτε πιστεύαμε ότι η Αρμονική Γραμμή (Συνευθειακή και Ομοκυκλική), προκύπτει από Κανονική Ομοκυκλική Γραμμή. Αλλά όμως πως;

Τη λύση της Κατασκευής Ζεύγους Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, με βάσει Ζεύγος Κανονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, παρά τις προσπάθειές μας, δεν μπορέσαμε να επιτύχουμε μέχρι τότε που επινοήσαμε την Μέθοδο του Αρμονικού Μετασχηματισμού.

Έναν άλλο τρόπο κατασκευής Αρμονικής Ομοκυκλικής Γραμμής, έχουμε δόση με την Κατασκευή 172 (§ 25.4), όχι όμως με βάση Κανονική Ομοκυκλική Γραμμή.
Τελικά η Κατασκευή αυτή, επιτυγχάνεται εύκολα με την εφαρμογή της Νέας μας Μεθόδου των «Αρμονικών Μετασχηματισμών», (Βλέπε σχετικά στην § 21 και το Πρόβλημα Εικοσαετίας 157, § 22.6), την οποία θα εφαρμόσουμε και εδώ δεδομένου ότι η μέθοδος αυτή μπορεί εύκολα να εφαρμοστεί σε όλα τα σχετικά προβλήματα, αλλά εδώ με βάση Κανονική Ομοκυκλική Γραμμή. 

Με τη μέθοδο αυτή επιτυγχάνουμε πρώτα την κατασκευή Συνευθειακής και στη συνέχεια Ομοκυκλικής Αρμονικής Γραμμής.

Μια πρώτη γεύση της εφαρμογής αυτής πήραμε στην παράγραφο 24.4.

Η εφαρμογή της μεθόδου αυτής στην κατασκευή Συνευθειακής και Ομοκυκλικής Γραμμής είναι σύνθετη και επιτυγχάνεται με την κατάλληλη ΣΥΝΘΕΣΗ των Κατασκευών 175 και 176.

Στα Προβλήματα 152-155 έχουμε εφαρμόσει τη μέθοδο αυτή για τετράπλευρα, εξάπλευρα, οκτάπλευρα, δεκάπλευρα και τώρα παρακάτω για Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Συνευθειακής και Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων. 

[Πρόκειται για την Κατασκευή 11(135) (βελτιωμένη), την οποία έχουμε δημοσιεύσει στον ιστότοπο mathematica. gr με το συνημμένο μας 245 (σχήμα 102)]. 

Κατασκευή 179 (Σχήμα 111).

Βασιζόμενοι σε κατάλληλους προβολικούς μετασχηματισμούς και τομές από ευθεία και κύκλους, να κατασκευαστεί Ζεύγος Αρμονικής Κυρτής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, με βάσει Κανονικό αντίστοιχο ζεύγος, και αντίστροφα, με όμοιο τρόπο και με βάσει Αρμονικό Ομοκυκλικό Ζεύγος να κατασκευαστεί αντίστοιχο Κανονικό.
Λύση.

1/. Ευθύ.
α/. Ανάλυση.
Εδώ μας δίνετε το Ζεύγος Κανονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων: Α, Β, Γ, Δ, Ε,…,Ν - Α', Β', Γ', Δ', Ε',…,Ν',                                              (1).
που είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο (ο) και ζητάμε, με βάσει αυτό και με κατάλληλους προβολικούς μετασχηματισμούς να κατασκευάσουμε Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων: 

Α1, Β1, Γ1, Δ1, Ε1,…,Ν1 – Α'1, Β'1, Γ'1, Δ'1, Ε'1,…,Ν'1.                                              (2).

Αν λάβουμε υπόψη μας τις Κατασκευές 175 (§ 25.7) και 176 (§ 25.8) και τις συνθέσουμε κατάλληλα, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

β/. Κατασκευή.  

Αρχικά, εργαζόμαστε όπως ακριβώς στην Κατασκευή 175 (αντίστροφο) και αφού ορίσουμε τυχαίο σημείο Σ στον κύκλο (ο), σχηματίζουμε την κανονική δέσμη Σ(ΑΓΒΔΕ …Ν - Α'Β'Γ'Δ'Ε'…Ν'), οι ακτίνες της οποίας τέμνουν τυχαία ευθεία (ε), στα σημεία α, β, γ, δ, ε,…,ν  -  α', β', γ', δ', ε',…,ν', αντίστοιχα. 

Στη συνέχεια, εργαζόμαστε όπως ακριβώς στην Κατασκευή 176 (ευθύ) και αφού ορίσουμε τυχαίο σημείο Τ σε τυχαίο κύκλο (ο'), σχηματίζουμε τη Δέσμη Τ(αβγδε…ν  -  α'β'γ'δ'ε'…ν'), της οποίας οι ακτίνες επανατέμνουν τον κύκλο (ο'), στα σημεία Α1, Β1, Γ1, Δ1, Ε1,…,Ν1 – Α'1, Β'1, Γ'1, Δ'1, Ε'1,…,Ν'1,  αντίστοιχα. 

Λέμε ότι το Ζεύγος Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων Α1, Β1, Γ1, Δ1, Ε1,…,Ν1 – Α'1, Β'1, Γ'1, Δ'1, Ε'1,…,Ν'1, είναι το ζητούμενο Αρμονικό. 

γ/. Απόδειξη.
Αρχικά εργαζόμαστε όπως ακριβώς στην απόδειξη της Κατασκευής 175 (αντίστροφο) και αποδεικνύουμε, όπως εκεί, ότι το Ζεύγος της Κανονικής Ανοικτής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων α, β, γ, δ, ε,…,ν  -  α', β', γ', δ', ε',…, ν', είναι Αρμονικό. 

Στη συνέχεια εργαζόμαστε, όπως ακριβώς στην απόδειξη της Κατασκευής 176 (ευθύ) και αποδεικνύουμε ότι το Ζεύγος της Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων Α1, Β1, Γ1, Δ1, Ε1,…,Ν1 – Α'1, Β'1, Γ'1, Δ'1, Ε'1,…,Ν'1, είναι Αρμονικό.

2/. Αντίστροφο.
Για το αντίστροφο ακολουθούμε την αντίστροφη ακριβώς πορεία. 

α/. Ανάλυση.
Δηλαδή, εδώ μας δίνεται το Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων: Α1, Β1, Γ1, Δ1, Ε1,…, Ν1 – Α'1, Β'1, Γ'1, Δ'1, Ε'1,…,Ν'1, που είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο (ο') και ζητάμε, με βάσει αυτό και με κατάλληλους προβολικούς μετασχηματισμούς να κατασκευάσουμε Ζεύγος Κανονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων: Α, Β, Γ, Δ, Ε,…,Ν - Α', Β', Γ', Δ', Ε',…,Ν'. 

Αν λάβουμε υπόψη μας και εδώ τις Κατασκευές 176 και 175 και τις συνθέσουμε κατάλληλα,, οδηγούμαστε στην παρακάτω Κατασκευή. 

β/. Κατασκευή.  

Αρχικά, εργαζόμαστε όπως ακριβώς στην απόδειξη της Κατασκευής 176 (αντίστροφο) και αφού ορίσουμε τυχαίο σημείο Τ στον κύκλο (ο'), σχηματίζουμε τη Δέσμη Τ(Α1Β1Γ1Δ1Ε1…Ν1 – Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1…Ν'1) οι ακτίνες της οποίας τέμνουν τυχαία ευθεία (ε), στα σημεία α, β, γ, δ, ε,…,ν - α', β', γ', δ', ε',…,ν', αντίστοιχα. 

Στη συνέχεια, εργαζόμαστε όπως ακριβώς στην Κατασκευή 175 (ευθύ) και αφού ορίσουμε το ένα τουλάχιστον «Ορθοοπτικό Σημείο» Σ, (ως τομή των κύκλων με διαμέτρους πχ τα τμήματα ββ', γγ'), του Ζεύγους Αρμονικής Ανοικτής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων:  α, β, γ, δ, ε,…,ν - α', β', γ', δ', ε',…,ν', 

γράφουμε τυχαίο κύκλο (ο), που να περνά από το Σ.
Αν Α, Β, Γ, Δ, Ε,…,Ν - Α', Β', Γ', Δ', Ε',…,Ν'. είναι τα σημεία που η Δέσμη Τ(αβγδε…ν - α'β'γ'δ'ε'…ν') της οποίας οι ακτίνες επανατέμνουν τον κύκλο (ο), αντίστοιχα, λέμε ότι το Ζεύγος Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε,…,Ν - Α', Β', Γ', Δ', Ε',…,Ν'. είναι το ζητούμενο Κανονικό. 

[Αν ο κύκλος (ο) είναι δοσμένος και δεν περνά από το Σ, τότε εργαζόμαστε όπως ακριβώς στην Κατασκευή 175 (ευθύ, § 2/), αναφέρεται].

γ/. Απόδειξη.
Αρχικά εργαζόμαστε όπως ακριβώς στην απόδειξη της Κατασκευής 176 (αντίστροφο) και αποδεικνύουμε, όπως εκεί, ότι το Ζεύγος Ανοικτής Συνευθειακής Σημειοσειράς 2ν Σημείων: 

α, β, γ, δ, ε,…,ν - α', β', γ', δ', ε',…,ν', είναι Αρμονικό. 

Στη συνέχεια εργαζόμαστε όπως ακριβώς στην απόδειξη της Κατασκευής 175 (ευθύ) και αποδεικνύουμε, όπως εκεί, ότι η Δέσμη Σ(αβγδε…ν’ - α'β'γ'δ'ε'…ν'), ή Σ(ΑΒΓΔΕ…Ν - Α'Β'Γ'Δ'Ε'…Ν'), είναι Κανονική, οπότε και το Ζεύγος Αρμονικής Ανοικτής Ομοκυκλικής Σημειοσειράς 2ν Σημείων, Α, Β, Γ, Δ, Ε,…,Ν - Α', Β', Γ', Δ', Ε',…,Ν', είναι Κανονικό και άρα είναι το ζητούμενο.

Παρατηρήσεις.
(α). Το πρόβλημα 179, έτσι όπως έχει δοθεί, είναι αόριστο. Αν θέλουμε να το καταστήσουμε ορισμένο, τότε πρέπει να μας δίνονται επαρκή στοιχεία. 

(β). Το παραπάνω Πρόβλημα και η λύση του, πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζονται εδώ. 

(γ). Παρατηρούμε ότι ο παραπάνω τρόπος, εφαρμόζεται σε μεγάλο πλήθος σχετικών κατασκευών. Τούτο σημαίνει ότι αποτελεί μέθοδο, την οποία ονομάσαμε «Αρμονικό Μετασχηματισμό» (§ 21). 

Την λεπτομερή ερμηνεία της μεθόδου αυτής, προσπαθήσαμε να δώσουμε στην πράξη με την παραπάνω απόδειξη του Προβλήματος 179.

(δ). Παρατηρούμε ότι με τη μέθοδο αυτή, πρώτα μας προκύπτει Αρμονική Συνευθειακή 2ν-άδα και στη συνέχεια Ομοκυκλική. 

(ε). Η εφαρμογή της παραπάνω Μεθόδου, φαίνεται πολύ παραστατικά και ξεκάθαρα στο παραπάνω σχήμα 111.

(ζ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 35, 74, 98, 152, 153, 154, 155, 173-176.

(Στο Μέρος Δέλτα, δίνουμε και άλλα σχετικά συμπληρωματικά στοιχεία των Αρμονικών Πολύπλευρων και Αρμονικών Γραμμών, κυρίως με εφαρμογή της Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού).
ΜΕΡΟΣ ΓΑΜΜΑ
ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ ΜΕΡΟΥΣ ΑΛΦΑ 
 (Εφαρμογές Αρμονικών Ενελίξεων Κυρίως με τη Νέα Μέθοδο του Αρμονικού Μετασχηματισμού.
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ΜΕΡΟΣ ΓΑΜΜΑ
ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ ΜΕΡΟΥΣ ΑΛΦΑ 
 (Εφαρμογές Αρμονικών Ενελίξεων Κυρίως με τη Νέα Μέθοδο του Αρμονικού Μετασχηματισμού.

26. Γενικά.
Το Μέρος Γάμμα αποτελεί στην ουσία επέκταση του Μέρους Άλφα και περιέχονται κάποια πρόσθετα στοιχεία Αρμονικών Ενελίξεων, που προέκυψαν μετά και την γραφεί του Μέρους Βήτα. Τα στοιχεία αυτά θα ενταχθούν προφανώς στο Μέρος Άλφα σε μια νέα έκδοση του βιβλίου.

Κυρίως όμως περιλαμβάνει εφαρμογές Αρμονικών Ενελίξεων με την χρήση της Νέας μας Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού, την οποία έχουμε αναπτύξει στην παράγραφο 21, (προσαρμοσμένη όμως εδώ στις Αρμονικές Ενελίξεις), καθώς όταν γραφόταν το Μέρος Άλφα, δεν είχαμε επινοήσει την μέθοδο αυτή.

Σημειώνουμε ότι με τη χρήση της σημαντικής αυτής Μεθόδου των «Αρμονικών Μετασχηματισμών», επιλύονται μεθοδικά, εύκολα και σφαιρικά το πλείστον των Προβλημάτων της Αρμονικής Γεωμετρίας, ακόμη και εκείνα που μέχρι τώρα μας ήταν αδύνατη η λύση τους.

Ειδικά για την εφαρμογή της μεθόδου αυτής στις Αρμονικές Ενελίξεις, θα χρησιμοποιηθούν οι Κανόνες τους οποίους έχουμε δώσει με τα Πορίσματα 158 μέχρι 168.

Όπως θα διαπιστώσουμε παρακάτω, κατά τις εφαρμογές του Αρμονικού Μετασχηματισμού, στις Αρμονικές Ενελίξεις:

α. Οι Απλές Αρμονικές Ενελίξεις (Συνευθειακές και Ομοκυκλικές), προκύπτουν από εγγεγραμμένα σε κύκλο 2ν-πλευρα, συμμετρικά ως προς μια διαγώνιό τους, ή από εγγεγραμμένα σε κύκλο ρομβοειδή που έχουν κοινή την διαγώνιό στην οποία αυτά είναι συμμετρικά.

(β). Οι Διπλές Αρμονικές Ενελίξεις (Συνευθειακές και Ομοκυκλικές), προκύπτουν από εγγεγραμμένα σε κύκλο 2ν-πλευρα, συμμετρικά ως προς δύο κάθετες διαγώνιές τους, ή από εγγεγραμμένα σε κύκλο ορθογώνια με κοινούς τους δύο άξονες συμμετρίας τους.
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27. Εισαγωγή της Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού στις Αρμονικές Ενελίξεις.
27.1. Απλές Αρμονικές Ενελίξεις (Συνευθειακές και Ομοκυκλικές).

Όπως και αλλού αναφέραμε, οι Απλές Αρμονικές Ενελίξεις (Συνευθειακές και Ομοκυκλικές), προκύπτουν από εγγεγραμμένα σε κύκλο 2ν-πλευρα συμμετρικά ως προς μια κύρια διαγώνιό τους, ή από εγγεγραμμένα σε κύκλο ρομβοειδή τα οποία έχουν κοινή την διαγώνιό τους, εκείνη που είναι άξονας συμμετρίας τους.
27.2. Εφαρμογές Απλών Αρμονικών Ενελίξεων.

27.21. Κατασκευή Απλής Ομοκυκλικής Αρμονικής Ενέλιξης ενός Ζεύγους Συζυγών Σημείων.
(Πως από Εγγεγραμμένο Ρομβοειδές προκύπτει Απλή Αρμονική Ομοκυκλική Ενέλιξη).

Κατασκευή 180 (Σχήμα 100).

Βασιζόμενοι σε κατάλληλους προβολικούς μετασχηματισμούς και τομές από ευθεία και κύκλους, να κατασκευαστεί Απλή Ομοκυκλική Αρμονική Ενέλιξη ενός Ζεύγους Συζυγών Σημείων, με βάσει Εγγεγραμμένο Ρομβοειδές, που μας δίνεται, και αντίστροφα, με όμοιο τρόπο και με βάσει Απλή Ομοκυκλική Αρμονική Ενέλιξη ενός Ζεύγους Συζυγών Σημείων, που μας δίνεται, να κατασκευαστεί Εγγεγραμμένο Ρομβοειδές, 
.Λύση.
1/. Ευθύ.
(α). Ανάλυση.
Εδώ μας δίνετε το εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο) ρομβοειδές, ΑΒΓΔ και ζητάμε, με βάσει αυτό και με κατάλληλους προβολικούς μετασχηματισμούς να πάρουμε Απλή Ομοκυκλική Αρμονική Ενέλιξη με διπλά σημεία τα Β', Δ' και με ένα ζεύγος Α', Γ', Συζυγών Σημείων. 
Αν λάβουμε υπόψη μας το Πόρισμα 158 (§ 22.61), τα Κριτήρια 35 και 75, όπως και τις παραγράφους 3.1, 3.2, 8.11, 8.61, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή: 

(β). Κατασκευή.  

Εργαζόμαστε, όπως στο ευθύ (πρώτη περίπτωση) του Πορίσματος 158, κατασκευάζουμε πρώτα την Συμμετρική Δέσμη Σ(ΑΒΓΔ) ή Σ(αβγδ) και μετά την τομή αυτής με ευθεία (ε), οπότε προκύπτει η Συνευθειακή Αρμονική Ενέλιξη των Διπλών Σημείων β, δ και ενός Ζεύγους Συζυγών Σημείων α, γ.
Στη συνέχεια Κατασκευάζουμε την Αρμονική Δέσμη Τ(αγβδ) ή Τ(Α'Γ'Β'Δ'), ή την Απλή Ομοκυκλική στον κύκλο (ο′) Αρμονική Ενέλιξη με διπλά σημεία τα Β', Δ' και ενός Ζεύγους Συζυγών Σημείων Α', Γ', η οποία λέμε ότι είναι η ζητούμενη. 

(γ). Απόδειξη.
Σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό (§ 3.1), εύκολα βρίσκουμε ότι η δέσμη Σ(ΑΒΓΔ) ή η Σ(αβγδ) είναι συμμετρική ως προς τις ΣΒ και ΣΔ. Άρα οι τομές α, γ της δέσμης από την ευθεία (ε), θα βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία τα β, δ, ή ότι η τετράδα Σημείων α, β, γ, δ, είναι αρμονική, οπότε και η δέσμη Τ(αγβδ) ή Τ(Α'Γ'Β'Δ'), θα είναι αρμονική (Κριτήριο 35). Δηλαδή τα Α' και Γ', χωρίζουν αρμονικά τα Β', Δ', οπότε σύμφωνα με τον ορισμό της παραγράφου 8.11, τα σημεία Α', Γ', βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τα Β', Δ',
2/. Αντίστροφο.
Για το αντίστροφο ακολουθούμε την αντίθετη πορεία.

(α). Ανάλυση.
Δηλαδή, μας δίνεται σε κύκλο (ο′), η Αρμονική Ενέλιξη ενός Ζεύγους Συζυγών Σημείων Α', Γ' και Διπλών Σημείων Β', Δ' και ζητάμε να εγγράψουμε στον κύκλο (ο) ρομβοειδές ΑΒΓΔ, με άξονα συμμετρίας την ΒΔ,
Αν λάβουμε υπόψη το πόρισα 158, τα Κριτήρια 35 και 75, όπως και τις παραγράφους 8.11, 8.61, 3.2, 3.1, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή. 

Εργαζόμαστε όπως στο αντίστροφο (πρώτη περίπτωση), του πορίσματος 158, κατασκευάζουμε πρώτα τη δέσμη Τ(Α'Γ'Β'Δ') ή Τ(αγβδ) η οποία τέμνει την ευθεία (ε) στα σημεία α, β, γ, δ.

Επειδή θέλουμε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ, που θα προκύψει είναι συμμετρικό ως προς την ΒΔ, γι’ αυτό ορίζουμε το σημείο Σ στον κύκλο διαμέτρου βδ και στον 

κύκλο (ο). Δηλαδή ορίζουμε την τομή Σ των δύο κύκλων αυτών.

Στη συνέχεια κατασκευάζουμε τη δέσμη Σ(αγβδ), η οποία τέμνει τον κύκλο (ο) στα σημεία Α, Β, Γ, Δ και λέμε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ, είναι το ζητούμενο ρομβοειδές, συμμετρικό ως προς την ΒΔ.

[Στην περίπτωση που ο κύκλος διαμέτρου βδ δεν τέμνει τον κύκλο (ο), τότε χρησιμοποιούμε βοηθητικό κύκλο, ίσο με τον κύκλο (ο), που να τον τέμνει και αφού κατασκευάσουμε το ΑΒΓΔ, το μεταφέρουμε στον κύκλο (ο)].

(γ). Απόδειξη.
Πραγματικά, αφού τα σημεία Α', Β', Γ', Δ' αποτελούν Αρμονική Ενέλιξη, από την υπόθεση, με Διπλά Σημεία τα Β', Δ' και Ζεύγος Συζυγών Σημείων τα Α', Γ', το τετράπλευρο Α'Γ'Β'Δ' είναι αρμονικό, οπότε σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτηρίου 35, η δέσμη Σ(Α'Γ'Β'Δ') ή Σ(αγβδ) θα είναι αρμονική. Άρα και η τετράδα των σημείων α, γ, β, δ, θα είναι αρμονική, ή τα σημεία αυτά θα αποτελούν Αρμονικό Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία τα β', δ' και Ζεύγος Συζυγών Σημείων τα α', γ'.

Ακόμη, επειδή η τετράδα των σημείων α, γ, β, δ είναι αρμονική και η γωνία βΣδ είναι ορθή, στο τρίγωνο Σαγ η Σβ θα είναι διχοτόμος της γωνίας αΣγ.  

Άρα και η ΣΒ είναι η διχοτόμος της γωνίας ΑΣΓ, οπότε ΑΒ=ΒΓ και επειδή η γωνία ΒΣΔ είναι ορθή, η ΒΔ είναι διάμετρος του κύκλου (ο). Συνεπώς εύκολα βρίσκουμε ότι και το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι πραγματικά συμμετρικό ως προς την ΒΔ, δηλαδή είναι το ζητούμενο ρομβοειδές.

(δ). Διερεύνηση.
Στην ειδική περίπτωση που στο ρομβοειδές ΑΒΓΔ η ΑΓ είναι και αυτή διάμετρος, τότε τούτο θα είναι τετράγωνο, οπότε για το ευθύ εργαζόμαστε όπως παραπάνω στην παράγραφο 1/. Όσο για το αντίστροφο για να πάρουμε το τετράγωνο ΑΒΓΔ πρέπει να ορίσουμε την τομή Σ των κύκλων διαμέτρων βδ και αγ (Ορθοοπτικό Σημείο) (Βλέπε και Κατασκευή 152).

Παρατηρήσεις.
(α). Το πρόβλημα 180, έτσι όπως έχει δοθεί, είναι αόριστο. Αν θέλουμε να το καταστήσουμε ορισμένο, τότε πρέπει να μας δίνονται επαρκή στοιχεία. 

(β). Το παραπάνω Πρόβλημα και η λύση του, πιστεύουμε ότι είναι νέα και ότι

πρωτοεμφανίζονται εδώ. 

(γ). Παρατηρούμε ότι με τη μέθοδο αυτή, πρώτα μας προκύπτει Αρμονική Συνευθειακή Ενέλιξη και μετά η ζητούμενη Αρμονική Ενέλιξη (Με τη Νέα Μέθοδο του Αρμονικού Μετασχηματισμού δηλαδή, επιτυγχάνουμε ταυτόχρονα και την Κατασκευή Αρμονικής Συνευθειακής Ενέλιξης).

(δ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 35, 64, 74, 75, 79, 99, 135, 158.
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