ΜΕΡΟΣ ΔΕΛΤΑ
ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ ΜΕΡΟΥΣ ΒΗΤΑ
(Εφαρμογές Αρμονικών Πολυπλεύρων, Κυρίως με τη Νέα Μέθοδο του Αρμονικού Μετασχηματισμού.
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ΜΕΡΟΣ ΔΕΛΤΑ
ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ ΜΕΡΟΥΣ ΒΗΤΑ
(Εφαρμογές Αρμονικών Πολυπλεύρων, Κυρίως με τη Νέα Μέθοδο του Αρμονικού Μετασχηματισμού.

28. Γενικά.
Το Μέρος Δέλτα αποτελεί στην ουσία επέκταση του Μέρους Βήτα και περιέχει κάποια πρόσθετα στοιχεία Αρμονικών Πολυπλεύρων (Συνευθειακών και Ομοκυκλικών), που προέκυψαν μετά και την γραφή του Μέρους Γάμμα. Τα στοιχεία αυτά θα ενταχθούν προφανώς στο Μέρος Βήτα σε μια νέα έκδοση του βιβλίου. Τούτο δεν έγινε εδώ, για να μην αλλάξει η σειρά επινόησής τους, κυρίως για λόγους ιστορικούς, πράγμα που δε θα θέλαμε να συμβεί.

Κυρίως όμως, περιλαμβάνει εφαρμογές Αρμονικών Πολυπλεύρων, με την χρήση της Νέας μας Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού, την οποία έχουμε αναπτύξει στην παράγραφο 21.

Σημειώνουμε ότι με τη χρήση της σημαντικής αυτής Μεθόδου των «Αρμονικών Μετασχηματισμών», επιλύονται μεθοδικά, εύκολα και σφαιρικά το πλείστον των Προβλημάτων της Αρμονικής Γεωμετρίας, ακόμη και εκείνα που μέχρι τώρα μας ήταν αδύνατη η λύση τους.

29. Εφαρμογές Αρμονικών Πολυπλεύρων, κυρίως με τη Μέθοδο του Αρμονικού Μετασχηματισμού.
29.1. Εφαρμογή της Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού, Σημαντική Ιδιότητα Αρμονικού Δεκάπλευρου. 

Σύγκλιση Διαγώνιων Αρμονικών Δεκάπλευρων.

[Πρόκειται για την Πρόταση 11(107) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica.gr με το συνημμένο μας 216 (Σχήμα 96)] 
Πρόταση 200 (Σχήμα 120).

Οι διαγώνιες (κυρίες), των Αρμονικών Δεκάπλευρων, συντρέχουν.
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Ó÷Þìá 120.
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Σχήμα 120.


Απόδειξη. 

Έστω το Αρμονικό Δεκάπλευρο Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ'. Θα αποδείξουν ότι είναι:  Α'Ζ'∩Β'Η'∩Γ'Θ'∩Δ'Ι'∩Ε'Κ' ≡Λ.                                                                                (1).

Αφού το Δεκάπλευρο αυτό είναι Αρμονικό, σύμφωνα με την Κατασκευή 155    (§ 22.4), τούτο θα έχει προκύψει από Κανονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, με 

εφαρμογή της Νέας Μεθόδου των Αρμονικών Μετασχηματισμών  (§ 21).  

Έτσι, αν ληφθεί ως άξονας συμμετρίας του Δεκάπλευρου ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ πχ η διαγώνιός του ΒΗ και σε αυτή φέρουμε κάθετη στο σημείο Ο, τότε έχουμε και έναν δεύτερο άξονα ΜΝ (όπου Μ, Ν τα σημεία 

τομής του άξονα αυτού και του κύκλου (ο)]. 

Εύκολα προκύπτει, ότι τα τετράπλευρα ΑΓΖΘ και ΔΕΙΚ είναι ορθογώνια και έχουν κοινούς άξονες συμμετρίας τις διαμέτρους ΒΗ και ΜΝ. Τούτο, σύμφωνα με το Πόρισμα 167 (§ 22.61 Ι), σημαίνει ότι τα ορθογώνια αυτά Μετασχηματίζονται Αρμονικά στα τετράπλευρα Α'Γ'Ζ'Θ' και Δ'Ε'Ι'Κ' αντίστοιχα, των οποίων οι διαγώνιες Α'Ζ', Γ'Θ', Δ'Ι', Ε'Κ', συντρέχουν στην τομή των χορδών Β'Η' και Μ'Ν', που έχουν προκύψει από τους άξονες ΒΗ και ΜΝ αντίστοιχα, κατά τον παραπάνω Αρμονικό Μετασχηματισμό. 

Άρα βλέπουμε ότι πραγματικά αληθεύει η παραπάνω σχέση (1). 

Παρατηρήσεις. 
(α). Βλέπουμε λοιπόν ότι με την Μέθοδο των Αρμονικών Μετασχηματισμών, πετύχαμε μία αναλυτική απόδειξη της Κατασκευής 200 που μέχρι τώρα πιστεύαμε ότι τούτο είναι δύσκολο να επιτευχθεί. 

(β). Οι δύο άλλοι τρόποι απόδειξης της Κατασκευή 200, έχουν δοθεί με την Πρόταση 106 (παράγραφος 19.13). 

(γ). Τον άξονα ΒΗ επιλέξαμε τυχαία. Θα μπορούσαμε να πάρουμε οποιουδήποτε άλλη διαγώνιο του ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ. 

(δ). Με ανάλογο τρόπο εργαζόμαστε και για Αρμονικό Εξάπλευρο, Οκτάπλευρο, Δωδεκάπλευρο, κτλ. Η εργασία αυτή προτείνεται για άσκηση, των ενδιαφερόμενων φίλων της Γεωμετρίας.

(ε). Σύμφωνα με το Πόρισμα 167 και οι Κ'Ι', Α'Θ', Β'Η', Γ'Ζ', Δ'Ε', συντρέχουν στην τομή Ρ των εφαπτόμενων στα Μ', Ν', ενώ οι. Α'Γ', Κ'Δ', Ν'Μ', Ι'Ε', Θ'Ζ', συντρέχουν στην τομή Φ των εφαπτόμενων στα Β', Η'.

(στ). Η Πρόταση 200, πιστεύουμε, ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζονται εδώ.
(ζ). Μέχρι τώρα είδαμε ότι, εκτός από το Αρμονικό Δεκάπλευρο, συντρέχουσες διαγώνιες έχουν και τα Αρμονικά Εξάπλευρα και Οκτάπλευρα, που και αυτά είναι δυνατό να αποδειχθούν με ανάλογο τρόπο με τον παραπάνω αναφερόμενο.

(η). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 7(Βοηθητική, Μέρος Έψιλον), 106, 152, 155, 167.

29.2. Εφαρμογή της Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού. 

Εντυπωσιακή Ιδιότητα Αρμονικών Δεκάπλευρων. 

Σημειοσειρά Δέκα Οκτώ Τομών Ζευγών Ευθειών, Απλή Αρμονική Ενέλιξη.

[Πρόκειται για την Πρόταση 11(106) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica.gr με το συνημμένο μας 206 (Σχήματα 87 και 76)] 
Πρόταση 201 (Σχήματα 99 και 121).

Σε κάθε Απλό Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ (σχήμα 121), οι παρακάτω δεκαέξι τομές ανήκουν στην διαγώνιό του ΒΗ: 

ΑΖ
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ΓΘ≡Λ, ΔΙ
[image: image5.wmf]∩

ΕΚ≡Λ', ΔΘ
[image: image6.wmf]∩

ΖΚ≡α, ΕΘ
[image: image7.wmf]∩

ΖΙ≡β, η τομή γ των εφαπτόμενων στα Ζ και Θ, ΕΖ
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ΘΙ≡δ, ΔΖ
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ΘΚ≡ε, η τομή ζ των εφαπτόμενων στα Ε και Ι, ΑΕ
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ΓΙ≡α', ΑΔ
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ΓΚ≡β', η τομή γ' των εφαπτόμενων στα Α και  Γ, ΑΚ
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ΓΔ≡δ', ΑΙ
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ΓΕ≡ε', η τομή ζ' των εφαπτόμενων στα Δ και Κ, ΑΘ
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ΓΖ≡η', ΔΕ
[image: image15.wmf]∩

ΙΚ≡θ', 

ή με άλλη διατύπωση:

Σε κάθε Απλό Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, οι δέκα οκτώ (18) τομές και σημεία, Λ, α, β, Η, γ, δ, ε, ζ, α', β', Β, γ', δ', ε', ζ', η', Λ', θ', του σχήματος 121, είναι συνευθειακά.

Ακόμη, αν ΒΗ
[image: image16.wmf]∩

ΕΙ≡ι, ΒΗ
[image: image17.wmf]∩

ΖΘ≡κ, ΒΗ
[image: image18.wmf]∩

ΔΚ≡λ, ΒΗ
[image: image19.wmf]∩

ΑΓ≡μ, η παραπάνω Συνευθειακή Σημειοσειρά, αποτελεί Απλή Συνευθειακή Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία τα Β, Η και Ζεύγη Συζυγών Σημείων τα: 
ι, ζ - α, ε - β, δ – κ, γ – Λ, η′ -Λ′, θ′ - λ, ζ′ - α′, ε′ - β′, δ′ - μ, γ′.                            (1).
Απόδειξη (Σχήματα 99 και 121).
(α). Ανάλυση (Σχήμα 99).
Εδώ θα θυμηθούμε τη νέα μου Μέθοδο των «Αρμονικών Μετασχηματισμών» και ειδικότερα, τον τρόπο κατασκευής Αρμονικού Δεκάπλευρου από Κανονικό Δεκάπλευρο και αντίστροφα τον τρόπο κατασκευής ενός Κανονικού Δεκάπλευρου από Αρμονικό  Δεκάπλευρο, που έχω αναρτήσει εδώ, με την Κατασκευή 155 (§ 22.4) και κυρίως το αντίστροφο, σύμφωνα με το οποίο, από 
το δοσμένο Αρμονικό Δεκάπλευρο Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ', παίρνουμε Κανονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, με τη μεσολάβηση μιας Αρμονικής Συνευθειακής Δεκάδας Σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ και του Ορθοοπτικού Σημείου Σ, όπως στο σχήμα 99 φαίνεται.
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Σχήμα  121.


Συγκεκριμένα, αν εργασθούμε στο σχήμα 99 με βάση το δοσμένο Αρμονικό Δεκάπλευρο Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ' και τυχαίο σημείο Τ του περιγεγραμμένου του κύκλου (ο'), κατασκευάζουμε σε τυχαία ευθεία (ε) την Αρμονική Δεκάδα Σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ και αφού ορίσουμε το ένα «Ορθοοπτικό της Σημείο» Σ, γράφουμε τυχαίο κύκλο (ο), που να περνά από το Σ και έτσι παίρνουμε την Κανονική Δέσμη Σ(αβγδεζηθικ) των δέκα ακτινών με φ=L/5=180, της οποίας οι ακτίνες τέμνουν τον κύκλο (ο), στις κορυφές Κανονικού Δεκάπλευρου ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ.  

Μετά την κατασκευή αυτή, παρατηρούμε ότι στο τρίγωνο Σει η Ση είναι διχοτόμος της γωνίας εΣι (
[image: image21.wmf]∠

εΣη=
[image: image22.wmf]∠

ηΣι=2.180=360) και ότι η γωνία ηΣβ είναι ορθή (
[image: image23.wmf]∠

ηΣβ=5.180=900). Τούτο σημαίνει ότι οι Δέσμη Σ(βηει) είναι Αρμονική, οπότε και η Δέσμη Τ(βηει) ή Τ(Β'Η'Ε'Ι') είναι Αρμονική ή ότι το τετράπλευρο Β'Ε'Η'Ι' είναι αρμονικό και άρα Β'Η' και Ε'Ι' είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο').

Με όμοιο ακριβώς τρόπο αν εργασθούμε βρίσκουμε και ότι οι Β'Η' και Δ'Κ' είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο'), καθώς στο τρίγωνο Σδκ η Ση είναι διχοτόμος της γωνίας δΣκ (
[image: image24.wmf]∠

δΣη=
[image: image25.wmf]∠

ηΣκ=3.180=540) και η γωνία βΣη είναι ορθή (
[image: image26.wmf]∠

βΣη=5.180=900), οπότε και οι Δέσμη Σ(βηδκ) είναι Αρμονική, κοκ.

(β). Απόδειξη (Σχήμα 121).   
Με βάσει τα παραπάνω και αν μεταφερθούμε τώρα στο σχήμα 87, βλέπουμε ότι και για το Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ η ΔΚ και ΕΙ είναι συζυγείς της ΒΗ.

Εξάλλου, επειδή από τον ορισμό του Απλού Αρμονικού Δεκάπλευρου (§ 16.1 δ) και τα τετράπλευρα ΑΒΓΗ, ΖΗΘΒ είναι Αρμονικά και οι ΑΓ, ΖΘ είναι συζυγείς, με την ΒΗ. 

Συνεπώς όλες οι ΑΓ, ΔΚ, ΕΙ, ΖΘ είναι συζυγείς της ΒΗ, ως προς τον κύκλο (ο). 

Έτσι, επειδή η ΑΓ και η ΒΗ είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο), η ΒΗ θα περνά από τον πόλο γ' της ΑΓ ή ότι γ'
[image: image27.wmf]∈

ΒΗ.  

Ομοίως, επειδή και η ΘΖ και η ΒΗ είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο), η ΒΗ θα περνά από τον πόλο γ της ΖΘ ή ότι γ
[image: image28.wmf]∈

ΒΗ. 

Επίσης, επειδή και οι ΔΚ, ΕΙ είναι συζυγείς με τη ΒΗ, ως προς τον κύκλο (ο), η 
ΒΗ θα περνά από τους πόλους ζ', ζ των ΔΚ, ΕΙ, αντίστοιχα, ή ότι ζ', ζ 
[image: image29.wmf]∈

ΒΗ. 
Ακόμη, επειδή και οι ΔΚ, ΖΘ είναι συζυγείς με την ΒΗ, το ζεύγος των σημείων Β, Η θα χωρίζει αρμονικά τα ζεύγη των σημείων Δ, Κ και Ζ, Θ. Άρα, σύμφωνα με την Πρόταση 51 (§ 9.12), οι τομές ΔΘ
[image: image30.wmf]∩

ΖΚ≡α και ΔΖ
[image: image31.wmf]∩

ΘΚ≡ε, θα ανήκουν στην ΒΗ.

Ομοίως, επειδή και οι ΑΓ, ΕΙ είναι συζυγείς με την ΒΗ, το ζεύγος των σημείων Β, Η θα χωρίζει αρμονικά τα ζεύγη των σημείων Α, Γ και Ε, Ι. Άρα, σύμφωνα με την Πρόταση 51 (§ 9.12), οι τομές ΑΕ
[image: image32.wmf]∩

ΓΙ≡α' και ΓΕ
[image: image33.wmf]∩

ΑΙ≡ε', θα ανήκουν στην ΒΗ.

Επίσης, επειδή η ΕΙ και η ΖΘ είναι συζυγείς με την ΒΗ, οι τομές β και δ
[image: image34.wmf]∈

ΒΗ. 

Ομοίως, επειδή η ΑΓ και η ΔΚ είναι συζυγείς με την ΒΗ, οι τομές β' και δ'
[image: image35.wmf]∈

ΒΗ. 

Ακόμη, επειδή η ΑΓ και η ΖΘ είναι συζυγείς με την ΒΗ, οι τομές ΑΖ
[image: image36.wmf]∩

ΓΘ≡Λ και ΑΘ
[image: image37.wmf]∩

ΓΖ≡η' θα ανήκουν στην ΒΗ. 

Τέλος, επειδή και η ΔΚ και η ΕΙ είναι συζυγείς με την ΒΗ, οι τομές ΔΙ
[image: image38.wmf]∩

ΕΚ≡Λ' ΔΕ
[image: image39.wmf]∩

ΚΙ≡θ' θα ανήκουν στην ΒΗ. 

Από τα παραπάνω βλέπουμε ότι πραγματικά τα 16 σημεία γ', γ, ζ, ζ', α, ε, α', ε', β, δ, β', δ', Λ, η', Λ', θ', ανήκουν στην διαγώνιο ΒΗ.

Εξάλλου, επειδή οι διαγώνιες του Απλού Αρμονικού Δεκάπλευρου συντρέχουν (Πρόταση 106, παράγραφος 19.13), θα είναι Λ'≡Λ, επομένως θα είναι και θ'≡η', καθώς είναι (ΗΒΛθ')=1, (ΗΒΛη')=1
[image: image40.wmf]⇒

 θ'≡η'. Δηλαδή, οι τομές και τα σημεία, που είναι συνευθειακά, ενώ είναι στην πραγματικότητα 18, επειδή είναι Λ'≡Λ, θ'≡η', στην ουσία τα σημεία αυτά είναι 16.
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η παραπάνω σημειοσειρά αποτελεί Απλή Αρμονική Ενέλιξη των δύο Κλάδων με Διπλά Σημεία τα Β, Η και Ζεύγη Συζυγών Σημείων εκείνα της σχέσεως (1). 

Άρα, αν Μ είναι το μέσον του ΒΗ, τότε θα είναι και:  ΜΒ2=ΜΗ2 =Μι.Μζ =Μα.Με =Μβ.Μδ =Μκ.Μγ =ΜΛ.Μη′ =ΜΛ′.Μθ′ =Μλ.Μζ′=Μα′.Με′ =Μβ′.Μδ′ =Μμ.Μγ′.     (2).
(γ). Διερεύνηση. 
Η διαγώνιος ΒΗ, επειδή ελήφθη τυχαία, ανάλογη Πρόταση με την 201, θα αληθεύει και σε κάθε μία από τις άλλες διαγώνιες ΑΖ, ΓΘ, ΔΙ, ΕΚ, του Δεκάπλευρου 
ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ και επομένως στην ουσία θα έχουμε τις ιδιότητες ενός συμπλέγματος ενός πλήρους Αρμονικού Δεκάπλευρου, του εφαπτομενικού του πλήρους Δεκάπλευρου, του πλήρους Δεκάπλευρου των πρώτων, δεύτερων και τρίτων διαγώνιων του Αρμονικού Δεκάπλευρου (ορολογία § 5). Το σύμπλεγμα αυτό που θα προκύψει, θα είναι ανάλογο με τα σχήματα 3.2.6.(4).(β).1/ και 4.2.5.(5).(β).5/, του βιβλίου μας [1], τα οποία αναφέρονται σε Αρμονικό Εξάπλευρο και Αρμονικό Οκτάπλευρο, αντίστοιχα (επισυνάπτονται).
Παρατηρήσεις.
(α). Η παραπάνω Πρόταση και η απόδειξή της, πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζονται εδώ. 

(β). Σχετική είναι και η Κατασκευή 122.
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