ΜΕΡΟΣ ΔΕΛΤΑ
ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ ΜΕΡΟΥΣ ΒΗΤΑ
(Εφαρμογές Αρμονικών Πολυπλεύρων, Κυρίως με τη Νέα Μέθοδο του Αρμονικού Μετασχηματισμού.
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ΜΕΡΟΣ ΔΕΛΤΑ
ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ ΜΕΡΟΥΣ ΒΗΤΑ
(Εφαρμογές Αρμονικών Πολυπλεύρων, Κυρίως με τη Νέα Μέθοδο του Αρμονικού Μετασχηματισμού.

28. Γενικά.
Το Μέρος Δέλτα αποτελεί στην ουσία επέκταση του Μέρους Βήτα και περιέχει κάποια πρόσθετα στοιχεία Αρμονικών Πολυπλεύρων (Συνευθειακών και Ομοκυκλικών), που προέκυψαν μετά και την γραφή του Μέρους Γάμμα. Τα στοιχεία αυτά θα ενταχθούν προφανώς στο Μέρος Βήτα σε μια νέα έκδοση του βιβλίου. Τούτο δεν έγινε εδώ, για να μην αλλάξει η σειρά επινόησής τους, κυρίως για λόγους ιστορικούς, πράγμα που δε θα θέλαμε να συμβεί.

Κυρίως όμως, περιλαμβάνει εφαρμογές Αρμονικών Πολυπλεύρων, με την χρήση της Νέας μας Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού, την οποία έχουμε αναπτύξει στην παράγραφο 21.

Σημειώνουμε ότι με τη χρήση της σημαντικής αυτής Μεθόδου των «Αρμονικών Μετασχηματισμών», επιλύονται μεθοδικά, εύκολα και σφαιρικά το πλείστον των Προβλημάτων της Αρμονικής Γεωμετρίας, ακόμη και εκείνα που μέχρι τώρα μας ήταν αδύνατη η λύση τους.

29. Εφαρμογές Αρμονικών Πολυπλεύρων, κυρίως με τη Μέθοδο του Αρμονικού Μετασχηματισμού.
29.1. Εφαρμογή της Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού, Σημαντική Ιδιότητα Αρμονικού Δεκάπλευρου. 

Σύγκλιση Διαγώνιων Αρμονικών Δεκάπλευρων.

[Πρόκειται για την Πρόταση 11(107) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica.gr με το συνημμένο μας 216 (Σχήμα 96)] 
Πρόταση 200 (Σχήμα 120).

Οι διαγώνιες (κυρίες), των Αρμονικών Δεκάπλευρων, συντρέχουν.
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Σχήμα 120.


Απόδειξη. 

Έστω το Αρμονικό Δεκάπλευρο Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ'. Θα αποδείξουν ότι είναι:  Α'Ζ'∩Β'Η'∩Γ'Θ'∩Δ'Ι'∩Ε'Κ' ≡Λ.                                                                                (1).

Αφού το Δεκάπλευρο αυτό είναι Αρμονικό, σύμφωνα με την Κατασκευή 155    (§ 22.4), τούτο θα έχει προκύψει από Κανονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, με 

εφαρμογή της Νέας Μεθόδου των Αρμονικών Μετασχηματισμών  (§ 21).  

Έτσι, αν ληφθεί ως άξονας συμμετρίας του Δεκάπλευρου ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ πχ η διαγώνιός του ΒΗ και σε αυτή φέρουμε κάθετη στο σημείο Ο, τότε έχουμε και έναν δεύτερο άξονα ΜΝ (όπου Μ, Ν τα σημεία 

τομής του άξονα αυτού και του κύκλου (ο)]. 

Εύκολα προκύπτει, ότι τα τετράπλευρα ΑΓΖΘ και ΔΕΙΚ είναι ορθογώνια και έχουν κοινούς άξονες συμμετρίας τις διαμέτρους ΒΗ και ΜΝ. Τούτο, σύμφωνα με το Πόρισμα 167 (§ 22.61 Ι), σημαίνει ότι τα ορθογώνια αυτά Μετασχηματίζονται Αρμονικά στα τετράπλευρα Α'Γ'Ζ'Θ' και Δ'Ε'Ι'Κ' αντίστοιχα, των οποίων οι διαγώνιες Α'Ζ', Γ'Θ', Δ'Ι', Ε'Κ', συντρέχουν στην τομή των χορδών Β'Η' και Μ'Ν', που έχουν προκύψει από τους άξονες ΒΗ και ΜΝ αντίστοιχα, κατά τον παραπάνω Αρμονικό Μετασχηματισμό. 

Άρα βλέπουμε ότι πραγματικά αληθεύει η παραπάνω σχέση (1). 

Παρατηρήσεις. 
(α). Βλέπουμε λοιπόν ότι με την Μέθοδο των Αρμονικών Μετασχηματισμών, πετύχαμε μία αναλυτική απόδειξη της Κατασκευής 200 που μέχρι τώρα πιστεύαμε ότι τούτο είναι δύσκολο να επιτευχθεί. 

(β). Οι δύο άλλοι τρόποι απόδειξης της Κατασκευή 200, έχουν δοθεί με την Πρόταση 106 (παράγραφος 19.13). 

(γ). Τον άξονα ΒΗ επιλέξαμε τυχαία. Θα μπορούσαμε να πάρουμε οποιουδήποτε άλλη διαγώνιο του ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ. 

(δ). Με ανάλογο τρόπο εργαζόμαστε και για Αρμονικό Εξάπλευρο, Οκτάπλευρο, Δωδεκάπλευρο, κτλ. Η εργασία αυτή προτείνεται για άσκηση, των ενδιαφερόμενων φίλων της Γεωμετρίας.

(ε). Σύμφωνα με το Πόρισμα 167 και οι Κ'Ι', Α'Θ', Β'Η', Γ'Ζ', Δ'Ε', συντρέχουν στην τομή Ρ των εφαπτόμενων στα Μ', Ν', ενώ οι. Α'Γ', Κ'Δ', Ν'Μ', Ι'Ε', Θ'Ζ', συντρέχουν στην τομή Φ των εφαπτόμενων στα Β', Η'.

(στ). Η Πρόταση 200, πιστεύουμε, ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζονται εδώ.
(ζ). Μέχρι τώρα είδαμε ότι, εκτός από το Αρμονικό Δεκάπλευρο, συντρέχουσες διαγώνιες έχουν και τα Αρμονικά Εξάπλευρα και Οκτάπλευρα, που και αυτά είναι δυνατό να αποδειχθούν με ανάλογο τρόπο με τον παραπάνω αναφερόμενο.

(η). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 7(Βοηθητική, Μέρος Έψιλον), 106, 152, 155, 167.

29.2. Εφαρμογή της Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού. 

Εντυπωσιακή Ιδιότητα Αρμονικών Δεκάπλευρων. 

Σημειοσειρά Δέκα Οκτώ Τομών Ζευγών Ευθειών, Απλή Αρμονική Ενέλιξη.

[Πρόκειται για την Πρόταση 11(106) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica.gr με το συνημμένο μας 206 (Σχήματα 87 και 76)] 
Πρόταση 201 (Σχήματα 99 και 121).

Σε κάθε Απλό Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ (σχήμα 121), οι παρακάτω δεκαέξι τομές ανήκουν στην διαγώνιό του ΒΗ: 

ΑΖ
[image: image4.wmf]∩

ΓΘ≡Λ, ΔΙ
[image: image5.wmf]∩

ΕΚ≡Λ', ΔΘ
[image: image6.wmf]∩

ΖΚ≡α, ΕΘ
[image: image7.wmf]∩

ΖΙ≡β, η τομή γ των εφαπτόμενων στα Ζ και Θ, ΕΖ
[image: image8.wmf]∩

ΘΙ≡δ, ΔΖ
[image: image9.wmf]∩

ΘΚ≡ε, η τομή ζ των εφαπτόμενων στα Ε και Ι, ΑΕ
[image: image10.wmf]∩

ΓΙ≡α', ΑΔ
[image: image11.wmf]∩

ΓΚ≡β', η τομή γ' των εφαπτόμενων στα Α και  Γ, ΑΚ
[image: image12.wmf]∩

ΓΔ≡δ', ΑΙ
[image: image13.wmf]∩

ΓΕ≡ε', η τομή ζ' των εφαπτόμενων στα Δ και Κ, ΑΘ
[image: image14.wmf]∩

ΓΖ≡η', ΔΕ
[image: image15.wmf]∩

ΙΚ≡θ', 

ή με άλλη διατύπωση:

Σε κάθε Απλό Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, οι δέκα οκτώ (18) τομές και σημεία, Λ, α, β, Η, γ, δ, ε, ζ, α', β', Β, γ', δ', ε', ζ', η', Λ', θ', του σχήματος 121, είναι συνευθειακά.

Ακόμη, αν ΒΗ
[image: image16.wmf]∩

ΕΙ≡ι, ΒΗ
[image: image17.wmf]∩

ΖΘ≡κ, ΒΗ
[image: image18.wmf]∩

ΔΚ≡λ, ΒΗ
[image: image19.wmf]∩

ΑΓ≡μ, η παραπάνω Συνευθειακή Σημειοσειρά, αποτελεί Απλή Συνευθειακή Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία τα Β, Η και Ζεύγη Συζυγών Σημείων τα: 
ι, ζ - α, ε - β, δ – κ, γ – Λ, η′ -Λ′, θ′ - λ, ζ′ - α′, ε′ - β′, δ′ - μ, γ′.                            (1).
Απόδειξη (Σχήματα 99 και 121).
(α). Ανάλυση (Σχήμα 99).
Εδώ θα θυμηθούμε τη νέα μου Μέθοδο των «Αρμονικών Μετασχηματισμών» και ειδικότερα, τον τρόπο κατασκευής Αρμονικού Δεκάπλευρου από Κανονικό Δεκάπλευρο και αντίστροφα τον τρόπο κατασκευής ενός Κανονικού Δεκάπλευρου από Αρμονικό  Δεκάπλευρο, που έχω αναρτήσει εδώ, με την Κατασκευή 155 (§ 22.4) και κυρίως το αντίστροφο, σύμφωνα με το οποίο, από 
το δοσμένο Αρμονικό Δεκάπλευρο Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ', παίρνουμε Κανονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, με τη μεσολάβηση μιας Αρμονικής Συνευθειακής Δεκάδας Σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ και του Ορθοοπτικού Σημείου Σ, όπως στο σχήμα 99 φαίνεται.
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Συγκεκριμένα, αν εργασθούμε στο σχήμα 99 με βάση το δοσμένο Αρμονικό Δεκάπλευρο Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ' και τυχαίο σημείο Τ του περιγεγραμμένου του κύκλου (ο'), κατασκευάζουμε σε τυχαία ευθεία (ε) την Αρμονική Δεκάδα Σημείων α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι, κ και αφού ορίσουμε το ένα «Ορθοοπτικό της Σημείο» Σ, γράφουμε τυχαίο κύκλο (ο), που να περνά από το Σ και έτσι παίρνουμε την Κανονική Δέσμη Σ(αβγδεζηθικ) των δέκα ακτινών με φ=L/5=180, της οποίας οι ακτίνες τέμνουν τον κύκλο (ο), στις κορυφές Κανονικού Δεκάπλευρου ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ.  

Μετά την κατασκευή αυτή, παρατηρούμε ότι στο τρίγωνο Σει η Ση είναι διχοτόμος της γωνίας εΣι (
[image: image21.wmf]∠

εΣη=
[image: image22.wmf]∠

ηΣι=2.180=360) και ότι η γωνία ηΣβ είναι ορθή (
[image: image23.wmf]∠

ηΣβ=5.180=900). Τούτο σημαίνει ότι οι Δέσμη Σ(βηει) είναι Αρμονική, οπότε και η Δέσμη Τ(βηει) ή Τ(Β'Η'Ε'Ι') είναι Αρμονική ή ότι το τετράπλευρο Β'Ε'Η'Ι' είναι αρμονικό και άρα Β'Η' και Ε'Ι' είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο').

Με όμοιο ακριβώς τρόπο αν εργασθούμε βρίσκουμε και ότι οι Β'Η' και Δ'Κ' είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο'), καθώς στο τρίγωνο Σδκ η Ση είναι διχοτόμος της γωνίας δΣκ (
[image: image24.wmf]∠

δΣη=
[image: image25.wmf]∠

ηΣκ=3.180=540) και η γωνία βΣη είναι ορθή (
[image: image26.wmf]∠

βΣη=5.180=900), οπότε και οι Δέσμη Σ(βηδκ) είναι Αρμονική, κοκ.

(β). Απόδειξη (Σχήμα 121).   
Με βάσει τα παραπάνω και αν μεταφερθούμε τώρα στο σχήμα 87, βλέπουμε ότι και για το Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ η ΔΚ και ΕΙ είναι συζυγείς της ΒΗ.

Εξάλλου, επειδή από τον ορισμό του Απλού Αρμονικού Δεκάπλευρου (§ 16.1 δ) και τα τετράπλευρα ΑΒΓΗ, ΖΗΘΒ είναι Αρμονικά και οι ΑΓ, ΖΘ είναι συζυγείς, με την ΒΗ. 

Συνεπώς όλες οι ΑΓ, ΔΚ, ΕΙ, ΖΘ είναι συζυγείς της ΒΗ, ως προς τον κύκλο (ο). 

Έτσι, επειδή η ΑΓ και η ΒΗ είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο), η ΒΗ θα περνά από τον πόλο γ' της ΑΓ ή ότι γ'
[image: image27.wmf]∈

ΒΗ.  

Ομοίως, επειδή και η ΘΖ και η ΒΗ είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο), η ΒΗ θα περνά από τον πόλο γ της ΖΘ ή ότι γ
[image: image28.wmf]∈

ΒΗ. 

Επίσης, επειδή και οι ΔΚ, ΕΙ είναι συζυγείς με τη ΒΗ, ως προς τον κύκλο (ο), η 
ΒΗ θα περνά από τους πόλους ζ', ζ των ΔΚ, ΕΙ, αντίστοιχα, ή ότι ζ', ζ 
[image: image29.wmf]∈

ΒΗ. 
Ακόμη, επειδή και οι ΔΚ, ΖΘ είναι συζυγείς με την ΒΗ, το ζεύγος των σημείων Β, Η θα χωρίζει αρμονικά τα ζεύγη των σημείων Δ, Κ και Ζ, Θ. Άρα, σύμφωνα με την Πρόταση 51 (§ 9.12), οι τομές ΔΘ
[image: image30.wmf]∩

ΖΚ≡α και ΔΖ
[image: image31.wmf]∩

ΘΚ≡ε, θα ανήκουν στην ΒΗ.

Ομοίως, επειδή και οι ΑΓ, ΕΙ είναι συζυγείς με την ΒΗ, το ζεύγος των σημείων Β, Η θα χωρίζει αρμονικά τα ζεύγη των σημείων Α, Γ και Ε, Ι. Άρα, σύμφωνα με την Πρόταση 51 (§ 9.12), οι τομές ΑΕ
[image: image32.wmf]∩

ΓΙ≡α' και ΓΕ
[image: image33.wmf]∩

ΑΙ≡ε', θα ανήκουν στην ΒΗ.

Επίσης, επειδή η ΕΙ και η ΖΘ είναι συζυγείς με την ΒΗ, οι τομές β και δ
[image: image34.wmf]∈

ΒΗ. 

Ομοίως, επειδή η ΑΓ και η ΔΚ είναι συζυγείς με την ΒΗ, οι τομές β' και δ'
[image: image35.wmf]∈

ΒΗ. 

Ακόμη, επειδή η ΑΓ και η ΖΘ είναι συζυγείς με την ΒΗ, οι τομές ΑΖ
[image: image36.wmf]∩

ΓΘ≡Λ και ΑΘ
[image: image37.wmf]∩

ΓΖ≡η' θα ανήκουν στην ΒΗ. 

Τέλος, επειδή και η ΔΚ και η ΕΙ είναι συζυγείς με την ΒΗ, οι τομές ΔΙ
[image: image38.wmf]∩

ΕΚ≡Λ' ΔΕ
[image: image39.wmf]∩

ΚΙ≡θ' θα ανήκουν στην ΒΗ. 

Από τα παραπάνω βλέπουμε ότι πραγματικά τα 16 σημεία γ', γ, ζ, ζ', α, ε, α', ε', β, δ, β', δ', Λ, η', Λ', θ', ανήκουν στην διαγώνιο ΒΗ.

Εξάλλου, επειδή οι διαγώνιες του Απλού Αρμονικού Δεκάπλευρου συντρέχουν (Πρόταση 106, παράγραφος 19.13), θα είναι Λ'≡Λ, επομένως θα είναι και θ'≡η', καθώς είναι (ΗΒΛθ')=1, (ΗΒΛη')=1
[image: image40.wmf]⇒

 θ'≡η'. Δηλαδή, οι τομές και τα σημεία, που είναι συνευθειακά, ενώ είναι στην πραγματικότητα 18, επειδή είναι Λ'≡Λ, θ'≡η', στην ουσία τα σημεία αυτά είναι 16.
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η παραπάνω σημειοσειρά αποτελεί Απλή Αρμονική Ενέλιξη των δύο Κλάδων με Διπλά Σημεία τα Β, Η και Ζεύγη Συζυγών Σημείων εκείνα της σχέσεως (1). 

Άρα, αν Μ είναι το μέσον του ΒΗ, τότε θα είναι και:  ΜΒ2=ΜΗ2 =Μι.Μζ =Μα.Με =Μβ.Μδ =Μκ.Μγ =ΜΛ.Μη′ =ΜΛ′.Μθ′ =Μλ.Μζ′=Μα′.Με′ =Μβ′.Μδ′ =Μμ.Μγ′.     (2).
(γ). Διερεύνηση. 
Η διαγώνιος ΒΗ, επειδή ελήφθη τυχαία, ανάλογη Πρόταση με την 201, θα αληθεύει και σε κάθε μία από τις άλλες διαγώνιες ΑΖ, ΓΘ, ΔΙ, ΕΚ, του Δεκάπλευρου 
ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ και επομένως στην ουσία θα έχουμε τις ιδιότητες ενός συμπλέγματος ενός πλήρους Αρμονικού Δεκάπλευρου, του εφαπτομενικού του πλήρους Δεκάπλευρου, του πλήρους Δεκάπλευρου των πρώτων, δεύτερων και τρίτων διαγώνιων του Αρμονικού Δεκάπλευρου (ορολογία § 5). Το σύμπλεγμα αυτό που θα προκύψει, θα είναι ανάλογο με τα σχήματα 3.2.6.(4).(β).1/ και 4.2.5.(5).(β).5/, του βιβλίου μας [1], τα οποία αναφέρονται σε Αρμονικό Εξάπλευρο και Αρμονικό Οκτάπλευρο, αντίστοιχα (επισυνάπτονται).
Παρατηρήσεις.
(α). Η παραπάνω Πρόταση και η απόδειξή της, πιστεύουμε ότι είναι νέα και πρωτοεμφανίζονται εδώ. 

(β). Σχετική είναι και η Κατασκευή 122.

29.3. Μια Άλλη Διαπραγμάτευση της Πρότασης 201, Κυρίως με Απλή Εφαρμογή των Πορισμάτων 158 έως 168. 

Εντυπωσιακές Ιδιότητες Αρμονικών Δεκάπλευρων. 

[Πρόκειται για την Πρόταση 11(106)Α (Επεκτεταμένη και βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica.gr, με το συνημμένο μας 217 (Σχήματα 94)] 
Πρόταση 202 (Σχήματα 122).

Κάθε Κανονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, μετασχηματίζεται Αρμονικά, σε Αρμονικό Δεκάπλευρο Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ', το οποίο, σε σχέση με την τυχαία διαγώνιό του Β'Η' (κυρία), έχει τις ιδιότητες:
Οι Α'Γ', Κ'Δ', Ι'Ε', Θ'Ζ', συντρέχουν στην τομή Φ των εφαπτόμενων στα σημεία Β', Η'. 

Οι τομές Α'Ζ'∩Γ'Θ'≡Λ, Δ'Ι'∩Ε'Κ'≡Λ', Δ'Θ'∩Κ'Ζ'≡α, Ε'Θ'∩Ι'Ζ'≡β, Ε'Ζ'∩Ι'Θ'≡δ, Δ'Ζ'∩Κ'Θ'≡ε, Κ'Ι'∩Δ'Ε'≡θ, Α'Ε'∩Γ'Ι'≡α', Α'Δ'∩Γ'Κ'≡β', Α'Κ'∩Γ'Δ'≡δ', Α'Ι'∩Γ'Ε'≡ε', Α'Θ'∩Γ'Ζ'≡η' και οι τομές γ, ζ, γ' ζ', των εφαπτόμενων στα ζεύγη σημείων Θ'- Ζ', Ι'- Ε', Α'- Γ', Κ'- Δ', αντίστοιχα, ανήκουν στην διαγώνιο Β'Η', ενώ είναι Λ≡Λ', θ'≡ η'≡Ρ
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 Β'Η'.

Τα τετράπλευρα Α'Β'Γ'Η', Ζ'Η'Θ'Β', Β'Δ'Η'Κ', Β'Ε'Η'Ι', είναι Αρμονικά.

Ακόμη, αν Β′Η′
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Ε′Ι′≡ι, Β′Η′
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Ζ′Θ′≡κ, Β′Η′
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Δ′Κ′≡λ, Β′Η′
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Α′Γ′≡μ, η παραπάνω Συνευθειακή Σημειοσειρά της ευθείας Β′Η′, αποτελεί Απλή Συνευθειακή Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία τα Β′, Η′ και Ζεύγη Συζυγών Σημείων τα: 

               ι, ζ - α, ε - β, δ – κ, γ – Λ, η′ -Λ′, θ′ - λ, ζ′ - α′, ε′ - β′, δ′ - μ, γ′.            (1).

Επίσης, η Ομοκυκλική Σημειοσειρά Α', Β', Γ', Δ', Ε', Ζ', Η', Θ', Ι', Κ', αποτελεί Απλή Ομοκυκλική Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία επίσης τα Β′, Η′ και Ζεύγη Συζυγών Σημείων τα: 

                                Α', Γ' - Δ', Κ' - Ε', Ι' - Ζ', Θ',                                                 (2).

Αν Μ είναι το μέσον του Β′Η′, τότε θα είναι και: 

ΜΒ′2=ΜΗ′2 =Μι.Μζ =Μα.Με =Μβ.Μδ =Μκ.Μγ =ΜΛ.Μη′ =ΜΛ′.Μθ′ =Μλ.Μζ′=Μα′.Με′ 

=Μβ′.Μδ′ =Μμ.Μγ′=ΜΑ′.ΜΓ′=ΜΔ′.ΜΚ′=ΜΕ′.ΜΙ′=ΜΖ′.ΜΘ′.                                (3).

Ανάλογες ιδιότητες, με τις παραπάνω, αληθεύουν και σε κάθε άλλη διαγώνιο του Αρμονικού Δεκάπλευρου Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ',

και αντίστροφα, 
κάθε Αρμονικό Δεκάπλευρο Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ', είναι δυνατόν να μετασχηματισθεί Αρμονικά, σε Κανονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, το οποίο να έχει τις ιδιότητες:

Οι ΑΓ, ΚΔ, ΙΕ, ΘΖ, να συντρέχουν στο άπειρο (να είναι παράλληλες).

Να είναι συμμετρικό ως προς την ΒΗ.  

Οι τομές των ζευγών χορδών ΑΖ-ΓΘ, ΔΙ-ΕΚ, ΔΘ-ΚΖ, ΕΘ-ΙΖ, ΕΖ-ΙΘ, ΔΖ-ΚΘ, ΚΙ-ΔΕ, ΑΕ-ΓΙ, ΑΔ-ΓΚ, ΑΚ-ΓΔ, ΑΙ-ΓΕ, ΑΘ-ΓΖ, όπως και οι τομές των εφαπτόμενων στα ζεύγη των συμμετρικών σημείων Θ- Ζ, Ι- Ε, Α- Γ, Κ- Δ αντίστοιχα, να ανήκουν στην ΒΗ, ενώ οι χορδές ΑΖ, ΓΘ, ΔΙ, ΕΚ, ΒΗ, να συντρέχουν στο κέντρο Ο του κύκλου (ο) (διαγώνιες) και οι ΑΘ, ΒΗ, ΓΖ, ΔΕ, ΙΚ, να συντρέχουν στο άπειρο (να είναι παράλληλες).

Να αληθεύουν οι δύο παραπάνω ενελίξεις (Συνευθειαή και ομοκυκλική), όπως και η σχέση (3), κατάλληλα προσαρμοσμένες.

Τα τετράπλευρα ΑΒΓΗ, ΖΗΘΒ, ΒΔΗΚ, ΒΕΗΙ, να είναι συμμετρικά, ως προς την ΒΗ. 

Ανάλογες ιδιότητες, με τις παραπάνω, αληθεύουν και σε κάθε άλλη διαγώνιο του Κανονικού Δεκάπλευρου ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ.

Απόδειξη (Σχήμα 122). 

(α). Ευθύ.
Αφού το Δεκάπλευρο Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ' είναι Αρμονικό, σύμφωνα με την Κατασκευή 155 (ευθύ) (§ 22.4), τούτο θα έχει προκύψει από Κανονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, με εφαρρμογή της Νέας Μεθόδου των Αρμονικών Μετασχηματισμών (§ 21 και Κατασκευή 155).  

Έτσι, αν ληφθεί ως άξονας πχ η διαγώνιός ΒΗ του ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ και σε αυτή φέρουμε κάθετη στο κέντρο του Ο, τότε έχουμε και έναν δεύτερο άξονα ΜΝ [όπου Μ, Ν τα σημεία τομής του άξονα αυτού και του κύκλου (ο)]. 

Εύκολα προκύπτει, ότι τα τετράπλευρα ΑΓΖΘ και ΔΕΙΚ είναι ορθογώνια και έχουν κοινούς άξονες συμμετρίας τις διαμέτρους ΒΗ και ΜΝ. Τούτο, σύμφωνα με το Πόρισμα 167 (ευθύ) (§ 22.61 Ι), σημαίνει ότι τα ορθογώνια αυτά Μετασχηματίζονται Αρμονικά στα τετράπλευρα Α'Γ'Ζ'Θ' και Δ'Ε'Ι'Κ' των οποίων οι διαγώνιες Α'Ζ', Γ'Θ', Δ'Ι' Ε'Κ', συντρέχουν στην τομή των χορδών Β'Η' και Μ'Ν', που έχουν προκύψει από τους άξονες ΒΗ και ΜΝ αντίστοιχα, κατά τον παραπάνω Αρμονικό Μετασχηματισμό. Δηλαδή θα είναι: 
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Β'Η'∩Μ'Ν'∩Α'Ζ'∩Γ'Θ'≡Λ≡Ι'Δ'∩Ε'Κ'≡Λ' ή Λ'≡Λ≡Β'Η'∩Μ'Ν'.                                   (4).

Ακόμη, σύμφωνα με το ίδιο Πόρισμα 167 (ευθύ) (§ 22.61 Ι),

 θα είναι και:  Α'Γ'∩Κ'Δ'∩Μ'Ν'∩Ι'Ε'∩Θ'Ζ'≡Φ.                                                         (5).

Επίσης, σύμφωνα με το παραπάνω Πόρισμα 167 (ευθύ), θα είναι:

Β'Η'∩Α'Θ'∩Γ'Ζ'≡η'≡Κ'Ι'∩Δ'Ε'≡θ'≡Ρ
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Β'Η' ή θ'≡η'≡Ρ
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Β'Η'.                                  (6).

Εξάλλου, αφού το Δεκάπλευρο Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ', προέρχεται από το Κανονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, το οποίο είναι συμμετρικό ως προς την ΒΗ, σύμφωνα με το Πόρισμα 165 (ευθύ) (§ 22.61 Η), οι τομές: 

Λ≡ Β'Η'∩Μ'Ν', Ρ≡θ'≡η', α, β, γ, δ, ε, ζ, α', β', γ', δ', ε', ζ', ανήκουν πραγματικά όλες στην διαγώνιο Β'Η'.

Ομοίως, σύμφωνα με το ίδιο Πόρισμα 165 (ευθύ), τα τετράπλευρα Α'Β'Γ'Η', Ζ'Η'Θ'Β', Β'Δ'Η'Κ', Β'Ε'Η'Ι', είναι Αρμονικά.

Ανάλογες ιδιότητες, με τις παραπάνω, έχει το Αρμονικό Δεκάπλευρο Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ' και σε σχέση με κάθε άλλη διαγώνιό του, καθώς το Αρμονικό Δεκάπλευρο αυτό, προέρχεται από το Κανονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, το οποίο προφανώς είναι συμμετρικό και ως προς κάθε άλλη διαγώνιό του, αφού η ΒΗ, ελήφθη τυχαία.

Από τα παραπάνω, εύκολα διαπιστώνουμε ότι η παραπάνω σημειοσειρά της ευθείας Β'Η', αποτελεί Απλή Αρμονική Ενέλιξη των δύο Κλάδων, με Δπλά Σημεία τα Β', Η' και Ζεύγη Συζυγών Σημείων εκείνα της σχέσεως (1), (ορισμός § 2.11).
Πραγματικά, επειδή πχ η Ζ′Θ′ είναι η πολική του γ, ως προς τον κύκλο (ο′), θα είναι (γκ Β'Η')=1.Επίσης θα είναι (δβ Β'Η')=1, κοκ. 
Επίσης επειδή και οι χορδές Α'Γ', Δ'Κ', Ε'Ι', Ζ'Θ' είναι συζυγείς με την ευθεία Β'Η', η Ομοκυκλική Σημειοσειρά Α', Β', Γ', Δ', Ε', Ζ', Η', Θ', Ι', Κ', θα αποτελεί Απλή Ομοκυκλική Ενέλιξη, με Δπλά Σημεία επίσης τα Β', Η' και Ζεύγη Συζυγών Σημείων εκείνα της σχέσεως (2), (ορισμός 8.11).
Πραγματικά, θα είναι πχ (Δ'Κ'Β'Η')=1, (Α'Γ'Β'Η')=1, κοκ.
Συνεπώς, από τις δύο παραπάνω Ενελίξεις, προκύπτει ότι αληθεύει και η παραπάνω σχέση (3).
 (β). Αντίστροφο.
Αν το Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ έχει μετασχηματισθεί Αρμονικά, από το Αρμονικό Δεκάπλευρο Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ' κατά τα γνωστά [Κατασκευή 155 (αντίστροφο) (§ 22.4)], έτσι ώστε να είναι Κανονικό, τότε σε αυτό θα αληθεύουν όλα τα ζητούμενα της Πρότασης 202 (Αντίστροφα των Πορισμάτων 165 και 167). 

Αυτά άλλωστε είναι πολύ εύκολο να αποδειχθούν, αν βασισθούμε στο Θεώρημα 253 του Α τόμου του βιβλίου [28] και ληφθεί υπόψη ότι και κάθε άλλη διαγώνιος του κανονικού Δεκάπλευρου είναι άξονας συμμετρίας του. 

Επίσης επειδή το Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ είναι Κανονικό και λόγω συμμετρίας ως προς την ΒΗ, εύκολα διαπιστώνουμε ότι και εδώ προκύπτουν ανάλογες Ενελίξεις (συνευθειακή και ομοκυκλική), με αυτές στο ευθύ αναφέρονται, επομένως και γι’ αυτές, θα αληθεύει ανάλογη σχέση με την (3), κατάλληλα προσαρμοσμένη, (χωρίς τους τόνους των γραμμάτων. 

Για παράδειγμα, από την Ομοκυκλική Ενέλιξη των σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, Ι, Κ, εύκολα και άμεσα προκύπτει ότι: 

                      ΟΒ2=ΟΗ2 =R2 = ΟΑ.ΟΓ=ΟΔ.ΟΚ=ΟΙ.ΟΕ=ΟΖ.ΟΘ.                         

(γ). Διερεύνηση.
Εύκολα αποδεικνύουμε, ότι οι πέντε τομές των απέναντι πλευρών (των φορέων τους) του Αρμονικού Δεκάπλευρου (σχήμα 122) είναι συνευθειακές, καθώς αυτές ανήκουν στην πολική του Λ (σημείο σύγκλισης των κυρίων διαγώνιων του Αρμονικού Δεκάπλευρου). Δηλαδή, οι τομές Α'Β'∩Ζ'Η', Β'Γ'∩Η'Θ', Γ'Δ'∩Θ'Ι', Δ'Ε'∩Ι'Κ', Ε'Ζ'∩Κ'Α', είναι συνευθειακές (ανάλογο του Θεωρήματος Pascal).

Από τις πέντε αυτές τομές, περνούν και μερικές διαγώνιές του, κυρίες και μη, ομοιόμορφα κατανεμημένες (τρεις από κάθε τομή), έτσι ώστε να είναι πλήρως τακτοποιημένες και να αποτελούν ένα Αρμονικό Σύμπλεγμα ευθειών και Κεντρικών Δεσμών των πέντε ακτινών κάθε μια (το σχήμα αυτό μπορεί να αποτελέσει άσκηση για τους ενδιαφερομένους).

Ακόμη, οι φορείς των πρώτων (ορολογία §5) διαγώνιων του Αρμονικού Δεκάπλευρου, αποτελούν δύο Πλήρη Αρμονικά Πεντάπλευρα, ενώ οι δεύτερες και τρίτες διαγώνιες του Δεκάπλευρου αυτού, αποτελούν αντίστοιχα δύο Πλήρη Αρμονικά Αστεροειδή Δεκάπλευρα.

όλες οι πλευρές και οι πρώτες, δεύτερες, τρίτες διαγώνιες (οι φορείς τους), αποτελούν ένα  Πλήρες Αρμονικό Δεκάπλευρο και τέσσερα Πλήρη Δεκάπλευρα.

Εξάλλου, εκτός των παραπάνω αναφερόμενων πέντε συνευθειακών τομών, που ανήκουν στην πολιτική της τομής Λ, έχουμε και τομές πλευρών και διαγώνιων που τέμνονται κατά ζεύγη επάνω στις κύριες διαγώνιες [Βλέπε παραπάνω (σχήμα 122), τα οποία όμως έχουμε προσεγγίσει με άλλους τρόπους και σε πολύ μεγάλη έκταση, στο βιβλίο μας [1].

Τέτοια συμπλέγματα, Πλήρων Αρμονικών Τετράπλευρων, Εξάπλευρων, Οκτάπλευρων και όχι μόνο, αναφέρονται στο πεντάτομο βιβλίο μας [1] 1990 (επισυνάπτονται.

Εκεί, έχουμε προσεγγίσει τα θέματα αυτά από άλλο δρόμο, ενώ χρησιμοποιούμε και τα αντίστοιχα περιγεγραμμένα Πλήρη Πολύπλευρα (πολικά αντίστροφα). 

Γενικό Συμπέρασμα.
Μετά την επινόηση της Μεθόδων των Αρμονικών Μετασχηματισμών (§ 21), των Πορισμάτων από 158 μέχρι 168 και των εφαρμογών της, σε Αρμονικά Πολύπλευρα, προκύπτει το παρακάτω Γενικό Συμπέρασμα: 

Όλα τα Αρμονικά Πολύπλευρα προκύπτουν από τα αντίστοιχα Κανονικά Πολύπλευρα (με ίσο αριθμό πλευρών), με την εφαρμογή της Μεθόδου των Αρμονικών Μετασχηματισμών και αντίστροφα. 

Σε κάθε κορυφή, πλευρά, διαγώνιο, Κανονικού Πολύπλευρου αντιστοιχεί και 

μία κορφή, πλευρά, διαγώνιο, του αντίστοιχου Αρμονικού του Πολύπλευρου.  

Γενικότερα σε κάθε κορυφή δέσμης, Κανονικού Πολύπλευρου, αντιστοιχεί και μια κορυφή δέσμης, ίσου αριθμού ακτινών, του αντίστοιχου Αρμονικού Πολύπλευρου με ίσο αριθμό πλευρών και σε κάθε ευθεία Κανονικού Πολύπλευρου 

αντιστοιχεί σε μία ευθεία του αντίστοιχου Αρμονικού Πολύπλευρου. 

Ακόμη, σε κάθε διαγώνιο (κύρια) του Κανονικού Πολύπλευρου, ανήκει μία σημειοσειρά που αποτελείται από τη σύγκλιση ίσου αριθμού ζευγών πλευρών ή 

διαγώνιών του. Το ίδιο ακριβώς συμβαίνει και στο αντίστοιχο Αρμονικό Πολύπλευρο. 

Παρατηρήσεις 

(α). Η παραπάνω Πρόταση 202 είναι στην ουσία η Πρόταση 201 (παράγραφος 29.2), σε άλλη διαπραγμάτευση, επεκτεταμένη και με άλλα επί πλέον ζητούμενα, ενώ δίνουμε και το αντίστροφο της.
(β). Πρόταση αυτή, είναι σημαντική γιατί μας δίνει μια αρκετά πλήρη εικόνα κάθε Αρμονικού Δεκάπλευρου, καθώς με αυτή αποκαλύπτονται πολλές και εντυπωσιακές ιδιότητες του Αρμονικού Δεκάπλευρου τις οποίες δεν διαθέτει άλλο δεκάπλευρο. 

(γ). Τον άξονα ΒΗ επιλέξαμε τυχαία. Θα μπορούσαμε να πάρουμε οποιουδήποτε άλλη διαγώνιο (κυρία) του ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ. 

(δ). Παρατηρούμε ότι στους Αρμονικές Μετασχηματισμούς, τα πολύπλευρα (Κανονικό και αντίστοιχο Αρμονικό του), έχουν ίσο αριθμό πλευρών και γωνιών, ενώ σε κάθε σημείο του ενός πολύπλευρου αντιστοιχεί ένα σημείο του άλλου. 

Το ίδιο συμβαίνει και για τα ευθύγραμμα τμήματα, κατ’ επέκταση και για τις ευθείες.

(ε). Η παραπάνω Πρόταση και η απόδειξή της, πιστεύουμε ότι είναι νέες και πρωτοεμφανίζονται εδώ.

(ζ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 152, 155, 165,167, 201.

29.4. Πρόβλημα Γίγας (σε Μέγεθος και σε Δυσκολία). Μεγάλη Πρόκληση.
Το Μεγάλο, Πολύ Δύσκολο και Εντυπωσιακό Πρόβλημα.

Κατασκευή Ειδικού Κυρτού Εγγεγραμμένου σε Κύκλο Δεκάπλευρου, με Πολλές και Εντυπωσιακές Ιδιότητες. 

Πρόταση 203 (Σχήματα 123-126).

Σε δοσμένο σε κύκλο (ο), να εγγραφεί ειδικό κυρτό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ (όχι κανονικό), το οποίο να έχει τις παρακάτω κυριότερες ιδιότητες:

(α). Οι κυρίες διαγώνιές του (ορολογία § 4), να συντρέχουν σε σημείο Λ. Δηλαδή να είναι:                     ΑΖ∩ΒΗ∩ΓΘ∩ΔΙ∩ΕΚ≡Λ.                                     (1).

(β). Επίσης, να είναι:                 
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(γ). Αν α, β, γ, …..κ, είναι οι αποστάσεις του Λ από τις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ,…, ΚΑ αντίστοιχα, να είναι: 
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(δ). Επίσης, να είναι:                   
[image: image64.wmf]β

α

.
[image: image65.wmf]δ

γ

.
[image: image66.wmf]ζ

ε

.
[image: image67.wmf]η

θ

.
[image: image68.wmf]κ

ι

=1.                                           (4).

(ε). Οι πέντε τομές των απέναντι πλευρών του, να είναι συνευθειακές. Δηλαδή οι τομές ΓΔ∩ΘΙ≡Π, ΔΕ∩ΙΚ≡Ρ, ΕΖ∩ΚΑ≡Σ, ΖΗ∩ΑΒ ≡Τ, ΗΘ∩ΒΓ≡Υ,                    (5).

να ανήκουν σε ευθεία (ε), ενώ ανά μία κυρία διαγώνιός του, να περνά από μία τομή από τις τομές αυτές. Δηλαδή να είναι: 

                                         Π
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ΕΚ.                          (6).

(στ). Κάθε μία από τις πέντε τομές των δεύτερων απέναντι διαγώνιών του (ορολογία § 5), να συμπίπτει σε μία από τις παραπάνω συνευθειακές τομές. Δηλαδή να είναι : ΒΕ∩ΗΚ≡Π, ΓΖ∩ΑΘ≡Ρ, ΔΗ∩ΒΙ≡Σ, ΕΘ∩ΓΚ≡Τ, ΖΙ∩ΔΑ≡Υ.         (7).

(ζ). Οι δέκα τομές ΚΓ∩ΒΙ≡α′, ΑΔ∩ΓΚ≡β′, ΒΕ∩ΔΑ≡γ′,…,ΙΒ∩ΑΘ≡κ′,                  (8)

 των δεύτερων διαγώνιων του, να ανήκουν στις κυρίες διαγώνιές του: ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ,…,ΚΕ, αντίστοιχα (από δύο τομές σε κάθε μία διαγώνιο). 

(η). Οι δέκα τομές ΚΔ∩ΒΘ≡α′′, ΑΕ∩ΓΙ≡β′′, ΒΖ∩ΔΚ≡γ′′,…,ΙΓ∩ΑΗ≡κ′′,             (9).

των τρίτων διαγώνιών του, να ανήκουν στις κυρίες διαγώνιές του: ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ,…,ΚΕ, αντίστοιχα (από δύο τομές σε κάθε μία διαγώνιο).

(θ). Οι δέκα τομές ΙΚ∩ΒΓ≡α, ΚΑ∩ΓΔ≡β, ΑΒ∩ΔΕ≡γ,…,ΘΙ∩ΑΒ≡κ,                  (10).

των μία παρά δύο πλευρών του, να ανήκουν στις κυρίες διαγώνιές του: ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ,…, ΚΕ, αντίστοιχα (από δύο τομές σε κάθε μία διαγώνιο).
(ι). Οι δέκα τομές ΘΚ∩ΒΔ≡α1, ΙΑ∩ΓΕ≡β1, ΚΒ∩ΔΖ≡γ1,…,ΗΙ∩ΑΓ≡κ1,               (11).

των πρώτων διαγώνιών του, να ανήκουν στις κυρίες διαγώνιές του: ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ,…,ΚΕ, αντίστοιχα (από δύο τομές σε κάθε μία διαγώνιο).

(ια). Αν οι εφαπτόμενες στον κύκλο (ο), στα ζεύγη των απέναντι κορυφών του Δ και Ι, Ε και Κ, Ζ και Α, Η και Β, Θ και Γ, τέμνονται σε σημεία Π′, Ρ′, Σ′, Τ′, Υ′, αντίστοιχα, τότε οι τομές αυτές να ανήκουν στην παραπάνω ευθεία (ε).

(ιβ). Αν οι εφαπτόμενες στον κύκλο (ο), στα ζεύγη των κορυφών του Κ και Β, Α και Γ, Β και Δ,….,Ι και Α, τέμνονται στα σημεία Α′, Β′, Γ′,…, Κ′, αντίστοιχα, τότε οι τομές αυτές να ανήκουν στις κυρίες διαγώνιές του ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ, ….,ΚΕ, αντίστοιχα (από δύο τομές σε κάθε μία διαγώνιο).

(ιγ). Αν οι εφαπτόμενες στον κύκλο (ο), στα ζεύγη των σημείων Γ και Ι, Δ και Κ, Ε και Α,….,Θ και Β, τέμνονται στα σημεία Α1, Β1, Γ1,…, Κ1, αντίστοιχα, τότε οι τομές αυτές να ανήκουν στις κυρίες διαγώνιές του ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ, ….,ΚΕ, αντίστοιχα (από δύο τομές σε κάθε μία διαγώνιο).

(ιδ). Κάθε μία από τις πέντε τομές των απέναντι πρώτων διαγώνιών του, να συμπίπτει σε μία από τις παραπάνω συνευθειακές τομές Π′, Ρ′, Σ′, Τ′, Υ′. Δηλαδή να είναι :   ΓΕ∩ΚΘ≡Π′, ΔΖ∩ΙΑ≡Ρ′, ΕΗ∩ΒΚ≡Σ′, ΖΘ∩ΓΑ≡Τ′, ΒΔ∩ΗΙ≡Υ′.       (12).

(ιε). Κάθε μία από τις πέντε τομές των τρίτων απέναντι διαγώνιών του, να συμπίπτει σε μία από τις παραπάνω συνευθειακές τομές Π′, Ρ′, Σ′, Τ′, Υ′. Δηλαδή να είναι :   ΒΖ∩ΗΑ≡Π′, ΓΗ∩ΒΘ≡Ρ′, ΔΘ∩ΓΙ≡Σ′, ΕΙ∩ΔΚ≡Τ′, ΖΚ∩ΑΕ≡Υ′.            (13).

(ιστ). Οι δέκα οκτώ τομές που βρίσκονται σε κάθε κυρία διαγώνιό του, να αποτελούν Απλή Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία τα ζεύγη των κορυφών του δεκάπλευρου που βρίσκονται στην ίδια διαγώνιό του.  

Επίσης, ανά οκτώ κορυφές του δεκάπλευρου, κάθε φορά, να αποτελούν Απλή Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τις υπόλοιπες δύο απέναντι κορυφές του.

Για παράδειγμα, στη διαγώνιο ΑΖ, όπως παραπάνω είδαμε, υπάρχουν οι τομές Π, Α1, α1, α, Α′, λ≡ΒΚ∩ΑΖ, α′, α′′, ν≡ΓΙ∩ΑΖ, Λ, π≡ΔΘ∩ΑΖ, ζ′′, ζ′, μ≡ΕΗ∩ΑΖ, Ζ′, ζ, ζ1, Ζ1, οι οποίες να αποτελούν Απλή Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία το ζεύγος των κορυφών του Α και Ζ. Επίσης, οι κορυφές Β, Γ, Δ, Ε, Η, Θ, Ι, Κ, αποτελούν Απλή Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία επίσης το ζεύγος των κορυφών του Α και Ζ.

Δηλαδή, αν Μ είναι το μέσον του ΑΖ, να είναι:

 ΜΑ2= ΜΖ2= Μλ.ΜΑ′= Μα′.Μα.= Μα′′.Μα1= Μν.ΜΑ1= ΜΛ.ΜΠ= Μπ.ΜΖ1= Μζ′′.Μζ1= Μζ′.Μζ= Μμ.ΜΖ′= ΜΒ.ΜΚ= ΜΓ.ΜΙ= ΜΔ.ΜΘ= ΜΕ.ΜΗ.                                     (14).

(ιζ). Οι δέκα τομές Π, Π′, Ρ, Ρ′, Σ, Σ′, Τ, Τ′, Υ, Υ′, που ανήκουν στην ευθεία (ε), 

να αποτελούν Συνευθειακή Αρμονική Δεκάδα Σημείων.
(Οι ιδιότητές του είναι ατέλειωτες. Μας αρκούν όμως οι παραπάνω).
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Λύση (Σχήματα 123-125).

(Υπογραμμίζουμε ότι τα σχήματα 123-125, κανονικά θα έπρεπε να ήταν ένα ενιαίο σχήμα. Τότε όμως θα έπρεπε το χαρτί σχεδιάσεως να ήταν τεράστιο. Για τον λόγο αυτό το διασπάσαμε σε τρία μέρη. Έτσι ο αναγνώστης θα πρέπει να ανατρέχει κάθε φορά στο σχήμα στο οποίο υπάρχουν τα γεωμετρικά στοιχεία που τον ενδιαφέρουν).
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(α). Ανάλυση. 
Έστω ότι το ζητούμενο Δεκάπλευρο Κατασκευάσθηκε και είναι το ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ (Σχήμα 123). 

Άρα οι κυρίες διαγώνιές του θα συντρέχουν σε σημείο Λ [σχέση (1)], το οποίο, σύμφωνα με τα δοσμένα του Προβλήματος, θα αληθεύει και η σχέση (3). 

Τούτο, σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτηρίου 114 (§ 19.23), σημαίνει ότι το Δεκάπλευρο αυτό θα είναι Αρμονικό, του οποίου η Κατασκευή γίνεται εύκολα με εφαρμογή της νέας μας Μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού [Τούτο είναι δυνατό να βασισθεί και στο αντίστροφο του Κριτηρίου 98 (§ 19. 3)].

(β). Κατασκευή. 
Για την Κατασκευή του Αρμονικού Δεκάπλευρου, εργαζόμαστε όπως ακριβώς στη Κατασκευή 155 (§ 22.4) (ευθύ).

Έτσι, αν το Δεκάπλευρο που θα προκύψει είναι το ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, τότε λέμε ότι αυτό είναι το ζητούμενο. 

(γ). Απόδειξη. 
Για να είναι το ζητούμενο το κατασκευασμένο, όπως παραπάνω, Αρμονικό Δεκάπλευρο, πρέπει να αποδείξουμε ότι γι’ αυτό αληθεύουν όλες ιδιότητες που αναφέρονται στην παραπάνω Κατασκευή 203, παράγραφοι (α) έως (ιζ).

Πραγματικά, αφού το Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ, είναι Αρμονικό:

(α). Σύμφωνα με την Πρόταση 106 (§ 19.13), θα αληθεύει η σχέση (1).

(β). Σύμφωνα με την Πρόταση 121 (§ 19.34), θα αληθεύει η σχέση (2).

(γ). Σύμφωνα με την Κριτήριο 114 (§ 19.23) (ευθύ), θα αληθεύει η σχέση (3).

(δ). Σύμφωνα με την Πρόταση 125 (§ 19.39), θα αληθεύει και η σχέση (4).

(ε). Εύκολα διαπιστώνουμε ότι τα σημεία Π, Ρ, Σ, Τ, Υ είναι συζυγή με το σημείο Λ, ως προς τον κύκλο (ο), οπότε σύμφωνα με τα γνωστά, θα ανήκουν στην πολική (ε) του σημείου Λ.

Εξάλλου, σύμφωνα με την Πρόταση 201 (§ 29.2) ή την Πρόταση 202 (§ 29.3), θα αληθεύει και η σχέση (6).

(στ). Επίσης σύμφωνα με την Πρόταση 201 (§ 29.2) ή την Πρόταση 202 (§ 29.3), θα αληθεύει και η σχέση (7).

(ζ). Σύμφωνα με την Πρόταση 201 (§ 29.2) ή την Πρόταση 202 (§ 29.3), θα αληθεύει και όλες οι  σχέσεις  (8) μέχρι (11).
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(η). Εύκολα διαπιστώνουμε ότι τα σημεία Π′, Ρ′, Σ′, Τ′, Υ′, είναι συζυγή με το σημείο Λ, ως προς τον κύκλο (ο), οπότε σύμφωνα με τα γνωστά, θα ανήκουν στην πολική (ε) του σημείου Λ.

Έτσι και τα δέκα σημεία Π, Ρ, Σ, Τ, Υ, Π′, Ρ′, Σ′, Τ′, Υ′, ανήκουν στην ευθεία (ε).

(θ). Σύμφωνα με την Πρόταση 201 (§ 29.2) ή την Πρόταση 202 (§ 29.3), θα αληθεύουν όλα τα ζητούμενα της παραγράφου (ιβ).

(ι) Σύμφωνα με την Πρόταση 201 (§ 29.2) ή την Πρόταση 202 (§ 29.3), θα αληθεύουν όλα τα ζητούμενα της παραγράφου (ιγ).

(ια). Επειδή πχ η ΓΕ είναι πολική του Δ′ και η ΚΘ είναι η πολική του Ι′, η Δ′Ι′ θα είναι πολική της τομής των ΓΕ και ΚΘ. Έτσι, επειδή οι Δ′Ι′ και ΔΙ συμπίπτουν, θα συμπίπτουν και οι πόλοι τους. Δηλαδή η τομή των ΓΕ και ΚΘ θα συμπίπτει με το Π′. Όμοια βρίσκουμε ότι αληθεύουν και τα υπόλοιπα ζητούμενα της (12).

(ιβ). Επειδή πχ η ΒΖ είναι πολική του Δ1 και η ΑΗ είναι η πολική του Ι1, η Δ1Ι1 θα είναι πολική της τομής των ΒΖ και ΑΗ. Έτσι, επειδή οι Δ1Ι1 και ΔΙ συμπίπτουν, θα συμπίπτουν και οι πόλοι τους. Δηλαδή η τομή των ΒΖ και ΑΗ θα συμπίπτει με το Π′. Όμοια βρίσκουμε ότι αληθεύουν και τα υπόλοιπα ζητούμενα της (13).

(ιγ). Σύμφωνα με την Πρόταση 201 (§ 29.2) ή την Πρόταση 202 (§ 29.3), θα αληθεύουν όλα τα ζητούμενα της παραγράφου (ιστ).

(ιδ). Παρατηρούμε ότι πχ η κεντρική δέσμη Θ(ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ) των δέκα ακτινών (συμπεριλαμβάνεται και η εφαπτόμενη στο Θ), θα είναι αρμονική, καθώς αυτή είναι εγγεγραμμένη στον κύκλο (ο) και το Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ είναι Αρμονικό από την κατασκευή του (Κριτήριο 98, § 19.3). Τούτο σημαίνει η δέσμη αυτή τεμνόμενη από την ευθεία (ε) στα δέκα σημεία  Π, Π′, Ρ, Ρ′, Σ, Σ′, Τ, Τ′, Υ, Υ′, τα σημεία αυτά θα αποτελούν πραγματικά Αρμονική Δεκάδα.  

(δ). Περιγραφή –Ερμηνεία των Σχημάτων 123-126. 
Τα σχήματα 123-125, αποτελούν ένα ενιαίο σχήμα, καθώς το καθένα συμπληρώνει τα άλλα δύο ή είναι μέρος των άλλων δύο. Έγιναν όμως τρία σχήματα, για να γίνει αποσυμφόρηση των ευθειών και σημείων του και γιατί άλλως θα έπρεπε να χρησιμοποιήσουμε χαρτί μεγάλου μεγέθους.

Σχήμα 123.

Στο σχήμα αυτό περιλαμβάνονται τομές των διαγώνιων του Αρμονικού Δεκάπλευρου οι οποίες βρίσκονται μέσα στον κύκλο (ο).

Έτσι, παρατηρούμε ότι με τις τομές αυτές σχηματίζονται τα δύο δεκάπλευρα α′β′…κ′ και α′′β′′…κ′′, από τα οποία το πρώτο σχηματίζεται από τομές των δεύτερων διαγώνιών του Αρμονικού Δεκάπλευρου και το δεύτερο από τομές των τρίτων διαγώνιών του.

Σχήμα 124.

Στο σχήμα αυτό περιλαμβάνονται τομές των πλευρών και διαγώνιων του Αρμονικού Δεκάπλευρου και του εφαπτομενικού του, οι οποίες βρίσκονται έξω από τον κύκλο (ο), αλλά σχετικά κοντά σε αυτόν.

Έτσι, παρατηρούμε ότι με τις τομές αυτές σχηματίζονται τα δεκάπλευρα:

1/ Από τις τομές των πλευρών και πρώτων διαγώνιων σχηματίζονται τα δεκάπλευρα αβ…κ και α1β1...κ1, αντίστοιχα. 

2/. Από τις τομές των πλευρών του εφαπτομενικού (πολικά αντίστροφου) του Αρμονικού Δεκάπλευρου, σχηματίζονται τα δεκάπλευρα Α′Β′…Κ′ και Α1Β1...Κ1.

Σχήμα 125.

Στο σχήμα αυτό περιλαμβάνονται τομές των πλευρών και διαγώνιων του Αρμονικού Δεκάπλευρου και του αντίστοιχού του εφαπτομενικού, που βρίσκονται έξω από τον κύκλο (ο) και μάλιστα είναι απομεμακρισμένα από τον κύκλο (ο).
Στο σχήμα αυτό παρατηρούμε ότι σχηματίζονται δέκα κεντρικές δέσμες των οποίων τα κέντρα Π, Π′, Ρ, Ρ′, Σ, Σ′, Τ, Τ′, Υ, Υ′, είναι συνευθειακά και αποτελούν Αρμονική Δεκάδα. Από αυτές:

1/. Οι πέντε κέντρων Π, Ρ, Σ, Τ, Υ, σχηματίζονται από τις απέναντι πλευρές, τις κυρίες διαγώνιες και τις απέναντι δεύτερες διαγώνιες του Αρμονικού Δεκάπλευρου.

2/. Οι πέντε κέντρων Π′, Ρ′, Σ′, Τ′, Υ′,  σχηματίζονται από τις απέναντι πλευρές, του εφαπτομενικού δεκάπλευρου του Αρμονικού Δεκάπλευρου, από τις απέναντι πρώτες και τρίτες διαγώνιες του Αρμονικού Δεκάπλευρου.

Είναι φανερό ότι, τα τρία παραπάνω σχήματα αποτελούν ένα Ενιαίο Αρμονικό Σύνολο, που έχει ανάλογα χαρακτηριστικά, με το Κανονικό Δεκάπλευρο, το οποίο είναι και Αρμονικό και από το οποίο άλλωστε προέρχεται, μετά από Αρμονικό Μετασχηματισμό.
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Σχήμα 126.

Το σχήμα αυτό είναι ανεξάρτητο από τα σχήματα 123-125 και έχει σκοπό να παρουσιάσει τη μορφή ενός ολοκληρομένου Πλήρους Αρμονικού Δεκάπλευρου ΑΒΓ…Κ αβγ…κ Α′Β′Γ′…Κ′ Α1Β1Γ1…Κ1 ΠΡΣΤΥ, το οποίο αποτελείται προφανώς από το αρχικό Απλό Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓ…Κ, το Πρωτογενές Δεκάπλευρο αβγ…κ, το Δευτερογενές Δεκάπλευρο Α′Β′Γ′…Κ′, το Τριτογενές Δεκάπλευρο Α1Β1Γ1…Κ1  και την τεταρτογενή συνευθειακή Πεντάδα Σημείων Π, Ρ, Σ, Τ, Υ, η οποία αποτελεί Αρμονικό Πεντάπλετρο, εκφυλισμένο σε ευθεία.

Παρατηρήσεις.
(α). Το πρόβλημα 203, έτσι όπως έχει δοθεί, είναι αόριστο. Αν θέλουμε να το καταστήσουμε ορισμένο, τότε πρέπει να μας δίνονται επαρκή στοιχεία. 

(β). Το παραπάνω Πρόβλημα και η λύση του, πιστεύουμε ότι είναι νέα και ότι

πρωτοεμφανίζονται εδώ. 

(γ). Το Κανονικό Δεκάπλετρο, όπως και όλα τα Κανονικά Πολύπλευρα είναι και Αρμονικά (Πρόταση 151, § 19.66), αλλά αποτελεί ειδική περίπτωση του αρμονικού. Επομένως το κανονικό έχει και αυτό, όλες τις ιδιότητες του αρμονικού, αλλά σε ειδική Κανονική μορφή.

(δ). Ανάλογες Κατασκευές με την 203, είναι δυνατό να γίνουν και για όλα τα άλλα Αρμονικά Πολύπλευρα.

(ε). ‘Όπως θα διαπιστώσουμε, το Πρόβλημα 203 είναι γιγαντιαίο, καθώς η διατύπωσή του είναι μακροσκελής και προπαντός επειδή το ειδικό δεκάπλευρο αυτό έχει πληθώρα ιδιοτήτων και επειδή για τη λύση του απαιτείται να βασισθούμε σε πολλές Προτάσεις και Κατασκευές, που καλύπτουν σχεδόν όλη την ύλη του βιβλίου αυτού. Αποτελεί δηλαδή μια εφαρμογή σχεδόν εφ’ όλης της ύλης.
Πιστεύουμε δε ότι δεν υπάρχει άλλος τρόπος λύσης του και για τούτο αποτελεί μεγάλη πρόκληση για τους φίλους της Γεωμετρίας.
(στ). Αν θεωρήσουμε, σε ένα ενιαίο σχήμα, τα Πλήρη Δεκάπλευρα που σχηματίζονται από τις πλευρές Απλού Αρμονικού Δεκάπλευρου (όπως στο σχήμα 126), από το Εφαπτομενικό Πλήρες Δεκάπλερο και τα τρία Πλήρη Δεκάπλευρα που το καθένα σχηματίζεται από τις πρώτες, δεύτερες και τρίτες 
διαγώνιες του Αρμονικού Δεκάπλευρου, τότε θα προκύψει ένα σύμπλεγμα το οποίο διαθέτει πολλές ιδιότητες. Τέτοια συμπλέγματα έχουμε αναφέρει στο βιβλίο μας [1], για Αρμονικά Τετράπλευρα [Σχήματα 2.2.2.(1).(α).3/ και 4/ σελίδες 696 και 697], Εξάπλευρα [Σχήμα 3.2.6.(4).(β).1/, σελίδα 1285] και Οκτάπλευρα [Σχήμα 4.2.5.(5).(β).3/ σελίδες 1746], στα οποία όμως φθάσαμε από άλλο δρόμο.
(ζ). Μερικές ακόμη ιδιότητες του δεκάπλευρου της Κατασκευής 203, είναι και οι ακόλουθες:

Του εφαπτομενικού δεκάπλευρού  του, οι κυρίες διαγώνιες συντρέχουν στο Λ (Τούτο αποτελεί επέκταση Θεωρήματος του Νεύτωνα). 
Σε κάθε κυρία διαγώνιο του εφαπτομενικού του, ανήκουν πολλές τομές των πλευρών και διαγώνιων του Αρμονικού Δεκάπλευρου, όπως και του εφαπτομενικού.

Η κάθε μία από τις κυρίες διαγώνιες του εφαπτομενικού, περνά από μία από τις τομές Π′, Ρ′, Σ, Τ′,Υ′.
(η). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 98, 106, 114, 121, 125, 155, 201, 202.

29.5. Αξιόλογη Ιδιότητα Αρμονικών Τετράδων. 

Επέκταση της Πρότασης 11, του Κριτηρίου 68 και της Κατασκευής 32α. 

Πρόταση 204 (Σχήμα 53).

Σε ευθεία (ε) δίνεται η οκτάδα των σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, για την οποία η τετράδα σημείων Α, Γ, Ε, Η είναι αρμονική και για την οποία τετράδα, τα δύο ζεύγη σημείων Α, Γ και Ε, Η, βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τα Β, Ζ, ενώ τα δύο ζεύγη σημείων Α, Η και Γ, Ε βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τα Δ, Θ [Δηλαδή τα Α, Γ, Ε, Η. βρίσκονται σε Διπλή Αρμονική Ενέλιξη (ορισμός § 2.24)].
Να αποδειχθεί ότι η οκτάδα σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, είναι αρμονική.

Απόδειξη. 
1ος.Τρόπος (Με βάση την Κατασκευή 32 α). 
Σύμφωνα με την Κατασκευή 32α (§ 7.22), θα υπάρχει σημείο Ρ από το οποίο τα τμήματα ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, φαίνονται με γωνίες ίσες και με μέτρο L/4 ή φ=22.50. Τούτο σημαίνει ότι η δέσμη Ρ(ΑΒΓΔΕΖΗΘ) θα είναι Κλειστή Κανονική του ¼ της ορθής (§ 12.5), καθώς είναι και 
[image: image78.wmf]∠

ΑΡΘ′=22,50, οπότε και η οκτάδα σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, θα είναι αρμονική (§ 12.6 και συμπέρασμα της § 15.6),

2ος.Τρόπος (Με βάση το Κριτήριο 68). 
Από τα δοσμένα της Πρότασης 204, προκύπτει ότι οι παρακάτω τέσσερις «μία παρά μία» τετράδες σημείων της (1), είναι αρμονικές:

             Α, Β, Γ, Ζ - Γ, Δ, Ε, Θ - Ε, Ζ, Η, Β - Η, Θ, Α, Δ.                                        (1).

Επίσης, από την υπόθεση αρμονική είναι και η τετράδα σημείων Α, Γ, Ε, Η, οπότε, σύμφωνα με το Κριτήριο 68 (§ 15.9) περίπτωση 2, η οκτάδα σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, θα είναι πραγματικά αρμονική. 

Συμπέρασμα. 
Για την Πρόταση 204 και αν λάβουμε υπόψη μας το Κριτήριο 68, αλλά και τις Κατασκευές 11 και 32α, προκύπτει το παρακάτω συμπέρασμα:
Αν, για την Πρόταση 204, η τετράδα σημείων Α, Γ, Ε, Η, δεν είναι αρμονική και η οκτάδα Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, δεν θα είναι αρμονική, ενώ αν η τετράδα σημείων Α, Γ, Ε, Η, είναι αρμονική και η οκτάδα Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, θα είναι αρμονική.

Παρατηρήσεις.
(α). Η παραπάνω Πρόταση και η λύση της, πιστεύουμε ότι είναι νέα και ότι

πρωτοεμφανίζονται εδώ. 

(β). Σε ανάλογο αποτέλεσμα φθάνουμε και αν δίνεται ότι αρμονική είναι η τετράδα σημείων Β, Δ, Ζ, Θ, και τα ζεύγη των σημείων Β, Δ και Ζ, Θ, βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τα Γ, Η και τα ζεύγη των σημείων Β, Θ και , Δ, Ζ, βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τα Α, Ε

(γ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 11, 32α, 68.

29.6. Αξιόλογη Ιδιότητα Αρμονικών Τετράπλευρων. 

Επέκταση της Πρότασης 204, από ευθεία και σε κύκλο.   
Πρόταση 205 (Σχήμα 96).

Σε κύκλο (ο), δίνεται το εγγεγραμμένο του κυρτό οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ το οποίο έχει συντρέχουσες διαγώνιες και για το οποίο το τετράπλευρο ΑΓΕΗ είναι αρμονικό, τα δύο ζεύγη σημείων Α, Γ και Ε, Η, βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τα Β, Ζ, ενώ τα δύο ζεύγη σημείων Α, Η και Γ, Ε βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τα Δ, Θ [Δηλαδή τα σημεία Α, Γ, Ε, Η. βρίσκονται σε Διπλή Αρμονική Ενέλιξη (ορισμός § 8.22)].
Να αποδειχθεί ότι το οκτάπλυρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ, είναι αρμονικό.

Απόδειξη. 
(α). Ανάλυση. 
Αν λάβουμε υπόψη μας την Κατασκευή 149 (§ 29.5), φθάνουμε εύκολα στην παρακάτω απόδειξη.

(β). Απόδειξη. 
Στο σχήμα 96, έχουν κατασκευασθεί, με την Κατασκευή 149 [§ (β)]: 

Το τυχαίο Απλό Αρμονικό Τετράπλευρο ΑΓΕΗ. Τα δύο ζεύγη σημείων Δ, Θ και Β, Ζ με τα οποία χωρίζονται αρμονικά τα ζεύγη σημείων Α, Η - Γ, Ε, και Α, Γ – Ε, Η, αντίστοιχα και τα οποία έχουν κατασκευασθεί έτσι ώστε να είναι 

                                            ΑΕ∩ΒΖ∩ΓΗ∩ΔΘ≡Κ.
Θα αποδείξουμε ότι το οκτάπλερο ΑΒΓΔΕΖΗΘ, είναι αρμονικό.
Πραγματικά, αν εργασθούμε όπως ακριβώς, στην απόδειξη της Κατασκευής 149 [§ γ)], αποδεικνύουμε, βασιζόμενοι και στο Κριτήριο 110 (§ 19.18), ότι το οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ, είναι αρμονικό.
Συμπέρασμα. 
Για την Πρόταση 205, αν λάβουμε υπόψη μας την  Κατασκευή 149 και την Πρόταση 204, προκύπτει το παρακάτω συμπέρασμα:

Αν, για την Πρόταση 205, το τετράπλευρο ΑΓΕΗ, δεν είναι αρμονικό και το οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ, δεν θα είναι αρμονικό, ενώ αν το τετράπλευρο ΑΓΕΗ, είναι αρμονικό και το οκτάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘ, θα είναι αρμονικό

Παρατηρήσεις.
(α). Η παραπάνω Πρόταση και η λύση της, πιστεύουμε ότι είναι νέα και ότι

πρωτοεμφανίζονται εδώ. 

(β). Σε ανάλογο αποτέλεσμα φθάνουμε και αν δίνεται ότι αρμονικό είναι το τετράπλευρο ΒΔΖΘ και τα ζεύγη των σημείων Β, Δ και Ζ, Θ, βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τα Γ, Η και τα ζεύγη των σημείων Β, Θ και , Δ, Ζ, βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τα Α, Ε

(γ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 110, 149, 204.
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