ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ  ΑΣΕΠ 2009  ΓΙΑ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΥΣ  ΘΕΜΑΤΑ -ΛΥΣΕΙΣ
[image: image1.emf]
ΕΡΩΤΗΜΑ 1ο 
 [image: image2.emf]
ΛΥΣΗ

(i) Για x[image: image4.png]


0  η f είναι παραγωγίσιμη με  f΄(x)= [image: image6.png]1+ z;wmf— 2m§



  
Για χ=0   [image: image8.png]


 =[image: image10.png]lim, o (1 +




  , άρα f΄(0)=1

Επειδή το  [image: image12.png]lim, o f"(x)



 δεν υπάρχει η f΄(x) δεν είναι συνεχής στο x=0 .

(ii)  Επειδή ισχύει f΄([image: image14.png]


 για κάθε ακέραιο ν[image: image16.png]#0



, η f  δεν είναι       αύξουσα στο διάστημα (-ε , ε).
[image: image17.emf]
ΛΥΣΗ

(i) (ΑΚΝ)=(ΝΓΜ)( (ΑΚΝ)+(ΑΝΜ)=(ΝΓΜ)+(ΑΝΜ)( (ΑΚΜ)=(ΑΓΜ)  και αφού τα τρίγωνα έχουν κοινή βάση την ΑΜ  θα έχουν και ίσα ύψη  , άρα  ΚΓ ( ΑΜ .

Άλλη λύση :
  [image: image18.png](BKI')  (BKI) BK  BL BK B BK  BI'

(ABT)  (BKM) “AB BM T AB—BK BM-DBr =~ AK M





Άρα από το αντίστροφο του Θαλή ισχύει   ΚΓ ( ΑΜ .
(ii)  Έστω ΑΚ = χ , ΑΝ = ψ και ΜΓ = z  . Είναι (ΑΚΝ) = (ΚΒΓΝ)=[image: image20.png](ABT)



 = [image: image22.png]



Άρα  [image: image24.png]L
W



 = [image: image26.png]


 ( xψ =[image: image28.png]18,



  (1)

(ΚΒΜ)=(ΑΒΓ)(…( (α-χ)(α+z)=α2 (…( χ=[image: image30.png]


  (2)

(ΝΓΜ)= (ΑΚΝ) = [image: image32.png]


  ((α-ψ)z= [image: image34.png]


  (3)

  Λύνοντας το σύστημα των (1) , (2) ,(3)   βρίσκω

 ΓΜ= z =2α  , ΑΚ= χ = [image: image36.png]


α  και  ΑΝ= ψ = [image: image38.png]


 .


[image: image39.emf]              ΛΥΣΗ
Ας υποθέσουμε ότι για τα διανύσματα [image: image40.png]T



και [image: image41.png]


ισχύει η σχέση [image: image42.png]


. Για να αποδείξουμε ότι είναι γραμμικώς ανεξάρτητα θα υποθέσουμε αντίθετα ότι είναι γραμμικώς εξαρτημένα και θα καταλήξουμε σε άτοπο!

Έστω λοιπόν ότι [image: image43.png]


. Τότε υποχρεωτικώς επειδή τα [image: image44.png]


είναι μη μηδενικά, πρέπει [image: image45.png]


.

Πολλαπλασιάζουμε την [image: image46.png]


επί τον πίνακα [image: image47.png]


άρα [image: image48.png]Ak T + kag) = A-0



άρα χρησιμοποιώντας τα δεδομένα παίρνουμε τελικά ότι:

[image: image49.png]BT+ kahoji = 0






Πολλαπλασιάζουμε την [image: image50.png]


επί τον αριθμό [image: image51.png]


 άρα παίρνουμε

[image: image52.png]BT+ kg = 0

(3)





Αφαιρώντας την [image: image53.png]


από την [image: image54.png]


παίρνουμε τελικά [image: image55.png]ka(A1 — A2)g =0



άρα αφού το [image: image56.png]


είναι μη μηδενικό λαμβάνουμε [image: image57.png]


, άτοπο από τα δεδομένα της άσκησης.

Άρα [image: image58.png]


απ' όπου [image: image59.png]


κι έτσι τα διανύσματα [image: image60.png]T



και [image: image61.png]


είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Αλέξανδρος 
ΕΡΩΤΗΜΑ 2ο 
[image: image62.emf] 
ΛΥΣΗ 
(i)  Η f  είναι παραγωγίσιμη στο (0 , 1) με f΄(x)= α [image: image64.png](x+3)7

(1-3)




      Η  f΄ είναι παραγωγίσιμη στο  (0 , 1) με  

   f΄΄(χ)=α(α-1)[image: image66.png](x+)7 (1-3)®



+ α[image: image68.png]




   H  f΄΄(χ) >0 για κάθε χ( (0,1)  άρα η συνάρτηση f  είναι κυρτή.
 (ii)  Αν x<y  τότε ισχύει το Θεώρημα Μέσης Τιμής για την f  στα  διαστήματα  [image: image70.png]


   , [image: image72.png][x—w

.y]



   δηλαδή υπάρχουν ξ1([image: image74.png]


 και ξ2([image: image76.png](x—w

)



  τέτοια  ώστε       f΄( ξ1)=[image: image78.png]


  και f΄(ξ2)=[image: image80.png]


  .  Αλλά αφού η f είναι κυρτή ισχύει   f΄(ξ1)<f΄(ξ2)(…( f[image: image82.png]< L)




 . 
Αν x>y  ομοίως εργαζόμαστε στα διαστήματα  [image: image84.png]


 και [image: image86.png]


 

Αν x=y  τότε η ζητούμενη ισχύει σαν ισότητα . Άρα σε κάθε περίπτωση ισχύει [image: image88.png]


 .
(iii)  Από το ερώτημα (ii) αφού x+y=1 έχουμε 

 [image: image90.png](4 + (43 =r+ 0 227 () =27 () =2(8)°




  .
[image: image91.emf]
 ΛΥΣΗ
Έστω  x- 3κ , x– κ , x+ κ, x+ 3κ  οι ζητούμενες τιμές που είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου με διαφορά ω=2κ . Τότε έχουμε 

[image: image92.png]



και  [image: image94.png]s2=5& <)
JZh( -0 =5 (=3K)7 + (-K)°



+[image: image96.png](k)*+ (3k)* =20




[image: image97.png]20k =20 = k=+1





Για κ=1 οι τιμές είναι  2 , 4 , 6 ,8 ,   ενώ για κ= -1  είναι  8 ,6 ,4 , 2 .

[image: image98.emf]
ΛΥΣΗ
Έστω  S=f(t) η  συνάρτηση που εκφράζει το διάστημα συναρτήσει του χρόνου , με το t σε ώρες και το S σε χιλιόμετρα.

 Από τα δεδομένα  γνωρίζουμε  ότι f(0)=0 , f(3)=200 και  f(6)=600 .
 Ορίζουμε τη συνάρτηση g  με    g(x)= f(x+3) ( 2f(x)  ,  χ([0 , 3] .
 Η  g είναι συνεχής στο [0,3] , παραγωγίσιμη στο (0,3) με g΄(x)= f΄(x+3)[image: image100.png]


 2f΄(x) και g(0)=g(3)=200 , άρα ισχύει το Θ . ROLLE , δηλαδή υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ((0,3): g΄(ξ)=0( f΄(ξ+3)=2f΄(ξ) , δηλαδή ισχύει το ζητούμενο.
[image: image101.emf]
ΕΡΩΤΗΜΑ 3ο 

[image: image102.emf]
 ΛΥΣΗ
[image: image103.wmf]5
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Με τη βοήθεια του σχήματος υπολογίζουμε το εμβαδόν του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ 

(ΑΒΓΔ)= (ΑΕΗ)-(ΕΒΓ)-ΓΔΗ) = 9-4-1= 4 τ.μ.  Άρα σωστό το (β)
Άλλη λύση :   Αφού βρούμε τα σημεία τομής χ=-1,2 και δούμε τα σημεία αλλαγής κλάδου χ=0,1 έχουμε
[image: image104.png]T4 1)dr =4

b L 2
B /(3+;71+..)dr+/(37;+r71)dr+./(37
0



άρα σωστό  το β

[image: image105.emf]
 ΛΥΣΗ
Αν θέσουμε [image: image106.png]


την ακτίνα της σφαίρας και [image: image107.png]


την ακτίνα της βάσης του κώνου από τη δεδομένη σχέση των όγκων προκύπτει [image: image108.png]=h



.

Επίσης από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΟΚΓ έχουμε [image: image109.png]




Από τις 2 παραπάνω σχέσεις απαλείφουμε το [image: image110.png]


κι έτσι παίρνουμε τη τριτοβάθμια ως προς [image: image111.png]


εξίσωση 

[image: image112.png]R3 —2h*R + h®

0= (R

—h)(R? + hR — h?*

0



, απ' όπου απορρίπτουμε την λύση [image: image113.png]


από την υπόθεση και κρατάμε τη θετική ρίζα της δευτεροβάθμιας η οποία είναι [image: image114.png]R— h(V5-1)
b)





Άρα μετά την αντικατάσταση και τις αντίστοιχες πράξεις λαμβάνουμε [image: image115.png]




Αλέξανδρος

[image: image116.jpg]



[image: image117.emf]
ΛΥΣΗ
Είναι  [image: image119.png]


   οπότε 

Κ= [image: image121.png](owv2) + (owv2) = (o) +



 [image: image123.png]


 = [image: image125.png]((ov2) + (me2)") 2. () (o) =122y =12 =





Άρα  σωστή απάντηση είναι η  (γ) .
[image: image126.emf]
ΛΥΣΗ
Πρέπει να είναι n≥ 3 και προκύπτει η εξίσωση [image: image128.png]
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Άρα σωστή απάντηση είναι η (β) .

[image: image131.emf]
ΛΥΣΗ
Η  f(x)= (x(x-α)(x-2α)(x-3α)( είναι  συνεχής στο [-α , α] και είναι 

f(x)=[image: image133.png]{ x(x—a)(x—2a)(x—3a), avx€[-a0]
—x(x— a)(x — 2a) (x —3a), av x € (0,a]




Άρα  [image: image135.png][:x flx)dx= Lnax (x — a)(x — 2a)(x — 3a)dx — [:x (x — a)(x — 2a)(x — 3a)dx




Άρα σωστή απάντηση είναι η (γ).
[image: image136.emf]
ΛΥΣΗ
Στο  διπλανό σχήμα η ΑΜ είναι κάθετη στην  (ε) , άρα η εξίσωση της ΑΜ είναι   [image: image138.png](x-2)ey=—-x+2



 

Λύνουμε το σύστημα των (ε)  και ΑΜ και βρίσκουμε [image: image140.png]



Αν το Β(α ,β) είναι το συμμετρικό του Α ως προς την (ε) τότε  ισχύει 

[image: image142.png]


   και [image: image144.png]



Άρα σωστή απάντηση είναι η (δ) .
ΕΡΩΤΗΜΑ 4ο 

[image: image145.emf]
ΛΥΣΗ
Η ζητούμενη πιθανότητα είναι  : 

[image: image146.png]200 250 150 4-0,93+5-0.96+3-0,88
oo %93+ gop 096+ gpp 1088 = 12






 Θέτω  α= 0,93  και  η παραπάνω σχέση γίνεται 
[image: image147.png]4a + 5(a +0,03) + 3(a —0,05)

12



.

Αλέξανδρος
[image: image148.emf]
ΛΥΣΗ
Για  x >3  έχουμε  [image: image150.png]log,(x—2) +log,(x—3) = 1 =logy(x* —5x+6) S 1= X  —5x+6 <2 X —5x+4<0 &
X €[1,4]



 .  Αλλά x>3 , οπότε x ((3 , 4] .
Άρα σωστή απάντηση είναι η (α) .

[image: image151.emf]
 ΛΥΣΗ
 Με την βοήθεια  του τύπου  [image: image153.png]


   μετατρέπουμε το δεδομένο  γινόμενο ως εξής :

[image: image155.png]nua
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  = [image: image157.png]T

o,
iy
o






Όμως όταν [image: image158.png]


τότε [image: image159.png]


οπότε αν x=2n  και  [image: image160.png]I — D¢



 , άρα

  [image: image162.png]limy, e

2" nusy

T
T
o




 

Άρα  η σωστή απάντηση είναι η (α) .

[image: image163.emf]
ΛΥΣΗ 

Αφού οι ρ1 , ρ2 είναι μιγαδικές κυβικές ρίζες της μονάδας  ισχύει  ρ13=1 και ρ23=1 . 

Η σχέση  ρ13=1( (ρ1-1)(ρ12+ρ1 +1)=0( ρ12+ρ1 +1=0( 1+ρ1=(ρ12 και ομοίως 1+ρ2=(ρ22  , οπότε   η παράσταση  Κ γίνεται 

Κ = (1+ρ1)3000+ (1+ρ2)3000=((ρ12)3000 + ((ρ22)3000 = (ρ13)2000 + (ρ23)2000 = 1+1= 2   .

Άρα  σωστή απάντηση είναι η  (γ) .

Άλλη λύση:  Έχουμε ότι η μία κυβική ρίζα της μονάδος είναι το [image: image164.png]


και οι άλλες είναι οι [image: image165.png]PL.p2



. Αφού ικανοποιούν την εξίσωση [image: image166.png]


  άρα από τους τύπους  Vieta  έχουμε

[image: image167.png]14+ p1+p2




  δηλαδή  [image: image168.png]14+ p1=—p2



  και  [image: image169.png]14+ p2=—p1





Συνεπώς η δοσμένη παράσταση ισούται με [image: image170.png]231(1(1(1+(7/’J)Junu = [(=p2®]"" + [(=p1)*] ™ = (=) 1000 (—1) 100 =






Αλέξανδρος
[image: image171.emf]
ΛΥΣΗ 

Το ζητούμενο εμβαδό σύμφωνα με το σχήμα είναι [image: image172.png]det(OA, OB|






Το σημείο [image: image173.png](0. y0)



ανήκει στην υπερβολή  άρα [image: image174.png]4rf —

=
i



.

Επίσης το σημείο [image: image175.png]


προκύπτει από τη λύση του συστήματος [image: image176.png]


και [image: image177.png]


οπότε παίρνουμε [image: image178.png]A 2z0 +yo 270+
) 42



.

Το σημείο [image: image179.png]


προκύπτει από τη λύση του συστήματος [image: image180.png]


και [image: image181.png]


οπότε παίρνουμε [image: image182.png]


.
Έτσι το ζητούμενο εμβαδό είναι τελικά (μετά τις πράξεις με την ορίζουσα) ίσο με [image: image183.png](220 + y0) (220 — 0)
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Άρα  σωστή απάντηση είναι η (γ) .
Αλέξανδρος

[image: image184.png]



[image: image185.emf]
ΛΥΣΗ 

 Έστω x  το ύψος του κυλίνδρου και ρ η ακτίνα της βάσης του . Τότε ο όγκος του είναι V=πρ2x και  η ολική του επιφάνεια είναι  Ε= 2πρx+ 2πρ2 . Λύνοντας τον τύπο του όγκου ως προς ρ και αντικαθιστώντας στον τύπο της ολικής επιφάνειας παίρνουμε την συνάρτηση 

 [image: image187.png]EG) = 27 Vx+ 2



   , x>0 

Η συνάρτηση Ε είναι παραγωγίσιμη με  Ε΄(χ) =[image: image189.png]WV - o B ) = Yl



 
Η  εξίσωση  Ε΄(x) =0  δίνει λύση x=[image: image191.png]


  .
Άρα σωστή απάντηση είναι η (γ) .

Αθ . Μπεληγιάννης

Για τη δημιουργία του παρόντος χρησιμοποιήθηκαν  λύσεις ή ιδέες των συναδέλφων  Αλέξανδρου Συγκελάκη  , mathxl  , Demetres .
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