(Συνημμένο 277. Συνέχεια από το συνημμένο 276).
29.7. Σύγκλιση Διαγώνιων του Εφαπτομενικού Δεκάπλευρου κάθε Απλού Αρμονικού Δεκάπλευρου,.     (Ανάλογο Σημείο Brianchon και Θεωρήματος Νεύτωνα, για Αρμονικό Δεκάπλευρο).
Επέκταση της Πρότασης 146 και σε Αρμονικό Δεκάπλευρο.
[Πρόκειται για την Πρόταση 11(121) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica.gr, με το συνημμένο μας 231 (Σχήμα 101)] 
Πρόταση 206 (Σχήμα 127).

Οι διαγώνιες (κυρίες), του εφαπτομενικού ή Πολικά Αντίστροφου δεκάπλευρου, κάθε Απλού Αρμονικού Δεκάπλευρου, συντρέχουν ή με άλλη διατύπωση: 

Το εφαπτομενικό ή Πολικά Αντίστροφο δεκάπλευρο, κάθε Απλού Αρμονικού Δεκάπλευρου, διαθέτει ανάλογο σημείο Brianchon. 

[image: image1]
Απόδειξη.

Έστω το Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ και το Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ' (όπου Α' η τομή των εφαπτόμενων στα σημεία Α, Β, το Β' η τομή των εφαπτόμενων στα σημεία Β, Γ, κοκ) αντίστοιχο εφαπτομενικό του ή το πολικά αντίστροφο του Αρμονικού Δεκάπλευρυ αυτού, με διευθύνοντα κύκλο του (ο) (Γεωμετρία [26], παράγραφος 246α). 
Θα αποδείξουμε ότι είναι: Α'Ζ'∩Β'Η'∩Γ'Θ'∩Δ'Ι'∩Ε'Κ'≡Ν.                                    (1).

1ος  Τρόπος (Αναλυτικός). 
Έστω ότι οι εφαπτόμενες στα σημεία Γ, Ι τέμνονται σε σημείο Π και οι εφαπτόμενες στα σημεία Δ, Θ, τέμνονται σε σημείο Ρ.

Έτσι, προκύπτει το περιγεγραμμένο τετράπλευρο Γ'ΡΘ'Π στο τετράπλευρο ΓΔΘΙ, για τα οποία, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα του Νεύτωνα (Γεωμετρία [26], § 236α), έχουν ΓΘ∩ΔΙ∩Γ'Θ'∩ΠΡ≡Λ, όπου Λ≡ ΑΖ∩ΒΗ∩ΓΘ∩ΔΙ∩ΕΚ [Κριτήριο 106 (§ 19.15)].

Δηλαδή η διαγώνιος Γ'Θ' περνά από το Λ, που είναι και το σημείο σύγκλισης των διαγώνιων του Αρμονικού Δεκάπλευρου ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ.  

Με όμοιο ακριβώς τρόπο εργαζόμαστε και βρίσκουμε ότι και οι Α'Ζ', Β'Η', Δ'Ι', Ε'Κ', περνούν από το Λ.

Δηλαδή τελικά είναι:         ΑΖ∩ΒΗ∩ΓΘ∩ΔΙ∩ΕΚ∩Α'Ζ'∩Β'Η'∩Γ'Θ'∩Δ'Ι'∩Ε'Κ'≡Λ≡Ν.
2ος  Τρόπος [Με βάση την Πρόταση 1δ(1)]. 
Είναι γνωστό το Θεώρημα του Νεύτωνα, σύμφωνα με το οποίο, δύο πολικά αντίστροφα τετράπλευρα έχουν συντρέχουσες διαγώνιες. 

Το Θεώρημα αυτό έχουμε γενικεύσει και για πολικά αντίστροφα 2ν-πλευρα, με την Πρόταση 1δ(1) του βιβλίου μας «Γεωμετρία [31] (τόμος 1), η οποία Πρόταση αληθεύει πάντοτε για 2ν-πλευρα, αρκεί να συντρέχουν οι διαγώνιές του εγγεγραμμένου 2ν-πλεύρου τους.

Επομένως, αν θεωρήσουμε γνωστή και βασισθούμε στην Πρόταση 1δ(1), τότε επειδή το Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ έχει πάντοτε συντρέχουσες διαγώνιες σε σημείο Λ [Κριτήριο 106(§ 19.15)], στο ίδιο σημείο Λ θα συντρέχουν και οι διαγώνιες του δεκάπλευρου Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η'Θ'Ι'Κ'. 

Δηλαδή θα είναι: ΑΖ∩ΒΗ∩ΓΘ∩ΔΙ∩ΕΚ≡Α'Ζ'∩Β'Η'∩Γ'Θ'∩Δ'Ι'∩Ε'Κ'≡Λ≡Ν.
Συμπέρασμα. 

Μετά τα παραπάνω και επειδή το σημείο Lemoine του Αρμονικού Δεκάπλευρου συμπίπτει στο σημείο σύγκλισης των διαγώνιών του Λ [Κριτήριο 114 (§ 19.23)], βγαίνει το συμπέρασμα:

«Οι διαγώνιες (κυρίες), του εφαπτομενικού ή Πολικά Αντίστροφου δεκάπλευρου, κάθε Απλού Αρμονικού Δεκάπλευρου, συντρέχουν στο σημείο σύγκλισης των διαγώνιων του Αρμονικού Δεκάπλευρου αυτού, το οποίο είναι και σημείο Lemoine του Αρμονικού Δεκάπλευρου, αλλά και το ανάλογο σημείο Brianchon του εφαπτομενικού, δεκάπλευρου, ή τα σημεία τους Lemoine και Brianchon συμπίπτουν στο σημείο σύγκλισης των διαγώνιων του Αρμονικού Δεκάπλευρου».

Παρατηρήσεις.
(α). Με ανάλογους τρόπους αποδεικνύουμε ότι ανάλογες Προτάσεις και Συμπεράσματα, ισχύουν και για το Τετράπλευρο, για το Αρμονικό Εξάπλευρο (Πρόταση 146), για το Αρμονικό Οκτάπλευρο, κτλ.
(β). Η Πρόταση αυτή, πιστεύουμε ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.
(γ). Είναι φανερό ότι η Πρόταση 206 αποτελεί επέκταση του Θεωρήματος του Νεύτωνα (Γεωμετρία [26], § 236α), το οποίο αληθεύει μόνο για τετράπλευρα Πολικά Αντίστροφα.
(δ). Ανάλογη Πρόταση, με την Πρόταση 201, αποδεικνύεται ότι αληθεύει και για κάθε μία διαγώνιο του εφαπτομενικού δεκάπλευρου, που αντιστοιχεί σε Αρμονικό Δεκάπλευρο.

(ε). Η απόδειξη της Πρότασης 206, είναι δυνατό να γίνει και με τη Μέθοδο του Αρμονικού Μετασχηματισμού, όπως έχει γίνει και με τις Προτάσεις 200, 202, βασιζόμενοι σε Πορίσματα 158-168.
(στ). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 106, 114, 146.
29.8. Βοηθητική Πρόταση (Λήμμα),
Νέα Διαπραγμάτευση του Κριτηρίου 34 (§ 8.71).
[Πρόκειται για την Πρόταση 2α(48) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica.gr, με το συνημμένο μας 60 (Σχήμα 4)] 
Κριτήριο 207 (Σχήμα 128). 

Σε κάθε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο) εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ με ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, αν ένα από τα τετράπλευρά του: 

ΑΒΓΕ, ΒΓΔΖ, ΓΔΕΑ, ΔΕΖΒ, ΕΖΑΓ, ΖΑΒΔ,                                                           (1).

είναι  αρμονικό, τότε αρμονικό θα είναι και ένα άλλο από τα τετράπλευρα της (1), κατά τις αντιστοιχίες: ΑΒΓΕ↔ΔΕΖΒ, ΓΔΕΑ↔ΖΑΒΔ, ΕΖΑΓ↔ΒΓΔΖ,          (2).
και αντίστροφα, αν ένα ζεύγος, από τα ζεύγη των τετράπλευρων της σχέσεως (2) είναι αρμονικά, τότε θα είναι και ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (και όχι μόνο).
[image: image2]
Απόδειξη.

1ος Τρόπος (Με βάσει το Λήμμα 5).
(α). Ευθύ. 

Υποθέτουμε πχ ότι αρμονικό τετράπλευρο είναι το ΑΒΓΕ. Θα δείξουμε ότι και το αντίστοιχο του τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό, αν ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.  
Πραγματικά, σύμφωνα με το Λήμμα 5 (5η Βοηθητική Πρόταση, του Έψιλον Μέρους), για το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, για το οποίο είναι
ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (υπόθεση), θα είναι και:        
[image: image3.wmf].
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Επίσης, σύμφωνα με το Λήμμα 5 και για το μη κυρτό εξάπλευρο ΖΑΕΓΔΒ, επειδή έχει τις ίδιες διαγώνιες (κυρίες) με το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ θα έχει:  ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, οπότε θα είναι:                        
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Από τις σχέσεις (3), (4)                      
[image: image5.wmf]⇒
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 EMBED Equation.3  [image: image7.wmf].

1

=

ΒΖ

ΔΒ

.

ΑΕ

ΕΓ

                      (5).

Ακόμη, επειδή το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι αρμονικό (υπόθεση), σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα {[6] § 8-4.10}, θα είναι:              ΑΒ.ΓΕ=ΒΓ.ΕΑ.                  (6).

Έτσι, η σχέση (5), λόγω της (6), γίνεται: ΔΕ.ΖΒ=ΒΔ.ΕΖ.                                 (7).

Η τελευταία σχέση (7), σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [6], σημαίνει ότι το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό.

(β). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν το δοσμένο κυρτό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει αρμονικά πχ τα δύο τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ, τότε θα είναι και ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.

Πραγματικά, επειδή τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ είναι αρμονικά από την υπόθεση, οι ΑΓ και ΔΖ είναι συζυγείς με την ΒΕ και άρα αν Π είναι ο πόλος της ΒΕ, οι ΑΓ και ΔΖ θα περνούν από το Π.
Δηλαδή, η τομή Π′ των ΑΓ και ΔΖ συμπίπτει με τον πόλο Π της ΒΕ.
Αλλά η τομή Π′ των ΑΓ και ΒΖ, ως γνωστό {[4], § 81}, έχει πολική την ΚΡ (όπου Ρ≡ΑΖ∩ΓΔ).
Βλέπουμε λοιπόν ότι οι πόλοι των ΒΕ και ΚΡ συμπίπτουν, οπότε θα συμπίπτουν και οι πολικές τους. Δηλαδή είναι ΒΕ≡ΚΡ ή ΒΕ περνά από τα Κ και Ρ, 
οπότε είναι πραγματικά ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (αλλά και η ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ≡Ρ).
Όμοια εργαζόμαστε και για την απόδειξη των υπολοίπων ζευγών τετράπλευρων της σχέσεως (2).
2ος Τρόπος (Με βάσει το Λήμμα 7).
(α). Ευθύ. 

Υποθέτουμε και πάλι ότι αρμονικό τετράπλευρο είναι το ΑΒΓΕ. Θα δείξουμε ότι και το αντίστοιχο του τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό, αν ΑΔ∩∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ. 

Πραγματικά, σύμφωνα με το Λήμμα 7 (7η Βοηθητική Πρόταση, Έψιλον Μέρος), 

για την Κεντρική Δέσμη Κ(ΑΒΓΕ) ή Κ(ΔΕΖΒ), είναι: 
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Εξάλλου, επειδή από την υπόθεση το τετράπλευρο ΑΒΓΕ, είναι αρμονικό, θα είναι και:                      ΑΒ.ΓΕ=ΒΓ.ΕΑ  ή  
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Επομένως, η σχέση (8), λόγω της (9), γίνεται:   
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Η τελευταία σχέση σημαίνει ότι και το τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό κτλ.

(β). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν το δοσμένο κυρτό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει αρμονικά πχ τα δύο τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ, τότε θα είναι και ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.

Πραγματικά, επειδή τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ είναι αρμονικά από την υπόθεση, θα έχουν:
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Η τελευταία σχέση, σύμφωνα με το αντίστροφο της παραπάνω Βοηθητικής Πρότασης 7 (Έψιλον Μέρος), σημαίνει ότι είναι: ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.

Όμοια εργαζόμαστε και για την απόδειξη των υπολοίπων ζευγών τετράπλευρων της σχέσεως (2).

3ος Τρόπος (Με τη μέθοδο του Αρμονικού Μετασχηματισμού).
(α). Ευθύ. 

Υποθέτουμε πχ ότι αρμονικό τετράπλευρο είναι το ΑΒΓΕ. Θα δείξουμε ότι και 
το αντίστοιχο του τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό αν:
                                                         ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.                                          (10).
Πραγματικά, αφού το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι αρμονικό, οι ΑΓ και ΒΕ θα είναι συζυγείς ως προς τον κύκλο (ο). Τούτο σημαίνει ότι κατά τον Αρμονικό Μετασχηματισμό, οι ΑΓ, ΒΕ θα έχουν προέλθει από δύο κάθετες χορδές Α′Γ′, Β′Ε′ κύκλου (ο′), από τις οποίες η Β′Ε′ είναι διάμετρος του κύκλου (ο′) (Αντίστροφο του Πορίσματος 159), οπότε η Β′Ε′ είναι και μεσοκάθετη στην Α′Γ′.
Ακόμη, κατά τον παραπάνω Αρμονικό Μετασχηματισμό, επειδή αληθεύει η σχέση (10), θα είναι Α′Δ′∩Γ′Ζ′≡Ρ
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Β′Ε′ και οι Α′Δ′, Γ′Ζ′, θα είναι συμμετρικές χορδές, ως προς την διάμετρο Β′Ε′ του κύκλου (ο′) (Αντίστροφο του Πορίσματος 161).
Επομένως συμμετρικές θα είναι και οι Α′Κ′, Γ′Κ′, ως προς την Β′Κ′ και επειδή η Β′Ε′ είναι μεσοκάθετη στην Α′Γ′, το τρίγωνο Κ′Α′ Γ′  είναι ισοσκελές οπότε 
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Ζ′Γ′Α′, αλλά είναι και 
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′ΑΔ′Γ′.
Άρα, τα τρίγωνα Α′Ζ′Γ′, Γ′Δ′Α′ είναι όμοια και επειδή αυτά έχουν κοινή την πλευρά Α′Γ′, θα είναι ίσα, οπότε Α′Δ′=Γ′Ζ′. Επομένως το Α′Γ′Δ′Ζ′ είναι ισοσκελές τραπέζιο και επειδή Β′Ε′
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Α′Γ′, θα είναι και Β′Ε′
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Δ′Ζ′.
Έτσι, κατά τον Αρμονικό Μετασχηματισμό και επειδή Β′Ε′
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Δ′Ζ′, οι Β′Ε′, Δ′Ζ′, μετασχηματίζονται στις συζυγείς χορδές ΒΕ, ΔΖ ως προς τον κύκλο (ο) (Ευθύ του Πορίσματος 159).
Συνεπώς, αφού οι ΒΕ, ΔΖ είναι συζυγείς και το τετράπλευρο ΔΕΖΒ, θα είναι αρμονικό (ορισμός).
(β). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν το δοσμένο κυρτό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει αρμονικά πχ τα δύο τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ, τότε θα είναι και ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.

Πραγματικά, τότε οι ΑΓ και ΔΖ θα είναι συζυγείς, ως προς τον κύκλο (ο), με τη ΒΕ (ορισμός). Τούτο σημαίνει ότι κατά τον Αρμονικό Μετασχηματισμό, οι ΑΓ, ΔΖ προήλθαν από τις κάθετες χορδές Α′Γ′, Δ′Ζ′ στην διάμετρο Β′Ε′ του κύκλου (ο′) (αντίστροφο του Πορίσματος 159), Άρα, το Α′Γ′Δ′Ζ′ είναι ισοσκελές τραπέζιο , καθώς η  Β′Ε′ είναι μεσοκάθετη στις Α′Γ′, Δ′Ζ′.
Επομένως οι χορδές Α′Ζ′ και Γ′Δ′ είναι συμμετρικές στη διάμετρο Β′Ε′, οπότε η 
τομή Α′Δ′∩Γ′Ζ′≡Κ′
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Β′Ε′.
Μετά τα παραπάνω, κατά τον Αρμονικό Μετασχηματισμό (Ευθύ του Πορίσματος 161), οι Α′Δ′, Γ′Ζ′ μετασχηματίζονται στις χορδές ΑΔ, ΓΖ του κύκλου (ο), οι 
οποίες θα τέμνονται  στη χορδή ΒΕ, δηλαδή αληθεύει η σχέση (10) (αλλά και η ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ≡Ρ).
Όμοια εργαζόμαστε και για την απόδειξη των υπολοίπων ζευγών τετράπλευρων της σχέσεως (2).
Παρατηρήσεις
(α). Την Πρόταση 207, την έχουμε διατυπώσει και αποδείξει με άλλο τρόπο στο Κριτήριο 34 (§ 8.71).
(β). Παρατηρούμε ότι τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΔΕΖΒ, έχουν κοινή την διαγώνιό τους ΒΕ.

(γ). Είναι  φανερό ότι το Κριτήριο 207 αληθεύει και αν αντί του Αρμονικού Τετράπλευρου ΑΒΓΕ, δίνεται ότι αρμονικό είναι το τετράπλευρο ΔΕΖΒ. Τούτο αποδεικνύεται όπως παραπάνω για το ΑΒΓΕ.
(δ). Σχετικές  είναι και οι Προτάσεις 34, 159, 161. 

29.9. Μία άλλη απόδειξη του Κριτήριου 51, με τη χρήση της μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού.

[Πρόκειται για την Πρόταση 2α(53) (Σχήμα 5) (βελτιωμένη), που έχουμε αναρτήσει στον ιστότοπο mathematica.gr, με το συνημμένο 61] 
Κριτήριο 208 (Σχήμα 128). 

Κάθε εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο) κυρτό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ με συντρέχουσες διαγώνιες (κυρίες) και του οποίου πχ η διαγώνιος ΒΕ περνά από την τομή Ρ των δύο απέναντι πλευρών του ΑΖ και ΓΔ, έχει αρμονικά τα δύο τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ, και αντίστροφα.

Απόδειξη.  

(α). Ευθύ.   

Πραγματικά, επειδή από την υπόθεση είναι          ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ,                 (1).
                                                                     και          ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ≡Ρ,                 (2).
το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, κατά τον Αρμονικό Μετασχηματισμό [Αντίστροφο του Πορίσματος 163 (Κανόνας 6)], έχει προέλθει από εξάπλευρο Α′Β′Γ′Δ′Ε′Ζ′, εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο′), το οποίο εκτός των άλλων, είναι συμμετρικό ως προς την διαγώνιό του Β′Ε′, στην οποία προφανώς συμμετρικά είναι και τα τετράπλευρά του Α′Β′Γ′Ε′ και Δ′Ε′Ζ′Β′.
Επομένως, το συμμετρικό εξάπλευρο Α′Β′Γ′Δ′Ε′Ζ′ ως προς την διαγώνιό του Β′Ε′, κατά τον Αρμονικό Μετασχηματισμό (Ευθύ του Πορίσματος 163), τούτο θα μετασχηματισθεί σε εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (ο), το οποίο εκτός των άλλων, έχει αρμονικά και τα τετράπλευρά του ΑΒΓΕ, ΔΕΖΒ.
(β). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν το δοσμένο κυρτό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει αρμονικά πχ τα δύο τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ, τότε θα είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ≡Ρ.

Για την απόδειξη τούτου θα βασισθούμε στα Πορίσματα 159 και 161.

Πραγματικά, επειδή τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ είναι αρμονικά από την υπόθεση, οι ΑΓ και ΔΖ θα είναι συζυγείς με τη ΒΕ (ορισμός), ως προς τον κύκλο (ο). Τούτο σημαίνει ότι κατά τον Αρμονικό Μετασχηματισμό, οι ΑΓ, ΔΖ 

προήλθαν από κάθετες χορδές Α′Γ′, Δ′Ζ′ στη διάμετρο Β′Ε′ κύκλου (ο′) (αντίστροφο του Πορίσματος 159), Άρα, το Α′Γ′Δ′Ζ′ είναι ισοσκελές τραπέζιο , καθώς η Β′Ε′ είναι μεσοκάθετη στις Α′Γ′, Δ′Ζ′.
Επομένως οι χορδές Α′Ζ′ και Γ′Δ′ είναι συμμετρικές στη διάμετρο Β′Ε′, οπότε οι τομές Α′Δ′∩Γ′Ζ′≡Κ′ και Α′Ζ′∩Γ′Δ′≡Ρ′, θα ανήκουν στην Β′Ε′.

Μετά τα παραπάνω, κατά τον Αρμονικό Μετασχηματισμό (Ευθύ του Πορίσματος 161), οι Α′Ζ′, Γ′Δ′ μετασχηματίζονται στις χορδές ΑΖ, ΓΔ του κύκλου (ο), οι 

οποίες θα τέμνονται στη χορδή ΒΕ. Δηλαδή αληθεύει η σχέση (2). Επίσης, για τον ίδιο λόγο, θα αληθεύει και η σχέση (1).
Όμοια εργαζόμαστε και για την απόδειξη των δύο άλλων ζευγών τετράπλευρων ΒΓΔΖ- ΕΖΑΓ και ΓΔΕΑ- ΖΑΒΔ.

Παρατηρήσεις.
(α). Η παραπάνω απόδειξη είναι προφανές ότι αποτελεί μια άλλη νέα απόδειξη του Κριτήριου 51, με τη χρήση της μεθόδου του Αρμονικού Μετασχηματισμού.

(β). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 34, 51, 159, 161, 163, 207.
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