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Πεξίιεςε 

Τα καζεκαηηθά είλαη επηζηήκε πλεχκαηνο θαη ειεχζεξεο ζθέςεο. Πνιιέο 

θνξέο, αλαπηχζζνληαη απηνκαηνπνηεκέλεο δηαδηθαζίεο-εξγαιεία γηα λα 

επηιπζεί έλα πξφβιεκα. Μηα γλσζηή ηέηνηα δηαδηθαζία είλαη ε επίιπζε 

δεπηεξνβάζκησλ εμηζψζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηεί ηε δηαθξίλνπζα. Σηα 

ηξέρνληα ζρνιηθά βηβιία ππάξρνπλ αλαιπηηθέο απνδείμεηο γηα ηνλ 

ζεσξεηηθφ ηξφπν επίιπζεο κηαο εμίζσζεο δεπηέξνπ βαζκνχ κε 

πξαγκαηηθνχο ζηαζεξνχο (ή παξακεηξηθνχο) ζπληειεζηέο. Τν εξψηεκα πνπ 

πξνθχπηεη είλαη αλ κηα «δεπηεξνβάζκηα  εμίζσζε» κε κεηαβιεηνχο 

ζπληειεζηέο κπνξεί λα επηιπζεί κε ηνλ ίδην ηξφπν. Θα 

επηρεηξεκαηνινγήζνπκε σο πξνο ηελ θαηαθαηηθή απάληεζε. 

 

Abstract 

Maths is a science of spirit and free will. Very often we develop procedures 

to solve a problem. A well known procedure is solving the quadratic 

equation using the discriminant. In the current school books there are 

analytical proofs of the theoretical way to solve a quadratic equation with 

constant or parametric real coefficients. Someone may wonder if we can 

solve a “quadratic equation” with variable coefficients using the same 

methodology. We will argue that we can. 
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Εηζαγσγή 

Αλ α,β, γ  θαη α 0 , ε εμίζσζε  

2αx βx γ 0   , (1) 

νλνκάδεηαη εμίζσζε δεπηέξνπ βαζκνύ κε άγλσζην x [1]. Η εμίζσζε απηή 

ιχλεηαη ρξεζηκνπνηψληαο ηε δηαθξίλνπζα, Γ, πνπ νξίδεηαη σο 
2Γ β 4αγ  . (2) 

Σηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία α,β, γ  κε α 0 , ε ηηκή ηεο 

δηαθξίλνπζαο θαζνξίδεη ηελ χπαξμε δχν ζπδπγψλ κηγαδηθψλ ξηδψλ, ηελ 

χπαξμε κηαο δηπιήο πξαγκαηηθήο ξίδαο ή ηελ χπαξμε δχν άληζσλ 

πξαγκαηηθψλ ξηδψλ. 

Γηαθξίλνπζα νξίδεηαη ζε θάζε πνιπσλπκηθή εμίζσζε. Κάζε εμίζσζε 3νπ 

βαζκνχ παίξλεη ηε κνξθή  
3 2x αx βx γ 0    , (3) 

φπνπ α,β, γ , ε νπνία κέζσ ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ 

α
x y

3
  , (4) 

παίξλεη ηε κνξθή  
3x Ax B 0   , (5) 

κε Α,Β , ηεο νπνίαο ε δηαθξίλνπζα [2] νξίδεηαη σο 
3 2Γ 4Α 27Β   . (6) 

Η επίιπζε θπβηθψλ θαη ηεηαξηνβάζκησλ εμηζψζεσλ κειεηήζεθε αξρηθά απφ 

ηνλ Cardano [3] ηo 1545 ζην έξγν ηνπ Ars Magna (ε Μεγάιε Τέρλε).  

Γεληθά, αλ R είλαη έλαο αθέξαηνο δαθηχιηνο [2] θαη 1 2 nt , t ,..., t  είλαη 

αιγεβξηθά αλεμάξηεηα ζηνηρεία ηνπ R θαη x είλαη κηα κεηαβιεηή ηνπ 

1 2 nR[t , t ,..., t ] , ζεσξνχκε ην πνιπψλπκν 

1 2 nP(x) (x t )(x t )...(x t )    . (7) 

Οξίδνπκε σο δηαθξίλνπζα 2Γ (t)  ηνπ πνιπσλχκνπ P(x)  ην γηλφκελν 

2 2
i j

i j

Γ (t) (t t )


   , (8) 

ε νπνία είλαη θαη ε δηαθξίλνπζα ηεο πνιπσλπκηθήο εμίζσζεο P(x) = 0. 
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Η έλλνηα ηεο δηαθξίλνπζαο ρξεζηκνπνηείηαη ζε δηάθνξνπο θιάδνπο ησλ 

καζεκαηηθψλ, φπσο ζηηο κε γξακκηθέο κεξηθέο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο 

(ΜΓΔ) 2εο ηάμεο [4]. Σπγθεθξηκέλα, θάζε ΜΓΔ ηεο κνξθήο  

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2 x x 1 2 1 2 x x 1 2

1 2 x x 1 2 1 2 x x

A(x ,x )u (x , x ) 2B(x , x )u (x , x )

Γ(x , x )u (x , x ) Φ(x , x ,u,u ,u )



 
 (9) 

φπνπ 1Α,Β,Γ C  θαη δελ κεδελίδνληαη ηαπηφρξνλα ζε θάπνην ζεκείν 

0 0
0 1 2x x ,x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηνπο, ραξαθηεξίδεηαη σο ειιεηπηηθνχ ή 

ππεξβνιηθνχ ή παξαβνιηθνχ ηχπνπ απφ ηελ ηηκή ηεο δηαθξίλνπζαο 

       0 0 2 0 0 0 0 0 0
1 2 1 2 1 2 1 2Γ x , x Β x , x Α x , x Γ x , x  . (10) 

 

Εμίζσζε 2νπ βαζκνύ σο πξνο x,  

κε πξαγκαηηθνύο ζπληειεζηέο αλεμάξηεηνπο ηνπ x 

Η επίιπζε κηαο δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο απαζρφιεζε ηε καζεκαηηθή 

θνηλφηεηα απφ παιηά. Σε κηα Βαβπισληαθή πηλαθίδα [5] κε αξηζκφ ΑΟ8862 

(1750 π.Φ.) ππάξρεη ε παξαθάησ ζεηξά απφ πξάμεηο 
29 : 2 14,5 14,5 14,5 210,25

210,25 210 0,25 0,25 0,5

14,5 0,5 15 14,5 0,5 14

  

  

   

. (11) 

Αλ θάπνηνο δεη κε εξεπλεηηθή δηάζεζε ηηο (11), εχθνια θαηαιαβαίλεη φηη 

πξφθεηηαη γηα ηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο 
2x 29x 210 0   , (12) 

θάηη πνπ απνδεηθλχεη πσο νη Βαβπιψληνη είραλ ηξφπν γηα ηελ επίιπζε 

εμηζψζεσλ δεπηέξνπ βαζκνχ [5]. 

Σηελ αξραία Διιάδα  άλζηζε θπξίσο ε Γεσκεηξηθή Άιγεβξα [6], ηα ζεκέιηα 

ηεο νπνίαο είραλ ηεζεί απφ ηνλ Δπθιείδε ζην Βηβιίν ΙΙ ησλ Σηνηρείσλ. Σηελ 

κειέηε ηνπ Γηφθαληνπ ζηα «Αξηζκεηηθά», γηα ηελ επίιπζε αξηζκεηηθψλ 

πξνβιεκάησλ ζην ζχλνιν ησλ ξεηψλ, δφζεθε ελ απαξαίηεηε ζπλέρεηα [5].  

Ο ζχγρξνλνο ζπκβνιηζκφο άξρηζε λα εκθαλίδεηαη πεξί ην 1500 κ.Φ., θαη νη 

δπλαηφηεηεο ρξεζηκνπνίεζεο αξλεηηθψλ ξηδψλ θαη αθφκα κηγαδηθψλ ξηδψλ 

πξνηάζεθαλ απφ ηνπο Cardano θαη Girard [7]. Η γεσκεηξηθή παξάζηαζε 

ησλ αξλεηηθψλ ξηδψλ απφ ηνλ Descartes θαη ησλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ απφ 

ηνπο Wessel, Argand θαη Gauss έθαλε ηνπο αξηζκνχο απηνχο πεξηζζφηεξν 

απνδεθηνχο σο ξίδεο κηαο δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο. 
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«Εμίζσζε 2νπ βαζκνύ» σο πξνο x,  

κε πξαγκαηηθνύο ζπληειεζηέο εμαξηώκελνπο από ην x 

Έζησ ε εμίζσζε 
2α(x)f (x) β(x)f (x) γ(x) 0   , (13) 

φπνπ ε άγλσζηε ζπλάξηεζε είλαη ε f θαη α β γ fx D D D D .  

Αλ α(x) 0  γηα θάζε α β γ fx D D D D , ε (13) ηζνδχλακα γξάθεηαη 

2

2

β(x) Γ(x)
f (x)

2α(x) 4α (x)

 
  

 
, (14) 

φπνπ  
2Γ(x) β (x) 4α(x)γ(x)  , (15) 

είλαη ε «δηαθξίλνπζα» ηεο εμίζσζεο (13). Φξεζηκνπνηνχκε εηζαγσγηθά, 

δηφηη ε έλλνηα ηεο δηαθξίλνπζαο ζε ηέηνηα εμίζσζε δελ νξίδεηαη ζε θάπνην 

βηβιίν, ε κνξθή φκσο ηεο ζπλάξηεζεο Γ καο επηηξέπεη λα ην πξάμνπκε. 

Όηαλ α β γ fx D D D D  κε Γ(x) 0 , ε εμίζσζε (13) είλαη αδχλαηε. 

Αλ Γ(x) 0  θαη α β γ fx D D D D , ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν ηεο 

ζπκπιήξσζεο ηεηξάγσλνπ ε εμίζσζε (13) δίλεη  

β(x) Γ(x)
f (x)

2α(x)

 
 , (16) 

φπνπ ε έθθξαζε απηή ζπλδέεη θάζε ηηκή ηνπ x κε ηελ εηθφλα ηνπ f(x), θάηη 

πνπ ζεκαίλεη φηη δελ είλαη ν ηχπνο ηεο ζπλάξηεζεο f, απιά καο παξέρεη φιεο 

ηηο δπλαηέο ηηκέο f(x). 

Δίλαη θαλεξφ δειαδή φηη ε ζεηηθή «δηαθξίλνπζα» δελ εμαζθαιίδεη ηελ 

χπαξμε ιχζεο φπσο φηαλ έρνπκε πξαγκαηηθνχο ζηαζεξνχο ή παξακεηξηθνχο 

ζπληειεζηέο, θάηη ην νπνίν ζα γίλεη θαλεξφ απφ ηα ιπκέλα παξαδείγκαηα 

πνπ αθνινπζνχλ. 

Παξφκνηα πξνζέγγηζε ππάξρεη απφ ηνλ Arnold [8], φπνπ θαηά ηελ επίιπζε 

ηεο ζπλήζνπο δηαθνξηθήο εμίζσζεο  
2A(x, y) pB(x, y) p C(x, y,p) 0   , (17) 

φπνπ  

y y(x), p y'(x)  , (18) 
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γίλεηαη ρξήζε ηεο δηαθξίλνπζαο γηα λα πξνθχςεη φηη  

2B B 4AC
p

2C

  
 . (19) 

Η ρξήζε ηεο δηαθξίλνπζαο ζε κηα «εμίζσζε δεπηέξνπ βαζκνχ» είλαη 

απηνλφεην φηη ηζρχεη, αθνχ πξαθηηθά είλαη γελίθεπζε ηδηνηήησλ ζηηο νπνίεο 
εκθαλίδνληαη κεηαβιεηέο πνπ κπνξνχλ λα αληηθαηαζηαζνχλ απφ ζπλαξηήζεηο 

ρσξίο θακία επεμήγεζε. Γηα παξάδεηγκα γλσξίδνπκε φηη  

αβ βα , (20) 

αθνχ ν βαζκσηφο πνιιαπιαζηαζκφο είλαη αληηκεηαζεηηθφο ζην ζψκα ησλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ [9]. 

Με ην ίδην ζθεπηηθφ ηζρχεη  

f (x)g(x) g(x)f (x) , (21) 

 γηα θάζε f gx D D . 

Απφ ηελ πιεπξά ηεο καζεκαηηθήο ινγηθήο ππάξρεη ην ζεψξεκα ηεο 

αληηθαηάζηαζεο, ην νπνίν εμαζθαιίδεη ηελ εγθπξφηεηα ησλ 

αληηθαηαζηάζεσλ πνπ θάλνπκε ζηα καζεκαηηθά. Ο Shoenfield [10] νξίδεη 

κηα ζπγθεθξηκέλε εκθάληζε ηεο κεηαβιεηήο x ζηνλ ηχπν A, σο θξαγκέλε 

αλ εκθαλίδεηαη ζε έλα ηκήκα ηνπ A ηεο κνξθήο xB , αιιηψο ε 

ζπγθεθξηκέλε εκθάληζε ηεο x ιέγεηαη ειεχζεξε ζηνλ A. Η κεηαβιεηή 

ιέγεηαη γεληθά ειεχζεξε ζηνλ A αλ κηα ηνπιάρηζηνλ εκθάληζή ηεο είλαη 

ειεχζεξε. Με  
1 2 nx ,x ,....,x 1 2 nA a ,a ,...a  ζπκβνιίδεη ηνλ ηχπν πνπ πξνθχπηεη αλ 

φιεο νη ειεχζεξεο εκθαλίζεηο ηεο 1x  αληηθαηαζηαζνχλ κε 1a , φιεο νη 

ειεχζεξεο εκθαλίζεηο ηεο 2x  αληηθαηαζηαζνχλ κε 2a , …, φιεο νη ειεχζεξεο 

εκθαλίζεηο ηεο nx  αληηθαηαζηαζνχλ κε na . 

Σχκθσλα κε ην ζεψξεκα αληηθαηάζηαζεο [10], έρνπκε φηη 

 

 
1 2 n

1 2 n

x ,x ,....,x 1 n 1 2 n

1 n x ,x ,....,x 1 n

A a ,....,a x x ... x A,

x ... x A a ,....,a

  

   .

├

├
 (22) 

Απφ ην ζεψξεκα πξνθχπηεη ν εμήο απηνκαηηζκφο: Αλ ν 1 nx ... x   είλαη 

ζεψξεκα ηφηε θαη ν  
1 2 nx ,x ,....,x 1 nA a ,....,a  είλαη ζεψξεκα. Με άιια ιφγηα αλ 

έρνπκε απνδείμεη ηνλ πξψην ηζρπξηζκφ, δελ ρξεηάδεηαη λα απνδείμνπκε θαη 

ην δεχηεξν. 
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Εθαξκνγέο ζε «εμηζώζεηο 2νπ βαζκνύ» 

Έζησ ε εμίζσζε 4νπ βαζκνχ 
4 2x 2x 2x 1 0    , (23) 

ε νπνία γξάθεηαη 

 2 2x 2 x 2x 1 0    . (24) 

Θεσξψληαο  
2α(x) x 2, β(x) 2, γ(x) 1    , (25) 

έρνπκε  
2Γ(x) 4 4x 0    , (26) 

νπφηε ε εμίζσζε (23) είλαη αδχλαηε ζην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 

Αο ζεσξήζνπκε ηελ εμίζσζε  
2(x 1)x (2x 1)x x 0     . (27) 

Αλ x 1 ην πξψην κέινο ηεο (27) ηζνχηαη κε 2 , νπφηε x 1 . 

Θεσξψληαο φηη ε εμίζσζε (27) είλαη «δεπηέξνπ βαζκνχ σο πξνο x» θαη 

α(x) x 1, β(x) (2x 1), γ(x) x      , (28) 

έρνπκε  

Γ(x) 1 . (29) 

Τφηε ε (27) ηζνδχλακα δίλεη 

2x 1 1
x

x 1 x 12(x 1)

ή ή ή

2x 1 1 x x 0
x x 0

2(x 1) x 1

      
  

   
       

  

, (30) 

πνπ είλαη δεθηέο (αθνχ x 1 ). 

Παιηφηεξα γηα ηελ εχξεζε ηνπ ζπλφινπ ηηκψλ κηαο ζπλάξηεζεο, 

ρξεζηκνπνηνχληαλ θαη ε δηαθξίλνπζα. Σηηο παλειιήληεο εμεηάζεηο ηνπ 1983 

(ηχπνπ 2 γηα ηελ βειηίσζε ηεο βαζκνινγίαο) ζην ηξίην δήηεκα [11] 

δεηνχληαλ ε εχξεζε ηνπ ζπλφινπ ηηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο κε ηχπν 

2

5x
y

x x 1


 
. (31) 
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Αθνχ ην πεδίν νξηζκνχ ηεο είλαη ην , ην ζχλνιν ηηκψλ είλαη ην  

f (A) {y / x , y f (x)}      (32) 

ή  
2f (A) {y / x , yx (y 5)x y 0}        , (33) 

φπνπ ηα δηαζέζηκα εξγαιεία νδεγνχζαλ ζην 
* 2 2f (A) {y 0 / x , 5x 0} {y / (y 5) 4y 0}           , (34) 

άξα 
* 2f (A) {0} {y / 3y 10y 25 0}       , (35) 

δειαδή 

5
f (A) 5,

3

 
  
 

. (36) 

Παξφκνηεο ιπκέλεο αζθήζεηο ππήξραλ θαη ζε ζρνιηθά βηβιία [12], [13]. 

Αο βξνχκε ηψξα ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ (x, y)  ηνπ επηπέδνπ πνπ 

ηθαλνπνηνχλ ηελ εμίζσζε 
2 2y 3y x x 2 0     . (37) 

Αλ ζεσξήζνπκε ηελ εμίζσζε σο «δεπηεξνβάζκηα» κε άγλσζην ην y, έρνπκε  
2 2α(x) 1, β(x) 3, γ(x) x x 2, Γ(x) (2x 1)        . (38) 

Τφηε ηα ζεκεία (x, y)  ηνπ επηπέδνπ αλήθνπλ ζηηο επζείεο κε εμηζψζεηο 

y x 1, y x 2     . (39) 

Αο κειεηήζνπκε ηψξα έλα πνιχ πην αθξαίν, αιιά θαη σξαίν παξάδεηγκα 

[14]. Έζησ ε εμίζσζε 
25 x 5 x , x 5, 5     

 
. (40) 

Υςψλνληαο ζην ηεηξάγσλν θαη θάλνληαο πξάμεηο ηζνδχλακα θαηαιήγνπκε 

ζηελ εμίζσζε 
2 2 45 (2x 1)5 x x 0, x 5, 5       

 
. (41) 

Τν 5 είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο  
2 2 4y (2x 1)y x x 0, x 5, 5 , (42) 

κε 
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2 4 2α(x) 1, β(x) (2x 1), γ(x) x x, Γ(x) (2x 1)        . (43) 

Σπλεπψο 
22x 1 (2x 1)

5 , x 5, 5
2

  
   
 

, (44) 

νπφηε ηζνδχλακα θαηαιήγνπκε ζηηο εμηζψζεηο  
2 2x x 5 0 ή x x 4 0, x 5, 5        

 
, (45) 

κε δεθηέο ιχζεηο ηηο 

1 17 1 21
x ή x

2 2

  
  . (46) 

Έζησ φηη ζέινπκε λα ιχζνπκε ηελ εμίζσζε  
4x x 1 0    (47) 

ζην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Τν x 0  δελ είλαη ξίδα ηεο 

εμίζσζεο, νπφηε x 0  θαη ζεσξνχκε ηελ (47) σο «εμίζσζε δεπηέξνπ 

βαζκνχ σο πξνο x» κε  
2 2α(x) x , β(x) 1, γ(x) 1, Γ(x) 1 4x      . (48) 

Αλ  

1 1
Γ(x) 0 x ή x

2 2
     , (49) 

ε (47) είλαη αδχλαηε ζην 
1 1

, ,
2 2

. 

Αλ  

1 1
Γ(x) 0 x 0 ή 0 x

2 2
       , (50) 

ηφηε 

4 17 1 1
1 x 1 θαη x 0 ή 0 x

16 2 2

 
        

 
, (51) 

νπφηε ε εμίζσζε (47) είλαη θαη πάιη αδχλαηε ζην 
1 1

,0 0,
2 2

. Σπλεπψο 

ε εμίζσζε (47) είλαη αδχλαηε ζηνπο πξαγκαηηθνχο. 

Η εμίζσζε 
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3x 5x 6 0    (52) 

δελ έρεη ξίδα ην 0, νπφηε ηελ ζεσξνχκε σο «εμίζσζε δεπηέξνπ βαζκνχ σο 

πξνο x» κε  

α(x) x, β(x) 5, γ(x) 6, Γ(x) 25 24x      . (53) 

Αλ  

25
Γ(x) 0 x

24
    , (54) 

ε εμίζσζε (52) είλαη αδχλαηε ζην 
25

,
24

. 

Αλ  

25
Γ(x) 0 x 0 ή x 0

24
      , (55) 

ηφηε 

5 25 24x 25
x , κε x 0 ή x 0

2x 24

  
     . (56) 

Απφ ηελ (56) πξνθχπηεη  

2 25
2x 5 25 24x, κε x 0 ή x 0

24
        . (57) 

Τφηε 

4 2 25
4x 20x 24x 0, κε x 0 ή x 0

24
        (58) 

ή 

2 25
4x(x 1)(x x 6) 0, κε x 0 ή x 0

24
        , (59) 

δειαδή κνλαδηθή ιχζε ηεο (52) είλαη x 1 . 

Πξνζθάησο ζηηο παλειιήληεο εμεηάζεηο (εξψηεκα Γ3 ηνπ 2010 θαη 

εξψηεκα Γ1 ηνπ 2015) έρνπλ ηεζεί ζέκαηα ηα νπνία κπνξνχλ λα ιπζνχλ 

ζεσξψληαο ηηο εμηζψζεηο πνπ πξνθχπηνπλ σο «δεπηεξνβάζκηεο». Σην Γ1 

ζέκα ησλ εμεηάζεσλ ηνπ 2015 ζηα Μαζεκαηηθά θαηεχζπλζεο είρε δνζεί κηα 

παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f ζην  κε 
f (x) f (x)f (0) 0, f '(x) e e 2 γηα θάζε x    

 
. (60) 
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Με θαηάιιειεο δηαδηθαζίεο πξνθχπηεη ε ηζνδχλακε εμίζσζε 
2f (x) f (x)e 2xe 1 0, γηα θάζε x    . (61) 

Η ζπλαξηεζηαθή εμίζσζε απηή κπνξεί λα ζεσξεζεί «σο δεπηέξνπ βαζκνχ» 

κε άγλσζηε πνζφηεηα f (x)u e , νπφηε ε «δηαθξίλνπζα» είλαη  
2Γ(x) 4(x 1)   (62) 

θαη ηζρχεη  

2
f (x) 22x 4(x 1)

e x x 1, γηα θάζε x
2

 
     . (63) 

Η έθθξαζε απηή ζπλδέεη θάζε ηηκή ηνπ x κε ηελ εηθφλα ηνπ f(x). Όκσο 

ηζρχεη φηη 

2x x 1 0, γηα θάζε x     (64) 

θαη 

2x x 1 0, γηα θάζε x    , (65) 

νπφηε  

f (x) 2e x x 1, γηα θάζε x     (66) 

ή 

 2f (x) ln x x 1 , γηα θάζε x    . (67) 

Η επίιπζε ηεο εμίζσζεο (61) ππάξρεη θαη ζην [15] ζηε ζειίδα 110, πνπ 

ιχλεηαη κε ζπκπιήξσζε ηεηξαγψλνπ. Καη νη δχν ιχζεηο δελ απαηηνχλ ηε 

ρξήζε ηεο ζπλέρεηαο ηεο ζπλάξηεζεο f … 

Αο δνχκε κηα εθαξκνγή ζηελ νπνία δεηείηαη ε εχξεζε ηεο  ζπλάξηεζεο f 

πνπ είλαη νξηζκέλε ζην , κε 
2

2 2 2x 1
f (x) (x 1)f (x) 0

4


    . (68) 

Θεσξνχκε ηελ (68) σο εμίζσζε «δεπηέξνπ βαζκνχ σο πξνο f(x)» κε  
2

2 42x 1
α(x) 1, β(x) (x 1), γ(x) , Γ(x) x

4


      . (69) 

Τφηε 
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2 2x 1 x
f (x) , γηα θάζε x

2

 
  . (70) 

Σηελ πεξίπησζε απηή είλαη θαλεξφ φηη δελ κπνξνχκε λα βξνχκε ηνλ ηχπν 

ηεο f, αιιά ηηο δηάθνξεο πηζαλέο κνξθέο ηνπ ηχπνπ ηεο f, φπσο  
2

2
2x 1

, x 0
2x 1 1 2f (x) ή f (x) ή f (x) θ.η.ι.

2 2 1
, x 0

2

 
 

   
 


. (71) 

Ωο ηειεπηαία εθαξκνγή [16] ζα δνχκε ηε ρξήζε ηεο δηαθξίλνπζαο γηα ηελ 

παξαγνληνπνίεζε ηεο παξάζηαζεο  
x x x x x xE 2 4 6 8 9 12 1, x        . (72) 

Θέηνληαο  
x xa 2 ,b 3 , x   , (73) 

ε (72) γξάθεηαη 
2 2 2 3E b (a a )b 1 a a a        . (74) 

Η (74) κπνξεί λα ζεσξεζεί ηξηψλπκν σο πξνο b, κε δηαθξίλνπζα 
2 2Γ (a a 2)   . (75) 

Τφηε ε παξάζηαζε Δ παξαγνληνπνηείηαη σο εμήο 
x x x xE (4 3 1)(3 2 1), x      . (76) 

 

΢πκπεξάζκαηα  

Αλ έρνπκε έλαλ έγθπξν ηχπν, ηφηε ζηε ζέζε ησλ κεηαβιεηψλ ηνπ κπνξνχκε 

λα αληηθαζηζηνχκε νηηδήπνηε (ππφ ηελ πξνυπφζεζε φηη ν ηχπνο έρεη λφεκα) 

θαη ε ζρέζε πνπ πξνθχπηεη ηζρχεη. Ο δξφκνο γηα ηελ επίιπζε κηαο 

δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο έρεη ραξαρζεί κε ηε βνήζεηα κεηαβιεηψλ. Αλ νη 

κεηαβιεηέο νξηζηνχλ ζην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ, απηέο κπνξνχλ λα 

αληηθαηαζηαζνχλ κε πξαγκαηηθέο ζπλαξηήζεηο θαη νη δχν ζρέζεηο πνπ 

πξνθχπηνπλ δίλνπλ δεχγε ηηκψλ (x,f (x))  θαη φρη ηχπν ζπλάξηεζεο. 

Σεκεησηένλ φηη αλ ε δηαθξίλνπζα είλαη αξλεηηθή ε εμίζσζε είλαη αδχλαηε 

(23), ελψ αλ είλαη ζεηηθή δελ είλαη απαξαίηεην φηη έρεη ιχζε (47). 

 



 12 

Επραξηζηίεο 

Θα ζέιακε λα επραξηζηήζνπκε ηνλ θαζεγεηή καζεκαηηθψλ ηεο 

Δπαγγειηθήο Σρνιήο Νέαο Σκχξλεο θ. Μαπξνγηάλλε Νηθφιαν (M.Sc., 

Ph.D.) πνπ είρε ηελ επγελή θαινζχλε λα δηαβάζεη ηελ εξγαζία καο θαη 

ζπδεηήζεη καδί καο δηάθνξεο ιεπηνκέξεηεο. 

 

Ελδεηθηηθή βηβιηνγξαθία 

1. Αδακφπνπινο Λ., θ.ά.,  Μαζεκαηηθά Ι, Γ΄ Λπθείνπ, Άιγεβξα, 

ΟΔΓΒ, 1991.  

2. Serge Lang, Undergraduate Algebra, Springer-Verlag, 1990. 

3. Katz J. Victor, Ιζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ, Πανεπιζηημιακές 

εκδόζεις Κρήηης, 2013. 

4. Γάζηνο Γ., Κπξηάθε Κ., Μεξηθέο Γηαθνξηθέο Δμηζψζεηο, 

Ασηοέκδοζη, 1994. 

5. Θσκατδεο Φ. Γηάλλεο, Δμηζψζεηο θαη αληζψζεηο δεπηέξνπ βαζκνχ 

ζηα Αξηζκεηηθά ηνπ Γηφθαληνπ, Δκδόζεις Εήηη, 2011. 

6. Van Der Waerden, Η αθχπληζε ηεο επηζηήκεο, Πανεπιζηημιακές 

εκδόζεις Κρήηης, 2010. 

7. Αλδξεαδάθεο Σ., θ.ά., Άιγεβξα θαη Σηνηρεία Πηζαλνηήησλ Α΄ 

Λπθείνπ, ΙΤΥΔ Γιόθανηος, 2012. 

8. Arnold I. V., Geometrical methods in the theory of the ordinary 

differential equations, Springer, 1988. 

9. Βάξζνο Γ., θ.ά., Μηα εηζαγσγή ζηελ Άιγεβξα, Δκδόζεις Σοθία, 

2005. 

10. Shoenfield R. J., Mathematical logic, Addison-Wiley, 1967. 

11. Κπξηαθφπνπινο Αληψλεο, Θέκαηα Μαζεκαηηθψλ Δηζαγσγηθψλ 

Δμεηάζεσλ 1974-1992, 1εο θαη 4εο Γέζκεο, Δκδόζεις Παπαδημη-

ηρόποσλοσ, 1993. 

12. Αδακφπνπινο Λ., θ.ά., Μαζεκαηηθά Ι, Γ΄ Λπθείνπ, Λχζεηο ησλ 

Αζθήζεσλ, Αλάιπζε, ΟΔΓΒ, 1990. 

13. Αλδξεαδάθεο Σ., θ.ά, Άιγεβξα Α΄ Δληαίνπ Λπθείνπ, ΟΔΓΒ, 1990. 

14. http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=237851#p237851. 

15. Durell V. C., Robson A., Advanced Trigonometry, Dover, 2003. 

16. Andreescu T., Ganesh A., 108 Algebra Problems, XYZ Press, 2014. 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=237851#p237851

