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Πρόβληµα 1.

Να ϐρείτε όλες τις συναρτήσεις f : R → R οι οποίες είναι «ένα προς ένα» και τέτοιες, ώστε

για κάθε πραγµατικό αριθµό x και κάθε ϑετικό ακέραιο n, να ισχύει∣∣∣ n∑
i=1
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)) ∣∣∣ < 2016.

Πρόβληµα 2.

΄Εστω ABCD ένα εγγράψιµο τετράπλευρο µε AB < CD. Οι διαγώνιοί του τέµνονται στο

σηµείο F και οι ευθείες AD και BC τέµνονται στο σηµείο E. Θεωρούµε τις προβολές K

και L του σηµείου F στις πλευρές AD και BC αντίστοιχα και τα µέσα M, S και T των EF,

CF και DF αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι το δεύτερο κοινό σηµείο των περιγεγραµµένων

κύκλων των τριγώνων MKT και MLS ανήκει στο τµήµα CD.

Πρόβληµα 3.

Να ϐρείτε όλα τα µονικά πολυώνυµα f µε ακεραίους συντελεστές που ικανοποιούν την

ακόλουθη ιδιότητα : Υπάρχει ένας ϑετικός ακέραιος N τέτοιος, ώστε ο p να διαιρεί τον

2
(
f(p)!

)
+1 για κάθε πρώτο p > N, για τον οποίο ο αριθµός f(p) είναι ϑετικός ακέραιος.

Σηµείωση: ΄Ενα µονικό πολυώνυµο έχει συντελεστή του µεγιστοβάθµιου όρου του ίσο µε 1.

Πρόβληµα 4.

Το επίπεδο χωρίζεται σε µοναδιαία τετράγωνα από δύο σύνολα παράλληλων ευθειών,

σχηµατίζοντας ένα άπειρο πλέγµα. Κάθε µοναδιαίο τετράγωνο χρωµατίζεται µε ένα από

τα 1201 χρώµατα έτσι, ώστε να µην υπάρχει ορθογώνιο µε περίµετρο 100 το οποίο να

περιέχει δύο τετράγωνα του ιδίου χρώµατος. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει ορθογώνιο

µε διαστάσεις 1× 1201 ή 1201× 1 που να περιέχει δύο τετράγωνα του ιδίου χρώµατος.

Σηµείωση: Υποθέτουµε εδώ ότι κάθε ορθογώνιο έχει πλευρές που περιέχονται στις ευθείες

του πλέγµατος.

Γλώσσα: Ελληνικά Χρόνος : 4 ώρες και 30 λεπτά

Κάθε πρόβληµα ϐαθµολογείται µε 10 µονάδες


