ΒΙΒΛΙΟΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ
Ν. Σ. Μαυρογιάννη: Άλγεβρα Α΄ Λυκείου – Σχολικές Σημειώσεις

Τις τελευταίες δεκαετίες η έννοια «διδακτικό βιβλίο Μαθηματικών» του Λυκείου, όταν δεν αναφέρεται στο ένα και μοναδικό που παρέχει δωρεάν η πολιτεία, ταυτίζεται κυρίως με τη «συλλογή ασκήσεων». Στις περιπτώσεις που οι συγγραφείς ασχολούνται και με τη «θεωρία», ακολουθούν ή αντιγράφουν σχολαστικά την ύλη του επίσημου διδακτικού βιβλίου, ενώ τις λίγες φορές που εμβαθύνουν σε θεωρητικά ζητήματα αυτό γίνεται κυρίως μέσω ερωτήσεων του τύπου «Σωστό – Λάθος» οι οποίες αντιμετωπίζονται ως πιθανά θέματα εξετάσεων. Πρόκειται, όπως καταλαβαίνουμε όλοι, για τα λεγόμενα «βοηθήματα» τα οποία απευθύνονται εξίσου σε μαθητές και διδάσκοντες.
Αυτά τα χαρακτηριστικά συνδέονται βέβαια με τον έντονα εξετασιοκεντρικό προσανατολισμό της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης, και ιδιαίτερα την επιβολή μιας αυστηρά οριοθετημένης «εξεταστέας ύλης» που αναγάγει σε υπέρτατο θέσφατο της διδασκαλίας και μάθησης των Μαθηματικών το επίσημο διδακτικό βιβλίο. Θα μπορούσε δε ακόμη και να τα δικαιολογήσει κανείς, αν η συζήτηση αφορούσε αποκλειστικά τα «βοηθήματα» προετοιμασίας των μαθητών της Γ΄ Λυκείου για τις πανελλαδικές εξετάσεις. Είναι όμως τουλάχιστον αξιοπερίεργο το γεγονός ότι στην αγορά κυκλοφορούν αρκετές δεκάδες αντίστοιχων «βοηθημάτων» για την Α΄ Λυκείου και ιδιαίτερα για την Άλγεβρα. Ποια διδακτική ανάγκη εξυπηρετεί η κυκλοφορία συλλογών με ασκήσεις, ιδιαίτερα μετά τη δημιουργία της Τράπεζας Θεμάτων και την ελεύθερη πρόσβαση σε αυτήν; [footnoteRef:1]        [1:  Προς άρση πιθανών παρεξηγήσεων είμαι υποχρεωμένος να επισημάνω το αυτονόητο: Η περιβόητη Τράπεζα Θεμάτων, ακόμη και την περίοδο που χρησιμοποιήθηκε θεσμικά, δεν ήταν τίποτε περισσότερο από μια «επίσημη» συλλογή ασκήσεων, ένα εξεταστικό και όχι διδακτικό εργαλείο το οποίο με κανένα τρόπο δεν θα μπορούσε να θεωρηθεί ως οδηγός της διδασκαλίας. Τα αυτονόητα όμως δεν συμβαδίζουν πάντοτε με την κοινή λογική, ιδιαίτερα όταν τα εκπαιδευτικά ζητήματα διδασκαλίας και μάθησης και οι σχετικές προτεραιότητες προσδιορίζονται με αποκλειστικό κριτήριο τις απαιτήσεις των εξετάσεων, ακόμη και των ενδοσχολικών.] 

Το βιβλίο που αποτελεί αντικείμενο αυτής της παρουσίασης, και φέρει μετριοφρόνως τον υπότιτλο «Σχολικές Σημειώσεις», είναι φορέας μιας διαφορετικής φιλοσοφίας για τη διδασκαλία και μάθηση των Μαθηματικών. 
Πριν θίξω ορισμένα ζητήματα ουσίας, που τεκμηριώνουν αυτή τη διαπίστωση, θα παραθέσω τη βασική δομή και τα περιεχόμενα του βιβλίου, το οποίο αποτελείται από 323 σελίδες μεγάλου σχήματος.
Στις πρώτες 235 σελίδες αναπτύσσεται λεπτομερώς η θεωρία με τη συνδρομή 115 παραδειγμάτων και 410 προτεινόμενων ασκήσεων εμπέδωσης των εννοιών. Όμως για τους πραγματικούς εραστές της μαθηματικής δραστηριότητας ακολουθεί στις σελίδες 237–288 μια πλούσια συλλογή 300 συμπληρωματικών ασκήσεων (κατανεμημένων ανά κεφάλαιο και ενότητα), οι περισσότερες από τις οποίες είναι στην πραγματικότητα ενδιαφέροντα μαθηματικά προβλήματα που διευρύνουν σημαντικά τους μαθηματικούς ορίζοντες του αναγνώστη. Τέλος στις σελίδες 289–323 υπάρχουν απαντήσεις και σύντομες υποδείξεις για τις περισσότερες ασκήσεις του βιβλίου. 
Στο Κεφάλαιο 1 (Οι Πραγματικοί Αριθμοί) αναπτύσσονται σε 42 σελίδες οι ιδιότητες των πραγματικών αριθμών και σε 9 σελίδες οι βασικές έννοιες της Λογικής.
Στο Κεφάλαιο 2 (Σύνολα και Πιθανότητες) αναπτύσσονται σε 16 και 13 σελίδες αντίστοιχα οι βασικές έννοιες των δύο αυτών ενοτήτων.
Στο Κεφάλαιο 3 (Ταυτότητες, Ανισότητες, Εξισώσεις, Ανισώσεις) αναπτύσσεται σε 20 σελίδες η βασική θεωρία των ταυτοτήτων, των αναλογιών, των αριθμητικών και γεωμετρικών προόδων, σε 15 σελίδες οι ιδιότητες των ανισοτήτων και των τετραγωνικών ριζών, σε 13 σελίδες η βασική θεωρία των εξισώσεων 1ου και 2ου βαθμού και στις επόμενες 17 σελίδες των αντίστοιχων ανισώσεων.
Στο Κεφάλαιο 4 (Συντεταγμένες και Συναρτήσεις) αναπτύσσονται σε 20 σελίδες οι ιδιότητες της απόλυτης τιμής πραγματικού αριθμού, σε 12 σελίδες τα σχετικά με τις συντεταγμένες, την απόσταση δύο αριθμών και τις εξισώσεις κύκλου και ευθείας, σε 13 σελίδες γίνεται μια γενική εισαγωγή στην έννοια της συνάρτησης, σε 10 σελίδες αναπτύσσεται η βασική θεωρία των ν-οστών ριζών, σε 14 σελίδες η βασική θεωρία της γραμμικής συνάρτησης και σε άλλες τόσες η αντίστοιχη της τετραγωνικής συνάρτησης.
Από τη προηγούμενη παράθεση των περιεχομένων του βιβλίου ενδέχεται να δημιουργηθεί η εντύπωση ότι αυτό δεν ακολουθεί πιστά τη διάταξη της ύλης του αντίστοιχου Προγράμματος Σπουδών (Π.Σ.) και του επίσημου διδακτικού βιβλίου Άλγεβρας της Α΄ Λυκείου ή, γενικότερα, ότι δεν είναι συμβατό με τη φιλοσοφία τους.
Θέλω να επισημάνω με όσο γίνεται μεγαλύτερη έμφαση ότι συμβαίνει ακριβώς το αντίθετο! Και για να θέσω το ζήτημα λίγο πιο προκλητικά: Το επίσημο διδακτικό βιβλίο, γραμμένο πριν από ένα τέταρτο αιώνος για διαφορετικό Π.Σ. και μερικώς αναμορφωμένο προς πενταετίας (όταν δημοσιεύτηκε το νέο Π.Σ. για τα Μαθηματικά της Α΄ Λυκείου), είναι λιγότερο συμβατό με το νέο Π.Σ. από το βιβλίο που παρουσιάζεται εδώ.    
Προς τεκμηρίωση αυτού του μάλλον αιρετικού ισχυρισμού θα σταχυολογήσω αρχικά ορισμένα αποσπάσματα από τους στόχους της διδασκαλίας των Μαθηματικών, όπως ακριβώς περιγράφονται στο νέο Π.Σ. της Α΄ Λυκείου (Φ.Ε.Κ. Β΄ 1168, 8  Ιουνίου 2011):
Η διδασκαλία των Μαθηματικών στην Α΄ Λυκείου έχει δύο κεντρικούς στόχους. Την ολοκλήρωση της μαθηματικής εκπαίδευσης που οι μαθητές απέκτησαν στο Δημοτικό και στο Γυμνάσιο και ταυτόχρονα το πέρασμα σε έναν πιο προωθημένο, θεωρητικό μαθηματικό τρόπο σκέψης. Βασικά στοιχεία αυτού του τρόπου σκέψης είναι η «αυστηρή» χρήση μαθηματικής ορολογίας και συμβολισμού, οι ορισμοί των εννοιών και η θεωρητική απόδειξη των ισχυρισμών. Στην προσέγγιση αυτών των στόχων συμβάλλουν: 
Η ένταξη των προϋπαρχουσών μαθηματικών γνώσεων των μαθητών σ’ ένα θεωρητικό πλαίσιο, η επέκταση και η εμβάθυνσή τους.
Η ενεργητική εμπλοκή των μαθητών στη διερεύνηση προβλημάτων, στη δημιουργία και τον έλεγχο εικασιών, στην ανάπτυξη στρατηγικών επίλυσης προβλήματος και πολλαπλών αποδεικτικών προσεγγίσεων, στην ανάπτυξη διάφορων τρόπων σκέψης (επαγωγική, παραγωγική). …
Οι εννοιολογικές συνδέσεις εντός των Μαθηματικών αλλά και μεταξύ των Μαθηματικών και άλλων γνωστικών αντικειμένων. … 
Η θεώρηση των Μαθηματικών ως πολιτισμικό, ιστορικά εξελισσόμενο ανθρώπινο δημιούργημα.
Η υποβάθμιση της διδασκαλίας των Μαθηματικών σε απλή εκμάθηση διαδικασιών και τεχνικών επίλυσης ασκήσεων δεν είναι συμβατή με τους παραπάνω στόχους. Αντίθετα, αναγκαία προϋπόθεση για την προσέγγιση αυτών των στόχων είναι η προσπάθεια για την εννοιολογική κατανόηση των Μαθηματικών. Για το σκοπό χρειάζεται να αφιερωθεί περισσότερος χρόνος στην κατανόηση και εμπέδωση των εννοιών μέσα από την ανάπτυξη πολλαπλών αναπαραστάσεων τους, καθώς και τη χρήση τους στην επίλυση προβλημάτων.  
Το συγκεκριμένο Π.Σ., εκτός από τη διατύπωση αυτών των γενικών στόχων, περιλαμβάνει επίσης λεπτομερείς επιμέρους στόχους για κάθε θεματική ενότητα της ύλης και επιπλέον (αυτό συμβαίνει πρώτη φορά σε Π.Σ. Μαθηματικών του Λυκείου), παραθέτει ενδεικτικές δραστηριότητες για την υλοποίηση αυτών των στόχων. Θα μπορούσαμε μάλιστα να ισχυριστούμε ότι πρώτη φορά ένα Π.Σ. για τα Μαθηματικά του Λυκείου ολοκληρώνει άψογα το ρόλο του: δίνει ένα γενικό περίγραμμα για τους στόχους, αναλύει το περιεχόμενο και κάνει ορισμένες υποδείξεις για τη διδασκαλία. 
Το αντίστοιχο διδακτικό βιβλίο που είχε ήδη αναθεωρηθεί το 2010, πριν από τη δημοσίευση του νέου Π.Σ. (με την ένταξη ενός νέου, εισαγωγικού κεφαλαίου για τη λογική και τα σύνολα και μια γενική αναδιάταξη της ύλης), αναθεωρήθηκε πάλι το επόμενο έτος με την ένταξη-μεταφορά από τα βιβλία Μαθηματικών Γενικής Παιδείας της Γ΄ Λυκείου και Άλγεβρας της Β΄ Λυκείου δύο νέων κεφαλαίων για τις πιθανότητες και τις προόδους αντίστοιχα, και αφαίρεση των κεφαλαίων για τα γραμμικά συστήματα και την τριγωνομετρία (που ενσωματώθηκαν στην Άλγεβρα της Β΄ Λυκείου). Όλες αυτές οι προσθαφαιρέσεις έκαναν το ήδη ηλικίας 20 ετών βιβλίο Άλγεβρας της Α΄ Λυκείου συμβατό με την ύλη του νέου Π.Σ. αλλά ταυτόχρονα καθόλου συμβατό με τους στόχους που προαναφέραμε.
Αυτό το τελευταίο συμπέρασμα προκύπτει αβίαστα, αν λάβουμε υπόψη τα εξής: 
● Η πρωτοφανής μεταφορά του κεφαλαίου των Πιθανοτήτων από την Γ΄ στην Α΄ Λυκείου έχει ως αποτέλεσμα η εισαγωγή στην έννοια της πιθανότητας να μη γίνεται όπως αρμόζει στο επίπεδο της μετάβασης από το Γυμνάσιο στο Λύκειο, αλλά όπως είχε σχεδιασθεί προ 15ετίας για τη μετάβαση από το Λύκειο στο Πανεπιστήμιο!
● Η μελέτη των πραγματικών αριθμών εξυπηρετεί ελάχιστα ή καθόλου ορισμένους ειδικούς στόχους που αναφέρονται στο Π.Σ., όπως π.χ.: Να διακρίνουν [οι μαθητές] τους ρητούς από τους άρρητους αριθμούς μέσα από τις διάφορες αναπαραστάσεις τους, να διερευνούν τις ιδιότητες των πράξεων των πραγματικών αριθμών, να διερευνούν την έννοια της πυκνότητας και της διαδοχικότητας στα βασικά υποσύνολα των πραγματικών αριθμών. Αντίθετα, όλο σχεδόν το σχετικό κεφάλαιο εξαντλείται στον παραδοσιακό αλγεβρικό λογισμό.   
● Γενικότερα, στις δύο διαδοχικές αναθεωρήσεις του βιβλίου αγνοήθηκε πλήρως η μεγάλη ανάγκη ένταξης εισαγωγικών (κυρίως) δραστηριοτήτων που θα υποστηρίξουν τη λεπτή μετάβαση στον πιο προωθημένο, θεωρητικό μαθηματικό τρόπο σκέψης που διατυμπανίζει το νέο Π.Σ. ως κεντρικό στόχο της διδασκαλίας των Μαθηματικών στην Α΄ Λυκείου. Η διδακτική διάσταση αυτής της μετάβασης εξαντλείται με εισαγωγικές αναφορές του είδους «στο Γυμνάσιο μάθαμε ….», «είναι γνωστές από το Γυμνάσιο …», σχεδόν σε κάθε ενότητα του σχολικού βιβλίου. 
Έχοντας υπόψη όλα τα παραπάνω θα παρουσιάσω τώρα ορισμένα στοιχεία από το βιβλίο του Ν. Σ. Μαυρογιάννη Άλγεβρα Α΄ Λυκείου – Σχολικές Σημειώσεις, τα οποία νομίζω ότι οδηγούν αβίαστα στον ισχυρισμό που διατύπωσα παραπάνω. 
 Το βιβλίο αρχίζει με εισαγωγή στους πραγματικούς αριθμούς ακολουθώντας ένα «γενετικό» σχήμα το οποίο περιλαμβάνει τρεις ενότητες για τους φυσικούς, ακέραιους και ρητούς αριθμούς και μια ενότητα για τους πραγματικούς. Η ενότητα αυτή αρχίζει (σσ.20-21) με την ενδιαφέρουσα γεωμετρική δραστηριότητα «Πως προκύπτουν οι πραγματικοί αριθμοί», συνεχίζει με τις ιδιότητες των πράξεων και της διάταξης και ολοκληρώνεται με μια άλλη ενδιαφέρουσα δραστηριότητα για τις ακέραιες και δεκαδικές προσεγγίσεις (σσ.37-44). Αυτή η επιλογή του συγγραφέα αποδεσμεύει τη διδασκαλία των πραγματικών αριθμών από τον αλγεβρικό λογισμό (δηλαδή τις ταυτότητες, ανισότητες, εξισώσεις και ανισώσεις, που αναπτύσσονται εκτενώς στο Κεφάλαιο 3) και επιτρέπει ουσιαστική εμβάθυνση (για το επίπεδο της Α΄ Λυκείου) στη δομή και ορισμένες λεπτές ιδιότητες του συνόλου R.    
Η διδασκαλία των πιθανοτήτων στο Κεφάλαιο 2 γίνεται όπως αρμόζει στο επίπεδο της Α΄ Λυκείου, με μια εικονογραφημένη βασική δραστηριότητα (κλήρωση βιβλίων σε μια σχολική τάξη) μέσω της οποίας εισάγονται όλες οι σχετικές έννοιες. 
Στο Κεφάλαιο 3, που περιέχει τον κλασικό αλγεβρικό λογισμό, ο συγγραφέας έχει συμπεριλάβει επίσης και τις προόδους επιχειρώντας δύο ενδιαφέρουσες συνδέσεις. Προηγείται ο ορισμός της γεωμετρικής προόδου, ο οποίος εμφανίζεται ως μία φυσική συνέχεια και εφαρμογή της έννοιας της αναλογίας και ακολουθεί ο ορισμός της αριθμητικής προόδου μέσω μιας εύλογης μετάβασης από τα πηλίκα στις διαφορές.  
Στο κεφάλαιο αυτό υπάρχουν ορισμένες πολύ ενδιαφέρουσες δραστηριότητες, όπως για παράδειγμα οι «Δύο ιστορίες για αθροίσματα» (σσ.90-96). Σε αυτές όχι μόνο γίνεται φανερή η χρησιμότητα των αλγεβρικών τεχνικών και εργαλείων (π.χ. των ταυτοτήτων) στον υπολογισμό αριθμητικών αθροισμάτων, αλλά και προετοιμάζεται το έδαφος για τη μελέτη των προόδων. Επίσης ενδιαφέρουσα δραστηριότητα είναι η εισαγωγή στις ιδιότητες των τετραγωνικών ριζών μέσω μιας ευρετικής πορείας που συνδυάζει τη διερεύνηση αριθμητικών πινάκων με αλγεβρικές αποδείξεις των ιδιοτήτων (σσ.116-119). Θεωρώ επίσης αξιοσημείωτο ότι αφιερώνεται (σ.124) μια ειδική ενότητα (έστω και σύντομη) για την ιδιαίτερα προβληματική από διδακτική άποψη έννοια της παραμέτρου, η οποία στο σχολικό βιβλίο της Α΄ Λυκείου «εκτοξεύεται» κυριολεκτικά κατά των μαθητών μέσω μιας παραμετρικής εξίσωσης. 
Μια άλλη σημαντική καινοτομία είναι ότι η έννοια της απόλυτης τιμής αποδεσμεύεται από το πλαίσιο του αλγεβρικού λογισμού και εισάγεται συστηματικά στην αρχή του Κεφαλαίου 4 (Συντεταγμένες και Συναρτήσεις). Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει και εδώ η δραστηριότητα για τις ιδιότητες της απόλυτης τιμής μέσω μιας ευρετικής πορείας που συνδυάζει τη διερεύνηση αριθμητικών πινάκων και πινάκων προσήμων με αλγεβρικές αποδείξεις (σσ.162-166). Δυο άλλες τέτοιες δραστηριότητες έχουν ως αντικείμενο την εισαγωγή στην έννοια της ν-οστής ρίζας μέσα από τη μελέτη των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων της μορφής y = xν (σσ.193-197), καθώς και τη συγκριτική μελέτη των ιδιοτήτων των δυνάμεων και των ν-οστών ριζών (σσ.204-206).
Κλείνοντας αυτή τη σύντομη παράθεση στοιχείων θέλω να επισημάνω για άλλη μία φορά τον πλούτο των μαθηματικών θεμάτων που περιλαμβάνονται στις 50 σελίδες του Κεφαλαίου 5, υπό τον μετριόφρονα τίτλο Συμπληρωματικές ασκήσεις.   Αναφέρω ενδεικτικά: Διάσημα προβλήματα (ακολουθία Fibonacci, διαίρεση τμήματος σε μέσο και άκρο λόγο, εικασίες του Goldbach και του Collatz), βασικές έννοιες της συνδυαστικής, τρίγωνο του Pascal, διωνυμικό θεώρημα του Νεύτωνα, γενικεύσεις κλασικών ταυτοτήτων και ανισοτήτων, θέματα μαθηματικών διαγωνισμών και εξετάσεων από όλο τον κόσμο. Η έλξη να αναφερθώ λεπτομερώς σε ορισμένα τουλάχιστον από αυτά είναι σχεδόν ακατανίκητη, αλλά ο κίνδυνος να μετατραπεί η βιβλιοπαρουσίαση σε μαθηματική εργασία λειτουργεί αποτρεπτικά!  
Το βιβλίο στηρίζεται προφανώς στο επίσημο Π.Σ. της  Άλγεβρας Α΄ Λυκείου, αλλά ξεφεύγοντας από την πεπατημένη των τυπικών «βοηθημάτων» υιοθετεί μια διαφορετική, και πολύ λειτουργική κατά την άποψή μου, διάταξη της ύλης. Η ειδοποιός όμως διαφορά είναι ότι προτείνει ουσιαστικές και συστηματικές μαθησιακές δραστηριότητες, απόλυτα συμβατές με τη φιλοσοφία και τους στόχους του Π.Σ. και οι οποίες, σε κάθε περίπτωση, είναι απούσες από το επίσημο διδακτικό βιβλίο ή τη βιβλιογραφία των σχετικών «βοηθημάτων».       
Στον εμπνευσμένο μαθηματικό-δάσκαλο που δεν συνθλίβεται μέσα στα ασφυκτικά πλαίσια της «εξεταστέας ύλης», που αναζητά ιδέες και υλικό για να εμπλουτίσει και απογειώσει τη διδασκαλία, το βιβλίο παρέχει αφειδώς ευρηματικές δραστηριότητες και ελκυστικά προβλήματα που διεγείρουν το ενδιαφέρον, τη διάθεση για αναζήτηση και την προσπάθεια εμβάθυνσης. Απευθύνεται όμως εξίσου και στον ανήσυχο μαθητή που δεν αρκείται στο ρόλο του παθητικού αποδέκτη «τυποποιημένων οδηγιών επίλυσης ασκήσεων», αλλά αντιμετωπίζει τη μάθηση των Μαθηματικών ως πρόκληση και πεδίο αναμέτρησης για τις πνευματικές του δυνάμεις.    
Πρέπει να τονίσω επίσης ότι το βιβλίο δεν κυκλοφορεί στο εμπόριο και προορίζεται για σχολική χρήση στο Πρότυπο Πειραματικό Λύκειο της Ευαγγελικής Σχολής Σμύρνης στην οποία διδάσκει ο συγγραφέας. Μπορεί, όπως σημειώνει ο ίδιος, να αναπαραχθεί και να διανεμηθεί ελεύθερα αρκεί να μην αλλάξει η μορφή του. Για τον περιορισμό, των αναπόφευκτων, λαθών υπόκειται σε συνεχείς διορθώσεις.
Υπάρχουν πράγματι αρκετά παροράματα, κυρίως αυτά που στο παρελθόν αποκαλούσαμε «τυπογραφικά», αλλά τώρα μάλλον αποτελούν το δυσάρεστο τίμημα της μεγάλης ταχύτητας και ευελιξίας των προγραμμάτων επεξεργασίας κειμένου!
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