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(Συνημμένο 283. Συνέχεια από το συνημμένο 280).
3. Θεώρημα Τριχοτόμου Γωνίας Ειδικού Τριγώνου. 
Ερμηνεία της  Εικασίας του Απόστολου Μπαρζόπουλου.
Θεώρημα 3 (Σχήμα 3)

Σε κάθε τρίγωνο του οποίου η μία γωνία είναι διπλάσια μιας άλλης, αν η σεβιανή του που περνά από την κορυφή της τρίτης γωνίας τέμνει εσωτερικά την απέναντι πλευρά του και σχηματίζει με αυτή γωνία 600, τότε και μόνο τότε, η ευθεία αυτή είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας, από την κορυφή της οποίας περνά.
[image: image1]
Απόδειξη.

(α). Ευθύ.

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι:               
[image: image2.wmf]∠

Γ = 2
[image: image3.wmf]∠

Β,                                                  (1).
αν η ευθεία ΑΔ τέμνει την ΒΓ εσωτερικά στο Δ και αν αυτή είναι μία τριχοτόμος της γωνίας Α, τότε θα αποδείξουμε ότι 
[image: image4.wmf]∠

ΑΔΓ=600.
Πραγματικά, αφού η ΑΔ είναι μία τριχοτόμος της γωνίας Α, θα είναι:
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[image: image5.wmf]∠

ΓΑΔ=2
[image: image6.wmf]∠

ΒΑΔ ή φ=2χ.                                               (2).

Ακόμη είναι:                   
[image: image7.wmf]∠

ΑΔΒ=φ+
[image: image8.wmf]∠

Γ                                                               (3).

και                                    
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ΑΔΓ=χ+
[image: image10.wmf]∠

Β.                                                              (4).

Έτσι, η (3) λόγω των (1) και (2) γίνεται 
[image: image11.wmf]∠

ΑΔΒ=2χ+2
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Β ή 
[image: image13.wmf]∠

ΑΔΒ=2(χ+
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Β) και αυτή λόγω της (4) γίνεται                       
[image: image15.wmf]∠

ΑΔΒ=2
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ΑΔΓ                                   (5).

και επειδή 
[image: image17.wmf]∠

ΑΔΒ+
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ΑΔΓ=1800, θα είναι 
[image: image19.wmf]∠

ΑΔΒ=1800 -
[image: image20.wmf]∠

ΑΔΓ, οπότε η (5) γίνεται:  1800-
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ΑΔΓ=2
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ΑΔΓ ή 3
[image: image23.wmf]∠

ΑΔΓ= 1800 ή 
[image: image24.wmf]∠

ΑΔΓ=600.
(β). Αντίστροφο. 

Δηλαδή, αν στο τρίγωνο ΑΒΓ, αληθεύει η σχέση (1) και είναι 
[image: image25.wmf]∠

ΑΔΓ=600, θα αποδείξουμε ότι είναι:    
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ΓΑΔ=2
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ΒΑΔ ή φ=2χ.                                             (2).

Πραγματικά, επειδή 
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ΑΔΓ=600, θα είναι:    φ+
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Γ=1200, ή φ=1200-
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Γ         (6).

και                                      χ+
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Β=600 ή χ=600-
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Β.                                                                     (7).
Έτσι, η (6) λόγω της (1) γίνεται:        φ=1200-2
[image: image33.wmf]∠

Β,                                           (8).
οπότε η (8) λόγω της (7), γίνεται:  φ=2χ. Δηλαδή αληθεύει η (2), που σημαίνει ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας Α.

Είναι δυνατό να διατυπώσουμε και να αποδείξουμε και δεύτερο αντίστροφο του Θεωρήματος 3, ως εξής:

(γ). 2ο  Αντίστροφο. 

Αν στο τρίγωνο ΑΒΓ, η ΑΔ είναι μία τριχοτόμος της γωνίας Α, δηλαδή είναι:

                                                         φ=2χ                                                               (1).

και 
[image: image34.wmf]∠

ΑΔΓ=600,                                                                                                       (2),

τότε θα αποδείξουμε ότι:                       
[image: image35.wmf]∠

Γ=2
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Β.                                              (3).
Πραγματικά είναι                
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ΑΔΒ=φ+
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Γ ή 
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Γ=
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ΑΔΒ-φ.                               (4).

και                                        
[image: image41.wmf]∠

ΑΔΓ=χ+
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Β ή 
[image: image43.wmf]∠

Β=
[image: image44.wmf]∠

ΑΔΓ-χ.                                (5).

Επειδή αληθεύει η σχέση (2) και είναι:  
[image: image45.wmf]∠

ΑΔΒ+
[image: image46.wmf]∠

ΑΔΓ=1800, 

θα είναι και                                                 
[image: image47.wmf]∠

ΑΔΒ=1200.                                       (6).
Έτσι, από τις (2) και (6) 
[image: image48.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]∠

ΑΔΒ=2
[image: image50.wmf]∠

ΑΔΓ.                                                          (7).

Άρα, η (4) λόγω των (7) και (1), γίνεται:   
[image: image51.wmf]∠

Γ=2
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ΑΔΓ-2χ=2(
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ΑΔΓ-χ).            (8).

Συνεπώς, η σχέση (8), λόγω της (5), γίνεται:     
[image: image54.wmf]∠

Γ=2
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Β. Δηλαδή απoδείχθηκε 
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το ζητούμενο.

(δ). Διερεύνηση.

Γεννάται το ερώτημα: «Είναι δυνατή πάντοτε η Κατασκευή τριχοτόμου σε ένα τέτοιο ειδικό τρίγωνο»; Η απάντηση είναι θετική και η απόδειξη τούτου δίνεται στην διερεύνηση της Κατασκευής 4, που ακολουθεί.

10 Συμπέρασμα.
Για να τριχοτομήσουμε την γωνία Α, που μας δίνεται, πρέπει να μπορέσουμε να λύσουμε το παρακάτω Πρόβλημα:

«Να κατασκευασθεί τρίγωνο ΑΒΓ, του οποίου δίνεται η γωνία Α και ότι πχ η γωνία Γ να είναι διπλάσια της Β».

Τούτο προφανώς είναι αδύνατο, καθώς είναι:

 
[image: image56.wmf]∠

Α+
[image: image57.wmf]∠

Β+
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Γ=1800,  ή  
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Α+3
[image: image60.wmf]∠

Β=1800,  ή  
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Β= 600-
[image: image62.wmf]∠

Α/3.
Δηλαδή τελικά πρέπει να κατασκευάσουμε τη γωνία Α/3, ή να τριχοτομήσουμε τη γωνία Α, που είναι όμως και το ζητούμενο.

Ερμηνεία του Μηχανισμού της εικασίας Απόστολου Μπαρτζόγλου, με βάση τα Θεωρήματα 1, 2 και 3 (Σχήμα 2) (Από τον Νίκο Κυριαζή).

Παρατηρούμε ότι στο τρίγωνο ΒΑΔ του σχήματος 2, είναι:


[image: image63.wmf]∠

ΒΔΑ=
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ΑΜΓ=
[image: image65.wmf]∠

Β+
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ΒΑΜ= 
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Β+
[image: image68.wmf]∠

Β=2
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Β,   ή   
[image: image70.wmf]∠

ΒΔΑ=2
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Β.                     (1).
Δηλαδή στο τρίγωνο ΑΒΔ, η γωνία ΒΔΑ είναι διπλάσια της Β. Άρα εδώ με τον μηχανισμό του Θεωρήματος 1α, έχει προκύψει το τρίγωνο του Θεωρήματος 3 (τρίγωνο του σχήματος 3), και η γωνία ΒΑΔ έχει τριχοτομηθεί από την ΑΡ, καθώς η γωνία ΤΑΡ έχει κατασκευασθεί 300, οπότε η γωνία ΤΡΑ είναι 600, με βάση την Κατασκευή 2 (20ς τρόπος).

Τα ίδια ακριβώς με τα παραπάνω αναφερόμενα, συμβαίνουν και στο τρίγωνο ΑΔΓ, του σχήματος 2.
20 Συμπέρασμα.
Από την παραπάνω ερμηνεία, προκύπτει και το παρακάτω συμπέρασμα:
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«Με τον Μηχανισμό του Θεωρήματος 1α (Σχήμα 2), προκύπτουν αυτόματα δύο τρίγωνα τα οποία έχουν την μία γωνία τους διπλάσια της δεύτερης και στα οποία η Τρίτη γωνία τριχοτομείται, σύμφωνα με την Κατασκευή 2 (2ος τρόπος ή την Κατασκευή 3».
Παρατήρηση.

Βασιζόμενοι στο παραπάνω Θεώρημα, θα μας είναι εύκολη και η λύση σχετικών Προβλημάτων ή Προτάσεων , που θα ακολουθήσουν αργότερα. Επίσης είναι δυνατό να πραγματοποιήσουμε και μια Τρίτη διαπραγμάτευση του Θεωρήματος 1α, με βάσει το παραπάνω Θεώρημα 3.
4. Κατασκευή Τριχοτόμου Γωνίας Ειδικού Τριγώνου. 
Κατασκευή 4 (Σχήμα 3).
Ειδικού τριγώνου, η μία γωνία είναι διπλάσια μιας άλλης. Ζητείται η τριχοτόμηση της τρίτης γωνίας του. 
Λύσεις.
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ για το οποίο είναι 
[image: image72.wmf]∠

Γ=2
[image: image73.wmf]∠

Β. Ζητείται η τριχοτόμηση της γωνίας του Α.

(α). Ανάλυση.

Θεωρούμε ότι η μία από τις ζητούμενες τριχοτόμους της γωνίας Α είναι η ΑΔ (Δ
[image: image74.wmf]∈

ΒΓ).

Σύμφωνα με το ευθύ του Θεωρήματος 3,  θα πρέπει να είναι 
[image: image75.wmf]∠

ΑΔΓ=600.      (1).
Τούτο μας οδηγεί στις παρακάτω Κατασκευές.

(β). Κατασκευές.

10ς Τρόπος.

Από σημείο Ζ της προέκτασης της ΒΓ, φέρουμε ευθεία Ζα η οποία με την ΒΓ σχηματίζει γωνία 600. Από το Α φέρουμε παράλληλη στην Ζα, η οποία τέμνει 
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την ΒΓ στο Δ, οπότε 
[image: image76.wmf]∠

ΑΔΓ=600.
Λέμε ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας Α.

Την 2η τριχοτόμο κατασκευάζουμε εύκολα προφανώς, αν φέρουμε την διχοτόμο Αδ της γωνίας ΓΑΔ.
20ς Τρόπος.

Φέρουμε το ύψος ΑΕ του τριγώνου ΑΒΓ και σχηματίζουμε γωνία ΕΑΔ ίση με 300, έτσι ώστε να τέμνει την ΒΓ εσωτερικά στο Δ.

Λέμε ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας Α.

Την 2η τριχοτόμο κατασκευάζουμε εύκολα προφανώς, αν φέρουμε την διχοτόμο Αδ της γωνίας ΓΑΔ.

(β). Αποδείξεις.

10υ Τρόπου.

Επειδή στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι 
[image: image77.wmf]∠

Γ=2
[image: image78.wmf]∠

Β και επειδή 
[image: image79.wmf]∠

ΑΔΓ=600, σύμφωνα με  το 

αντίστροφο του Θεωρήματος 3, θα είναι 
[image: image80.wmf]∠

ΓΑΔ=2
[image: image81.wmf]∠

ΒΑΔ ή φ=2χ. Δηλαδή η ΑΔ είναι πραγματικά η μία τριχοτόμος της γωνίας Α.
Εύκολα αποδεικνύουμε ότι η δεύτερη τριχοτόμος της γωνίας Α, είναι η Αδ.

20υ Τρόπου.

Επειδή στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι 
[image: image82.wmf]∠

Γ=2
[image: image83.wmf]∠

Β (υπόθεση), επειδή από την κατασκευή είναι 
[image: image84.wmf]∠

ΕΑΔ=300 και επειδή από το ορθογώνιο τρίγωνο ΕΑΔ, εύκολα βρίσκουμε ότι 
[image: image85.wmf]∠

ΑΔΓ=600, αναγόμαστε στην απόδειξη του παραπάνω πρώτου τρόπου.

(γ). Διερεύνηση.

Για να έχει λύση το Πρόβλημα 4 (Σχήμα 3), πρέπει η παράλληλη από το Α στην Ζα, να βρίσκεται μέσα στη γωνία Α και άρα να τέμνει εσωτερικά την ΒΓ, καθώς αυτή πρέπει να είναι τριχοτόμος της γωνίας Α.

Τούτο για να συμβαίνει πρέπει 
[image: image86.wmf]∠

Β≤600 και 
[image: image87.wmf]∠

ΑΓβ≥600.
Αυτά ισχύουν, καθώς είναι:


[image: image88.wmf]∠

Α+
[image: image89.wmf]∠

Β+
[image: image90.wmf]∠

Γ=1800 ή 
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Α+3
[image: image92.wmf]∠

Β=1800 ή 
[image: image93.wmf]∠

Β= =600- 
[image: image94.wmf]∠

Α/3 ή 
[image: image95.wmf]∠

Β≤600                  (1).
και λόγω της (1) είναι: 
[image: image96.wmf]∠

ΑΓβ=1800-2
[image: image97.wmf]∠

Β=1800-≤1200=≥600   ή 

                                                        
[image: image98.wmf]∠

ΑΓβ≥600.                                                     (2).
Συνεπώς, το Πρόβλημα 4 έχει πάντοτε λύση.

Παρατήρηση.

Στο 10 Συμπέρασμα του Θεωρήματος 3 (Σχήμα 3), είδαμε ότι δεν είναι δυνατή η 
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κατασκευή ειδικού τριγώνου του οποίου δίνεται η γωνία Α και η γωνία Γ είναι διπλάσια της Β, καθώς η λύση του Προβλήματος αυτού είναι συνυφασμένη με την τριχοτόμο της γωνίας Α. Όμως, αν στο Πρόβλημα αυτό, μας δίνεται και η τριχοτομώ της γωνίας Α, τότε τούτο προφανώς μπορεί να κατασκευασθεί εύκολα, όπως παρακάτω:
Σε τυχαίο σημείο  Δ της δοσμένης τριχοτομούν ΆΔΗ της δοσμένης γωνίας Α, σχηματίζουμε, κατά τα γνωστά γωνία ΑΔΓ ίση με 600, η οποία τέμνει τις δύο άλλες πλευρές της γωνίας Α στα σημεία Β και Γ, οπότε λέμε ότι το ζητούμενο τρίγωνο είναι το ΑΒΓ.

Πραγματικά, επειδή στο τρίγωνο ΑΒΓ η τριχοτόμος του ΑΔ, σχηματίζει, από την κατασκευή της, γωνία ΑΔΓ ίση με 600, σύμφωνα με το 20 αντίστροφο του Θεωρήματος 3, στο τρίγωνο ΑΒΓ, η γωνία Γ θα είναι διπλάσια της γωνίας Β, 

οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι τ0 ζητούμενο.
(Προφανώς, το Πρόβλημα αυτό, έτσι όπως μας δίνεται είναι αόριστο. Αν θέλουμε να το καταστήσουμε ορισμένο, πρέπει να δίνονται επαρκεί στοιχεία. Για παράδειγμα να δίνεται η πλευρά ΑΒ, ή η ΒΓ, κτλ).  

Με Γεωμετρική αγάπη

Νίκος Κυριαζής
5. Θεώρημα Τριχοτόμου Γωνίας Ειδικού Τετράπλευρου (Λήμμα). 
Επέκταση της Πρότασης 3 και σε Ειδικό Τετράπλευρο.
Θεώρημα 5 (Σχήμα 4).
Δίνεται ειδικό ρομβοειδές ΑΒΓΔ (ορολογία F.G-M, Ιησουϊτών, σελίδα 1203), με άξονα συμμετρίας την ΑΓ, για το οποίο είναι:              
[image: image99.wmf]∠

Β=
[image: image100.wmf]∠

Γ=
[image: image101.wmf]∠

Δ.            (1).

Αν οι δύο ευθείες ΑΕ και ΑΖ τέμνουν εσωτερικά τις πλευρές ΒΓ και ΓΔ αντίστοιχα και είναι:                            
[image: image102.wmf]∠

ΑΕΒ=
[image: image103.wmf]∠

ΑΖΔ=600,                                     (2).

τότε και μόνο τότε, οι ΑΕ και ΑΖ είναι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α.
Ακόμη, αν ΑΕ και ΑΖ είναι οι τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Α και αν οι Αε Αζ είναι τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Α, να αποδειχθεί ότι είναι:

                                                        
[image: image104.wmf]∠

ΕΑε=
[image: image105.wmf]∠

ΖΑζ=1200                                     (2’).

και δύο αντίστροφα.
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