(Συνημμένο 284. Συνέχεια από το συνημμένο 283).
9. ΟΚΤΩ ΑΥΤΟΜΑΤΕΣ ΤΡΙΧΟΤΟΜΗΣΕΙΣ ΓΩΝΙΩΝ ΣΕ ΤΥΧΑΙΟ ΡΟΜΒΟ
Πρώτη Προσέγγιση.
Θεώρημα 9 (Σχήμα 7).

Σε τυχαίο ρόμβο ΑΒΓΔ πλευράς α, με κέντρο την τομή Ο των διαγώνιων του γράφουμε τον κύκλο (α), που περνά από τα μέσα Μ1, Μ2, Μ3, Μ4, των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, αντίστοιχα (προφανώς είναι ΟΜ1=ΟΜ2=ΟΜ3=ΟΜ4=α/2) και ο οποίος επανατέμνει τις ίδιες πλευρές στα Δ1, Δ2, Δ3, Δ4, αντίστοιχα.
Γράφουμε τους ίσους κύκλους (Μ1, Μ1Ο) ή (α1), (Μ2, Μ2Ο) ή (α2), (Μ3, Μ3Ο) ή (α3), 
(Μ4, Μ4Ο) ή (α4), οι οποίοι τέμνουν τον κύκλο (α), στα ζεύγη των σημείων Κ′4-Κ2, Κ′1-Κ3, Κ′2-Κ4, Κ′3-Κ1, αντίστοιχα.
Να αποδεχθεί ότι:
1/. Οι μη κυρτές γωνίες Δ4ΟΔ1, Δ1ΟΔ2, Δ2ΟΔ3, Δ3ΟΔ4, τριχοτομούνται από τα ζεύγη των ακτινών ΟΜ2-ΟΜ3, ΟΜ3-ΟΜ4, ΟΜ4-ΟΜ1, ΟΜ1-ΟΜ2, αντίστοιχα.
2/. Οι κυρτές γωνίες Δ4ΟΔ1, Δ1ΟΔ2, Δ2ΟΔ3, Δ3ΟΔ4, τριχοτομούνται από τα ζεύγη των ακτινών ΟΚ′4-ΟΚ1, ΟΚ′1-ΟΚ2, ΟΚ′2-ΟΚ3, ΟΚ′3-ΟΚ4, αντίστοιχα.
(α). Πληροφορίες για την δομή των σχημάτων 7, 8, 9.
Προτού προβούμε στην απόδειξη του Θεωρήματος 9, θα μελετήσουμε και θα δώσουμε μερικές τεκμηριωμένες πληροφορίες για τις ιδιότητες που έχουν τα σχήματα 7, 8, 9 (που θα ακολουθήσουν).

Εύκολα αποδεικνύουμε ότι οι Μ1ΟΜ3, Μ2ΟΜ4, είναι ευθείες ίσες και παράλληλες στις πλευρές ΒΓ, ΑΒ, αντίστοιχα. Από τις ευθείες αυτές και τις πλευρές του ρόμβου, σχηματίζονται τέσσερις ίσοι ρόμβοι, οι:

                                  ΑΜ1ΟΜ4, Μ1ΒΜ2Ο, ΟΜ2ΓΜ3, Μ4ΟΜ3Δ,                           (1).
με πλευρές ίσες με α/2 και όμοιοι με τον δοσμένο. 
Οι ακτίνες ΟΔ1, ΟΔ2, ΟΔ3, ΟΔ4, σχηματίζουν με τις ΟΜ1, ΟΜ2, ΟΜ3, ΟΜ4, αντίστοιχα, ίσες γωνίες με:         ω=
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(Προφανώς, αν 
[image: image5.wmf]∠

Α=
[image: image6.wmf]∠

Β, τότε ω=μηδέν).

Μετά τα παραπάνω, εύκολα αποδεικνύουμε ότι και οι Δ1ΟΔ3, Δ2ΟΔ4, είναι ευθείες οι οποίες με τις αντίστοιχες πλευρές του ΑΒΓΔ, σχηματίζουν τέσσερα ρομβοειδή:           ΑΔ4ΟΔ1, ΒΔ1ΟΔ2, ΓΔ2ΟΔ3 , ΔΔ3ΟΔ4,                               (3). 

που έχουν τις ιδιότητες του ρομβοειδούς του Θεωρήματος 5 (Σχήμα 4).

Τα ρομβοειδή αυτά έχουν την μία διαγώνιό τους  ίση με την μικρή ή την μεγάλη διαγώνιό των ρόμβων της (1).

[image: image7]
Ακόμη, από τις ΟΜ1, ΟΜ2, ΟΜ3, ΟΜ4, ΟΔ1, ΟΔ2, ΟΔ3, ΟΔ4, και τις αντίστοιχες 
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πλευρές του ΑΒΓΔ, σχηματίζονται οι παρακάτω δύο τετράδες ισοσκελών τραπεζίων [σχέσεις (4), (5)], που έχουν τρεις πλευρές τους ίσες με α/2 και που είναι ίσα κατά τετράδα:

--Ίσια μικρά τραπέζια:              ΒΜ1ΟΔ2, ΒΔ1ΟΜ2, ΔΜ3ΟΔ4 , ΔΔ3ΟΜ4.          (4).

Εύκολα βρίσκουμε ότι οι διαγώνιες τούτων είναι ίσες με τις μικρές διαγώνιες των ρόμβων της (1).

--Ίσια μεγάλα τραπέζια:         ΑΜ1ΟΔ4, ΑΔ1ΟΜ4, ΓΜ2ΟΔ3 , ΓΔ2ΟΜ3.            (5).

Εύκολα βρίσκουμε ότι οι διαγώνιες τούτων είναι ίσες με τις μεγάλες διαγώνιες των ρόμβων της (1).

Λόγω συμμετρίας των σχημάτων 7, 9, και οι: 

                                            Κ1ΟΚ3, Κ′1ΟΚ′3, Κ2ΟΚ4, Κ′2ΟΚ′4,                         (6).

είναι ευθείες.

Ομοίως και του σχήματος 8, οι:

                                            Ρ1ΟΡ3, Ρ′1ΟΡ′3, Ρ2ΟΡ4, Ρ′2ΟΡ′4,                          (7).

είναι ευθείες.

(β). Απόδειξη.
1/. Πρώτο Ζητούμενο.

Θεωρούμε τη μη κυρτή γωνία Δ1ΟΔ2, θα αποδείξουμε ότι οι ΟΜ4 και ΟΜ3, είναι οι δύο τριχοτόμοι της.
10ς Τρόπος (Με βάση την παραπάνω δομή του σχήματος 7).

Αν λάβουμε υπόψη μας τις παραπάνω πληροφορίες της παραγράφου (α), τότε εύκολα βρίσκουμε ότι το ΑΔ1ΟΜ4 είναι ισοσκελές τραπέζιο, οπότε: 

                                                      Δ1Μ4=ΑΟ.                                                      (1).
Ακόμη, επειδή οι ρόμβοι ΑΜ1ΟΜ4 και Μ4ΟΜ3Δ είναι ίσοι, θα είναι:

                                                     ΑΟ= Μ4Μ3.                                                     (2).
Έτσι, από τις σχέσεις (1) και (2) 
[image: image8.wmf]⇒

 Δ1Μ4=Μ4Μ3.                                             (3).

Όμοια βρίσκουμε και ότι:            Δ2Μ3=Μ4Μ3.                                                 (4).

Άρα, από τις (3), (4)        
[image: image9.wmf]⇒

            Δ1Μ4=Μ4Μ3= Μ3Δ2.                                    (5).

Παρατηρούμε ότι τα ίσα διαδοχικά τμήματα της (5), είναι και χορδές του κύκλου (α), οπότε θα είναι και:            
[image: image10.wmf]∠

Δ1ΟΜ4=
[image: image11.wmf]∠

 Μ4ΟΜ3=
[image: image12.wmf]∠

 Μ3ΟΔ2.                       (6).

Τούτο σημαίνει ότι πραγματικά αληθεύει το ζητούμενο τούτο.
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20ς Τρόπος (Με βάση την παραπάνω δομή του σχήματος 7).
Σύμφωνα με τη δομή του σχήματος 7, παράγραφος (α) σχέση (5), τα τραπέζια ΑΔ1ΟΜ4 και ΟΔ2ΓΜ3, είναι ισοσκελή και ίσια, ενώ είναι Μ1Μ3//ΑΔ και Μ2Μ4//ΓΔ, θα είναι:              
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Δ1ΟΜ4=
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ΟΜ4Α=
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Μ4ΟΜ3=
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ΟΜ3Γ=
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Μ3ΟΔ2  ή  
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Δ1ΟΜ4=
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Μ4ΟΜ3=
[image: image20.wmf]∠

Μ3ΟΔ2.                                (7).
30ς Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 8, σχήμα 7).

Σύμφωνα με την παρατήρηση του Θεωρήματος 8 [σχέση (7)], εύκολα βρίσκουμε ότι:   
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Δ1ΟΜ4 = 
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Δ1ΟΜ1 + 
[image: image23.wmf]∠

Μ1ΟΜ4 = 
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Β =
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Μ4ΟΜ3=
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Μ3ΟΜ2 + 
[image: image27.wmf]∠

Μ2ΟΔ2 = 
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Μ3ΟΔ2           ή          
[image: image29.wmf]∠

Δ1ΟΜ4 = 
[image: image30.wmf]∠

Μ4ΟΜ3 = 
[image: image31.wmf]∠

Μ3ΟΔ2=
[image: image32.wmf]∠

Β.                       (8)

Με τους ίδιους τρόπους αποδεικνύουμε και τα υπόλοιπα τρία ζητούμενα της παραγράφου 1/, του Θεωρήματος 9.

2/. Δεύτερο Ζητούμενο.

Θεωρούμε τη κυρτή γωνία Δ1ΟΔ2, θα αποδείξουμε ότι οι ΟΚ′1 και ΟΚ2,  είναι οι δύο τριχοτόμοι της.
10ς Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 5, σχήμα 7).

Τα τρίγωνα ΟΜ4Κ1 και ΟΜ2Κ′1 επειδή έχουν το καθ’ ένα ίσες πλευρές με α/2, θα είναι ισόπλευρα, οπότε:                      
[image: image33.wmf]∠

Μ4ΟΚ1 = 
[image: image34.wmf]∠

Μ2ΟΚ′1=600.                (1).
Αλλά, επειδή η Μ4ΟΜ2, είναι ευθεία και αληθεύει η (1), θα είναι: 


[image: image35.wmf]∠

Κ1ΟΚ′1 = 1800 - 
[image: image36.wmf]∠

Μ4ΟΚ1 - 
[image: image37.wmf]∠

Μ2ΟΚ′1 =1800-2.600=600, 

                                ή                
[image: image38.wmf]∠

Κ1ΟΚ′1 = 600.                                              (2).

Από τις (1) και (2) 
[image: image39.wmf]⇒

 


[image: image40.wmf]∠

Μ4ΟΚ′1 = 
[image: image41.wmf]∠

Μ4ΟΚ1 + 
[image: image42.wmf]∠

Κ1ΟΚ′1 =2.600=1200,  ή  
[image: image43.wmf]∠

Μ4ΟΚ′1 = 1200.             (3).
Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε και ότι:          
[image: image44.wmf]∠

Μ3ΟΚ2 = 1200.                         (4).
Έτσι, αφού αληθεύουν οι (3) και (4) και επειδή όπως αποδείξαμε στο ζητούμενο 1, οι ΟΜ3, ΟΜ4 είναι τριχοτόμοι της μη κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2, σύμφωνα με το αντίστροφο 2, του ζητούμενου 2 του Θεωρήματος 5, οι ΟΚ′1, ΟΚ2, θα είναι
τριχοτόμοι της κυρτής γωνίας Δ1ΟΔ2.
20ς Τρόπος (Με βάση το Θεώρημα 1, σχήμα 7).

(α). Ανάλυση. 

Παρατηρούμε ότι τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΒΓ, είναι συμμετρικά ως προς την ΟΒ, 
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οπότε και οι κύκλοι (α1), (α2) θα είναι συμμετρικοί ως προς την ΟΒ και επειδή και ο κύκλος (α) είναι συμμετρικός ως προς την ΟΒ και οι τομές Κ′1, Κ2 θα είναι συμμετρικές ως προς την ΟΒ.

Ακόμη παρατηρούμε ότι τα τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΒΓ είναι ορθογώνια στο Ο, οι ΟΜ1, ΟΜ2 είναι διάμεσοί τους και ΟΔ1, ΟΔ2, είναι οι ισοκλινείς των ΟΜ1, ΟΜ2, ως προς τις ΑΒ, ΒΓ αντίστοιχα, ενώ τα τρίγωνα ΟΜ1Κ2, ΟΜ2Κ1 είναι ισόπλευρα. Άρα για τα τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΒΓ, θα ισχύει το ευθύ του παραπάνω Θεωρήματος 1 και η απόδειξή του, οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω σύνθεση.
(β). Σύνθεση. 

Αν υψώσουμε κάθετη στο μέσον Ζ του ΒΔ2, αυτή θα τμήσει τον κύκλο (α) σε σημείο Ε, το οποίο, σύμφωνα με το αντίστροφο του Θεωρήματος 1, η ΟΕ θα είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΟΔ2.

Αποδεικνύουμε, όπως στην απόδειξη του αντίστροφου του Θεωρήματος 1, ότι τα Κ′1 και Ε είναι συμμετρικά ως προς την ΟΒ και επειδή όπως είδαμε παραπάνω στην ανάλυση συμμετρικά είναι και τα σημεία Κ′1, Κ2, θα είναι Ε≡Κ2. Έτσι, επειδή η ΟΕ είναι μία τριχοτόμος της γωνίας ΒΟΔ2, τριχοτόμος της ίδιας γωνίας ΒΟΔ2 θα είναι και η ΟΚ2. Δηλαδή θα είναι:

                                        
[image: image45.wmf]∠

Δ2ΟΚ2=2
[image: image46.wmf]∠

Κ2ΟΒ ή φ=2χ.                                        (1).
Αν εργασθούμε όπως ακριβώς παραπάνω και στο τρίγωνο ΟΑΒ, αποδεικνύουμε ότι και η Κ′1, είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας Δ1ΟΒ.
Δηλαδή θα είναι:            
[image: image47.wmf]∠

Δ1ΟΚ′1=2
[image: image48.wmf]∠

Κ′1ΟΒ ή φ′=2χ′.                                    (2).
Αλλά, όπως στην παραπάνω ανάλυση αναφέρεται, λόγω συμμετρίας, θα είναι:


[image: image49.wmf]∠

Δ1ΟΚ′1=
[image: image50.wmf]∠

Δ2ΟΚ2 , 
[image: image51.wmf]∠

Κ′1ΟΒ =
[image: image52.wmf]∠

ΒΟΚ2 ή φ′=φ, χ′=χ, ή  2χ′=2χ.                        (3).
Έτσι, από τις σχέσεις (1)-(3) 
[image: image53.wmf]⇒

 

                          φ′=2χ′=2χ=φ ή 
[image: image54.wmf]∠

Δ1ΟΚ′1=
[image: image55.wmf]∠

Κ′1ΟΚ2 =
[image: image56.wmf]∠

Κ2ΟΔ2..                      (4).
Τούτο είναι δυνατό να αποδειχθεί και ως εξής:

Επειδή φ=2χ, φ′=2χ′ και χ=χ′, θα είναι: φ=2χ=χ+χ=χ+χ′=φ′ ή χ+χ′=φ=φ.′

Άρα, προφανώς θα είναι και: 
[image: image57.wmf]∠

Δ3ΟΚ′3=
[image: image58.wmf]∠

Κ′3ΟΚ4 =
[image: image59.wmf]∠

Κ4ΟΔ4..                     (4′).
Αν εργασθούμε όπως παραπάνω και στα ορθογώνια τρίγωνα ΟΒΓ, ΟΓΔ, αποδεικνύουμε και ότι:                    
[image: image60.wmf]∠

Δ2ΟΚ′2=
[image: image61.wmf]∠

Κ′2ΟΚ3=
[image: image62.wmf]∠

Κ3ΟΔ3..                      (5).

Άρα, προφανώς θα είναι και: 
[image: image63.wmf]∠

Δ4ΟΚ′4=
[image: image64.wmf]∠

Κ′4ΟΚ1 =
[image: image65.wmf]∠

Κ1ΟΔ1.                       (5′).
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(γ). Διερεύνηση. 

Αν λάβουμε υπόψη μας την διερεύνηση του παραπάνω Θεωρήματος 1, το Θεώρημα 9 αληθεύει  και στην περίπτωση που η ΟΒ<ΟΜ1<ΟΑ, που τότε οι κορυφές Β και Δ του ρόμβου, θα βρίσκονται, μέσα στον κύκλο (α).

Για τον ίδιο λόγο το Θεώρημα 9 αληθεύει και όταν ΑΟ=ΟΒ ή όταν ΟΑ>ΟΒ=ΟΜ1, κτλ.
Συνεπώς, το Θεώρημα 9 αληθεύει όποια και αν είναι τα μέτρα των γωνιών του ρόμβου.

Παρατήρηση.

Είναι φανερό ότι ο μηχανισμός του Θεωρήματος 9, δεν βοηθά στη λύση του γνωστού Προβλήματος της τριχοτόμησης οποιασδήποτε γωνίας , καθώς οι τριχοτομούμενες γωνίες του σχήματος 7, δεν είναι δυνατό να προκαθορισθούν.

Συμπέρασμα.
Από τα παραπάνω, προκύπτει το παρακάτω συμπέρασμα:

«Με τον Μηχανισμό του Θεωρήματος 9 (Σχήμα 7), προκύπτουν οκτώ γωνίες, που έχουν τριχοτομηθεί αυτόματα.
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Δεύτερη Προσέγγιση.
Θεώρημα 9α (Σχήμα 8).

Σε τυχαίο ρόμβο ΑΒΓΔ πλευράς α, με κέντρο την τομή Ο των διαγώνιων του γράφουμε τον κύκλο (α), που περνά από τα μέσα Μ1, Μ2, Μ3, Μ4, των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, αντίστοιχα (προφανώς είναι ΟΜ1=ΟΜ2=ΟΜ3=ΟΜ4=α/2) και ο οποίος επανατέμνει τις ίδιες πλευρές στα Δ1, Δ2, Δ3, Δ4, αντίστοιχα.

Με κοινή κορυφή το Ο και με βάσεις που να βρίσκονται στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, του ρόμβου, κατασκευάζουμε ισόπλευρα τρίγωνα ΟΡ1Ρ′1, ΟΡ2Ρ′2, ΟΡ3Ρ′3, ΟΡ4Ρ′4, αντίστοιχα.
Να αποδεχθεί ότι:
1/. Οι μη κυρτές γωνίες Δ4ΟΔ1, Δ1ΟΔ2, Δ2ΟΔ3, Δ3ΟΔ4, τριχοτομούνται από τα ζεύγη των ακτινών ΟΜ2-ΟΜ3, ΟΜ3-ΟΜ4, ΟΜ4-ΟΜ1, ΟΜ1-ΟΜ2, αντίστοιχα.
2/. Οι κυρτές γωνίες Δ4ΟΔ1, Δ1ΟΔ2, Δ2ΟΔ3, Δ3ΟΔ4, τριχοτομούνται από τα ζεύγη των ευθειών ΟΡ′4 - ΟΡ1, ΟΡ′1 - ΟΡ2, ΟΡ′2 - ΟΡ3, ΟΡ′3 - ΟΡ4, αντίστοιχα.
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