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Έστω η  συνάρτηση [ ]f : , Rα β →  η ο�οία είναι συνεχής στο 

[ ],α β  και  δύο φορές �αραγωγίσιµη  µε ( ) ( )f x , x ,α β′′ > ∀ ∈0 . 

Έστω και οι συναρτήσεις [ ]g,h : , Rα β →  µε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f f

g x f x x f
β α

α α
β α

−
= − − −

−
 

( ) ( )h x f x f x f
α β α β α β+ + +    ′= − − −    

    2 2 2
 

Α. 

Να δείξετε ότι: 

i. ( ) [ ]f x f x f , x ,
α β α β α β

α β
+ + +    ′≥ − + ∀ ∈    

    2 2 2
 

ii. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
f f

f x x f , x ,
β α

α α α β
β α

−
≤ − + ∀ ∈

−
 

iii. Να ερµηνεύσετε γεωµετρικά τα συµ�εράσµατα των 

�αρα�άνω υ�οερωτηµάτων 

Β. Έστω η συνάρτηση ( )
xx ,x

r x
,x

 >
= 

=

0

1 0
  

i. Να µελετήσετε την r ως �ρος την συνέχεια. 

ii. Να δείξετε ότι η συνάρτηση r είναι κυρτή. 

iii. Να υ�ολογίσετε το  ( )
a

a
a

lim r x dx
+→ ∫

1

0
. 

iv. Να δείξετε ότι 
xx dx< <∫

1

0

2
1

2
 

v. Να λύσετε την εξίσωση 

( )x xx x ,x
+

+ − + = >
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ΛΥΣΗΛΥΣΗΛΥΣΗΛΥΣΗ    

Α. 
i. 

Επειδή η f είναι ( ) ( )f x , x ,α β′′ > ∀ ∈0  και συνεχής στο [α, β] θα 

είναι κυρτή στο [α, β] άρα θα βρίσκεται �άνω α�ό την 

εφα�τοµένη στο σηµείο 
α β+

2
 µε εξαίρεση το σηµείο ε�αφής. 

Η εφα�τοµένη στο 
α β+

2
 έχει εξίσωση 

y f f x

y f x f

α β α β α β

α β α β α β

+ + +    ′− = − ⇔    
    

+ + +    ′= − +    
    

2 2 2

2 2 2

 

 

Ο�ότε 

( ) ( ) [ ]f x y f x f x f , x ,
α β α β α β

α β
+ + +    ′≥ ⇔ ≥ − + ∀ ∈    

    2 2 2

 µε την ισότητα να ισχύει µόνο στο  
α β+

2
. 

ii.  

Είναι ( ) ( ) ( ) ( )f f
g x f x

β α

β α

−
′ ′= −

−
 και ( ) ( )f x , x ,α β′′ > ∀ ∈0  άρα 

η f’ είναι γνησίως αύξουσα στο (α, β) 

Η f είναι 
 συνεχής στο [α, β] α�ό υ�όθεση 
 �αραγωγίσιµη στο (α, β) α�ό υ�όθεση 

άρα από ΘΜΤ στο [α, β], θα υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ στο (α, β) 

ώστε να ισχύει ( ) ( ) ( ) ( )
f f

f g
β α

ξ ξ
β α

−
′ ′= ⇒ =

−
0  

' Για x > ξ έχουµε ( ) ( ) ( )f x f g xξ′ ′ ′> ⇒ > 0 , άρα η g είναι 

γνησίως αύξουσα στο [ξ, β] ως συνεχής σε αυτό. 
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' Για x < ξ έχουµε ( ) ( ) ( )f x f g xξ′ ′ ′< ⇒ < 0 , άρα η g είναι 

γνησίως φθίνουσα στο [α, ξ] ως συνεχής σε αυτό 
Άρα έχει ελάχιστο στην θέση ξ µε τιµή g(ξ)  και µέγιστο σε κάποιο 

από τα άκρα του [α, β]. Επειδή είναι ( ) ( )g gα β= = 0 , το µέγιστο 

ισούται µε 0 
χ α         ξ            β 

( )g x′        '           + 

( )g x     0                     0 

      ↘ ( )g ξ ↗  

Από τον ορισµό του µεγίστου θα ισχύει 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
f f

g x f x x f , x ,
β α

α α α β
β α

−
≤ ⇔ ≤ − + ∀ ∈

−
0  µε 

την ισότητα να ισχύει µόνο στα α και β. 
iii. 
Η γεωµετρική ερµηνεία του (ι) υποερωτήµατος, έχει ήδη δοθεί στην 
απόδειξη του και η γεωµετρική ερµηνεία του δεύτερου 
υποερωτήµατος είναι ότι κάθε κυρτή συνάρτηση στο [α, β] 
βρίσκεται κάτω από την χορδή που έχει άκρα τα σηµεία 

( )( ) ( )( ), f , , fα α β β . 

 
Β. 
 
i. 

( ) ( )

( ) ( )
x

DLHx x x x

ln x xln x

x x x x

x

ln x xlim xln x lim lim lim x

x x

lim r x lim lime lx ime e r

+ + + +

+ + + +

−∞
+∞

→ → → →

→ → → →

   
   

= = = − =   
   −
   

= = = = ==

0 0 0 0

2

0

0 0 0 0

1

0
1 1

1 0

 

άρα  η r είναι συνεχής στο 0 
Στο (0,+οο) είναι συνεχής ως σύνθετη της συνεχούς xln x  

(γινόµενο συνεχών) µε την 
xe . 

Κατά συνέπεια είναι συνεχής στο [0,+οο) 
 
ii. 
Για θετικά x έχουµε 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

x xln x x x

x
x x x

x

r x x e x xln x x ln x

x
r x x ln x x ln x x ln x

x

x lnx
x

′ ′ ′′ = = = = +

′ ′′′ = + + + = + + =

 = + + >  

2

2

1

1 1 1

1
1 0

 

Άρα η r είναι κυρτή στο [0,+οο) ως συνεχής σε αυτό. 
iii. 

Επειδή η r είναι κυρτή στο , ,α α
α

  >  

1
0 , από Αι για την 

εφαπτοµένη στο 

α
α

+
1

2
  ισχύει 

 

( )r x r x r
α α α

α α α

    + + +    
′≥ − +    
    
    

1 1 1

2 2 2
 

Με ολοκλήρωση της µη αρνητικής και συνεχούς h στο 

, ,α α
α

  >  

1
0  , η οποία µηδενίζει µόνο στο 

α
α

+
1

2
, έχουµε 

x

x

x dx r x

x dx

α
α

α

α

α

α

α
α

α

α

α α α
α α α α

α

α
α α

α

+

+

     + + +       ′ > − + − ⇒      
      

      

 +   > −   
  

 

∫

∫

1
1

21 2

1

1 2

1 1 1
1 1

2 2 2 2

1
1

2
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Είναι 

 

ln

lim ln

lim lime

α

α
α

α α
α α

α α

α α
α α

α
α

+

+ +

→

+
 + + 
 
 
 

→ →

 + + 
= +∞ 

 
 

 + 
= = +∞ 

 
 

0

1

1 1
2

2 2

0 0

1 1

2 2

1

2

 

Άρα   

( )( )lim

α
α

α

α
α α

α+

+

→

 +   − = +∞ +∞ = +∞   
  

 

1

2

0

1
1

2
 και για το ζητούµενο 

όριο θα ισχύει 
 

( )

( )

a

a

a

a

lim r x dx lim

lim r x dx

α
α

α α

α

α
α α

α+ +

+

+

→ →

→

 +   ≥ − ⇒   
  

 

= +∞

∫

∫

1

1 2

0 0

1

0

1
1

2
 

iv. 
Από Α i, ii ισχύει 
 

 

( ) [ ]r x r x f , x ,
+ + +    ′≥ − + ∀ ∈    

    

0 1 0 1 0 1
0 1

2 2 2
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
r r

r x x f , x ,
−

≤ − + ∀ ∈
−

1 0
0 0 0 1

1 0
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Από τις οποίες παίρνουµε 

( ) ( )ln x r x
 − − + ≤ ≤ 
 

2 1 2
1 2 1

2 2 2
και επειδή η ισότητες δεν 

ισχύουν παντού, µε ολοκλήρωση στο [0,1] παίρνουµε 

( )

( ) ( )

x

x

x

ln x dx x dx dx

x dx

x dx

  − − + < < ⇒  
  

+ − < < − ⇒

< <

∫ ∫ ∫

∫

∫

1 1 1

0 0 0

1

0

1

0

2 1 2
1 2 1

2 2 2

2
0 1 0 1 1 0

2

2
1

2

 

v. 
Αφού η r είναι κυρτή, η r΄ θα είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+οο), 

κατά συνέπεια  ( ) ( )x x r x r x ,( )′ ′+ > ⇒ + >2010 2010 1 . 

 Για θετικά x , ορίζουµε την 

( )k x r(x ) r(x),x= + − >2010 0  µε �αράγωγο 

( ) ( ) ( )k x r x r x′ ′ ′= + − >2010 0  από (1), άρα είναι γνησίως 

αύξουσα στο (0,+οο) , οπότε και 1'1 

Είναι ( )k r( ) r( )= + − = −20111 1 2010 1 2011 1  

Πάµε να λύσουµε την εξίσωση µας 

( )
( )

( ) ( )

x x

x x

r

x x

x x

r x r x

+

+

↑

−

+ − + = ⇔

+ − = − ⇔

= ⇔ =

2010 2011

2010 2011

1 1

2010 1 2011

2010 2011 1

1 1
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