Συνημμένο 279.

ΜΕΓΑΛΗ ΠΡΟΚΛΗΣΗ

Πρόβλημα Γίγας (σε Μέγεθος και σε Δυσκολία).
Το Μεγάλο, Πολύ Δύσκολο και Εντυπωσιακό Πρόβλημα.

Κατασκευή Ειδικού Κυρτού Εγγεγραμμένου σε Κύκλο Δεκάπλευρου, με Πολλές και Εντυπωσιακές Ιδιότητες. 
Κατασκευή 203 (Σχήματα 123-126).

Σε δοσμένο κύκλο (ο), να εγγραφεί ειδικό κυρτό Δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ (όχι κανονικό), το οποίο να έχει τις παρακάτω κυριότερες ιδιότητες:

(α). Οι κυρίες διαγώνιές του, να συντρέχουν σε σημείο Λ. Δηλαδή να είναι:

                                                      ΑΖ∩ΒΗ∩ΓΘ∩ΔΙ∩ΕΚ≡Λ.                          (1).

(β). Επίσης, να είναι:                 
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(γ). Αν α, β, γ, …..κ, είναι οι αποστάσεις του Λ από τις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ,…, ΚΑ αντίστοιχα, να είναι: 
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(δ). Επίσης, να είναι:                   
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(ε). Οι πέντε τομές των απέναντι πλευρών του, να είναι συνευθειακές. Δηλαδή οι τομές:

             ΓΔ∩ΘΙ≡Π, ΔΕ∩ΙΚ≡Ρ, ΕΖ∩ΚΑ≡Σ, ΖΗ∩ΑΒ ≡Τ, ΗΘ∩ΒΓ≡Υ,             (5).

να ανήκουν σε ευθεία (ε), ενώ ανά μία κυρία διαγώνιός του, να περνά από μία τομή από τις τομές αυτές. Δηλαδή να είναι: 

                                         Π
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(στ). Κάθε μία από τις πέντε τομές των δεύτερων απέναντι διαγώνιών του, να συμπίπτει σε μία από τις παραπάνω συνευθειακές τομές. Δηλαδή να είναι :
            ΒΕ∩ΗΚ≡Π, ΓΖ∩ΑΘ≡Ρ, ΔΗ∩ΒΙ≡Σ, ΕΘ∩ΓΚ≡Τ, ΖΙ∩ΔΑ≡Υ.               (7).

(ζ). Οι δέκα τομές ΚΓ∩ΒΙ≡α′, ΑΔ∩ΓΚ≡β′, ΒΕ∩ΔΑ≡γ′,…,ΙΒ∩ΑΘ≡κ′,         (8)

 των δεύτερων διαγώνιων του, να ανήκουν στις κυρίες διαγώνιές του: ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ,…,ΚΕ, αντίστοιχα (από δύο τομές σε κάθε μία διαγώνιο). 

(η). Οι δέκα τομές ΚΔ∩ΒΘ≡α′′, ΑΕ∩ΓΙ≡β′′, ΒΖ∩ΔΚ≡γ′′,…,ΙΓ∩ΑΗ≡κ′′,      (9).

των τρίτων διαγώνιών του, να ανήκουν στις κυρίες διαγώνιές του: ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ,…,ΚΕ, αντίστοιχα (από δύο τομές σε κάθε μία διαγώνιο).

(θ). Οι δέκα τομές ΙΚ∩ΒΓ≡α, ΚΑ∩ΓΔ≡β, ΑΒ∩ΔΕ≡γ,…,ΘΙ∩ΑΒ≡κ,            (10).

των μία παρά δύο πλευρών του, να ανήκουν στις κυρίες διαγώνιές του: ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ,…, ΚΕ, αντίστοιχα (από δύο τομές σε κάθε μία διαγώνιο).

(ι). Οι δέκα τομές ΘΚ∩ΒΔ≡α1, ΙΑ∩ΓΕ≡β1, ΚΒ∩ΔΖ≡γ1,…,ΗΙ∩ΑΓ≡κ1,        (11).

των πρώτων διαγώνιών του, να ανήκουν στις κυρίες διαγώνιές του: ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ,…,ΚΕ, αντίστοιχα (από δύο τομές σε κάθε μία διαγώνιο).

(ια). Αν οι εφαπτόμενες στον κύκλο (ο), στα ζεύγη των απέναντι κορυφών του Δ και Ι, Ε και Κ, Ζ και Α, Η και Β, Θ και Γ, τέμνονται σε σημεία Π′, Ρ′, Σ′, Τ′, Υ′, αντίστοιχα, τότε οι τομές αυτές να ανήκουν στην παραπάνω ευθεία (ε).

(ιβ). Αν οι εφαπτόμενες στον κύκλο (ο), στα ζεύγη των κορυφών του Κ και Β, Α και Γ, Β και Δ,….,Ι και Α, τέμνονται στα σημεία Α′, Β′, Γ′,…, Κ′, αντίστοιχα, τότε οι τομές αυτές να ανήκουν στις κυρίες διαγώνιές του ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ, ….,ΚΕ, αντίστοιχα (από δύο τομές σε κάθε μία διαγώνιο).

(ιγ). Αν οι εφαπτόμενες στον κύκλο (ο), στα ζεύγη των σημείων Γ και Ι, Δ και Κ, Ε και Α,….,Θ και Β, τέμνονται στα σημεία Α1, Β1, Γ1,…, Κ1, αντίστοιχα, τότε οι τομές αυτές να ανήκουν στις κυρίες διαγώνιές του ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ, ….,ΚΕ, αντίστοιχα (από δύο τομές σε κάθε μία διαγώνιο).

(ιδ). Κάθε μία από τις πέντε τομές των απέναντι πρώτων διαγώνιών του, να συμπίπτει σε μία από τις παραπάνω συνευθειακές τομές Π′, Ρ′, Σ′, Τ′, Υ′. Δηλαδή να είναι :  

             ΓΕ∩ΚΘ≡Π′, ΔΖ∩ΙΑ≡Ρ′, ΕΗ∩ΒΚ≡Σ′, ΖΘ∩ΓΑ≡Τ′, ΒΔ∩ΗΙ≡Υ′.         (12).

(ιε). Κάθε μία από τις πέντε τομές των τρίτων απέναντι διαγώνιών του, να συμπίπτει σε μία από τις παραπάνω συνευθειακές τομές Π′, Ρ′, Σ′, Τ′, Υ′. Δηλαδή να είναι :   

         ΒΖ∩ΗΑ≡Π′, ΓΗ∩ΒΘ≡Ρ′, ΔΘ∩ΓΙ≡Σ′, ΕΙ∩ΔΚ≡Τ′, ΖΚ∩ΑΕ≡Υ′.             (13).

(ιστ). Οι δέκα οκτώ παραπάνω τομές που βρίσκονται σε κάθε κυρία διαγώνιό του, να αποτελούν Απλή Συνευθειακή Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία τα ζεύγη των κορυφών του δεκάπλευρου που βρίσκονται στην ίδια διαγώνιό του.  

Επίσης, ανά οκτώ κορυφές του δεκάπλευρου, κάθε φορά, να αποτελούν Απλή ομοκυκλική Αρμονική Ενέλιξη με Διπλά Σημεία τις υπόλοιπες δύο απέναντι κορυφές του.

Για παράδειγμα, στη διαγώνιο ΑΖ, όπως παραπάνω είδαμε, υπάρχουν οι τομές Π, Α1, α1, α, Α′, λ≡ΒΚ∩ΑΖ, α′, α′′, ν≡ΓΙ∩ΑΖ, Λ, π≡ΔΘ∩ΑΖ, ζ′′, ζ′, μ≡ΕΗ∩ΑΖ, Ζ′, ζ, ζ1, Ζ1, οι οποίες να αποτελούν Συνευθειακή Απλή Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία το ζεύγος των κορυφών του Α και Ζ. Επίσης, οι κορυφές Β, Γ, Δ, Ε, Η, Θ, Ι, Κ, αποτελούν Ομοκυκλική Απλή Αρμονική Ενέλιξη, με Διπλά Σημεία επίσης το ζεύγος των κορυφών του Α και Ζ.

Δηλαδή, αν Μ είναι το μέσον του ΑΖ, να είναι:

 ΜΑ2= ΜΖ2= Μλ.ΜΑ′= Μα′.Μα= Μα′′.Μα1= Μν.ΜΑ1= ΜΛ.ΜΠ= Μπ.ΜΖ1= Μζ′′.Μζ1= Μζ′.Μζ= Μμ.ΜΖ′= ΜΒ.ΜΚ= ΜΓ.ΜΙ= ΜΔ.ΜΘ= ΜΕ.ΜΗ.                                  (14).

(ιζ). Οι δέκα τομές Π, Π′, Ρ, Ρ′, Σ, Σ′, Τ, Τ′, Υ, Υ′, που ανήκουν στην ευθεία (ε), 

να αποτελούν Συνευθειακή Αρμονική Δεκάδα Σημείων.
(Οι ιδιότητές του είναι ατέλειωτες. Μας αρκούν όμως εδώ οι παραπάνω).
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Επεξηγήσεις και Πληροφορίες για το παραπάνω Πρόβλημα.

(α). Το παραπάνω Πρόβλημα, έτσι όπως έχει δοθεί, είναι αόριστο (Δεν αποτελεί συγκεκριμένο Δεκάπλευρο). Αν θέλουμε να το καταστήσουμε ορισμένο, τότε πρέπει να μας δίνονται επαρκή πρόσθετα στοιχεία. 

(β). Όπως από τα παραπάνω διαπιστώνουμε, το Πρόβλημα αυτό είναι γιγαντιαίο, καθώς η διατύπωσή του είναι μακροσκελής και προπαντός επειδή το ειδικό δεκάπλευρο αυτό έχει πληθώρα ιδιοτήτων και επειδή για τη λύση του απαιτείται να βασισθούμε σε πολλές Προτάσεις και Κατασκευές, που καλύπτουν σχεδόν όλη την ύλη του βιβλίου της Αρμονικής Γεωμετρίας. Αποτελεί δηλαδή μια εφαρμογή σχεδόν εφ’ όλης της ύλης, του βιβλίου αυτού.

Το ζητούμενο δεκάπλευρο έχουμε ονομάσει Αρμονικό [Βλέπε και παρακάτω § (ια) ορισμός].
Πιστεύουμε δε ότι δεν υπάρχει άλλος τρόπος λύσης του εκτός από εκείνον που έχουμε δώσει στο παραπάνω βιβλίο μας και για τούτο αποτελεί μεγάλη πρόκληση για τους φίλους της Γεωμετρίας.
(γ). Είναι φανερό ότι τα σχήματα 123-126, δεν είναι ανάγκη να επισυναφθούν στο Πρόβλημα αυτό. Τούτο έγινε για την διευκόλυνση των αναγνωστών.

(δ). Υπογραμμίζουμε ότι τα σχήματα 123-125, κανονικά θα έπρεπε να ήταν ένα 
ενιαίο σχήμα, καθώς το καθένα συμπληρώνει τα άλλα δύο ή είναι μέρος των άλλων δύο και ο κύκλος (ο) να είναι του ίδιου μεγέθους, σε όλα τα σχήματα. Τότε όμως θα έπρεπε το χαρτί σχεδιάσεως να ήταν τεράστιο. Για τον λόγο αυτό, αλλά και για να γίνει αποσυμφόρηση των πολλών ευθειών και σημείων του, το διασπάσαμε σε τρία μέρη και με τον κύκλο (ο) σε διαφορετικά μεγέθη, ανάλογα με τις ανάγκες μας. Έτσι ο αναγνώστης θα πρέπει να ανατρέχει κάθε φορά στο σχήμα στο οποίο υπάρχουν τα γεωμετρικά στοιχεία που τον ενδιαφέρουν.
(ε). Το σχήμα 126 είναι ανεξάρτητο από τα σχήματα 123-125 και έχει σκοπό να παρουσιάσει τη μορφή ενός ολοκληρομένου Πλήρους Αρμονικού Δεκάπλευρου ΑΒΓ…Κ αβγ…κ Α′Β′Γ′…Κ′ Α1Β1Γ1…Κ1 ΠΡΣΤΥ, το οποίο σχηματίζεται στα σχήματα 123-125 και αποτελείται προφανώς από το αρχικό Απλό Αρμονικό Δεκάπλευρο ΑΒΓ…Κ, το Πρωτογενές Δεκάπλευρο αβγ…κ, το Δευτερογενές Δεκάπλευρο Α′Β′Γ′…Κ′, το Τριτογενές Δεκάπλευρο Α1Β1Γ1…Κ1  και την τεταρτογενή συνευθειακή Πεντάδα Σημείων Π, Ρ, Σ, Τ, Υ, η οποία αποτελεί Αρμονικό Πεντάπλετρο, εκφυλισμένο επάνω σε ευθεία (ε).
(στ). Αρμονική Γεωμετρία είναι ο τομέας εκείνος της Ευκλειδείου Γεωμετρίας, ο οποίος εξετάζει Γεωμετρικά Στοιχεία που έχουν Αρμονικές ιδιότητες. 

(ζ). Κυρίες Διαγώνιες ή απλά Διαγώνιες Πολύπλευρων με Άρτιο Αριθμό Πλευρών. 

Με τον όρο αυτό ονομάζουμε τις διαγώνιες ενός πολυπλεύρου με άρτιο αριθμό πλευρών, εκείνες που συνδέουν απέναντι κορυφές του.

Πρώτες, Δεύτερες, Τρίτες, κοκ, Διαγώνιες Πολύπλευρου.

Με τους όρους αυτούς χαρακτηρίζουμε τις διαγώνιες των Πολύπλευρων, εκείνες που συνδέουν αντιστοίχως τις «μία παρά μία», τις «μία παρά δύο», τις «μία παρά τρεις», κοκ, αντίστοιχα, κορφές του Πολύπλευρου (Είναι φανερό ότι 
το Τετράπλευρο έχει μόνο κυρίες διαγώνιες, ενώ το Πεντάπλευρο έχει μόνο Πρώτες Διαγώνιες).

(η). Παρακάτω δίνουμε τον ορισμό και στοιχεία της Συνευθειακής Αρμονικής Ενέλιξης Κλειστής Σημειoσειράς ν Ζευγών Σημείων.
 Ορισμός.
Τα ζεύγη των συνευθειακών σημείων Α - Α', Β - Β', Γ - Γ',….,Ν - Ν', της κλειστής σημειοσειράς των διατεταγμένων σημείων Μ, Ν,….,Γ, Β, Α, Μ′, Α′, Β′, Γ′,….,Ν, λέμε ότι βρίσκονται σε Αρμονική Ενέλιξη, ως προς τα Μ, Μ', όταν όλα αυτά τα ζεύγη, διαιρούν αρμονικά το τμήμα ΜΜ', της ίδιας ευθείας. 
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Δηλαδή είναι:     
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, …….                 (1) .

ή  (MM'AA')= (MM'ΒΒ')= (MM'ΓΓ')=……=1,                                                         (2).

ή, σύμφωνα με το Θεώρημα του Νεύτωνα και για το μέσον Ο του τμήματος  ΜΜ', θα έχουμε:  ΜΟ2=Μ'Ο2=ΟΑ.ΟΑ'= ΟΒ.ΟΒ'= ΟΓ.ΟΓ'=…….                         (3).

Στοιχεία της Ενέλιξης.

Το Ο ονομάζεται κέντρο της ενέλιξης, το   ΜΟ2 ή Μ'Ο2, δύναμη της ενέλιξης, συζυγή, τα ζεύγη των σημείων Α - Α', Β - Β', Γ - Γ',…., ενώ το ζεύγος των σημείων 
Μ, Μ' διπλά σημεία. Είναι φανερό ότι τα συζυγή ζεύγη σημείων, μπορεί να είναι ένα, οπότε θα έχουμε Αρμονική Τετράδα ή Αρμονική Ενέλιξη Τετράδας, δύο, οπότε θα έχουμε, Αρμονική Ενέλιξη Εξάδας, τρία, κτλ.
(θ). Παρακάτω δίνουμε τον ορισμό και στοιχεία της Ομοκυκλικής Σημειοσειράς Κλειστής Αρμονικής Ενέλιξης ν Ζευγών Σημείων.
Ορισμοί.
Τα ζεύγη των ομοκυκλικών σημείων Α - Α', Β - Β', Γ - Γ',….,Ν - Ν', της κλειστής σημειοσειράς των διατεταγμένων σημείων Μ, Α, Β, Γ,…,Ν, Μ′, Ν′,…,Γ′, Β′, Α′, λέμε ότι βρίσκονται σε Αρμονική Ομοκυκλική ή Κυκλική Ενέλιξη ν ζευγών σημείων, ως προς ζεύγος σημείων Μ, Μ', όταν όλα αυτά τα ζεύγη, διαιρούν αρμονικά το ζεύγος των σημείων Μ-Μ'. 
Δηλαδή είναι: 
[image: image34.wmf]'

Μ

'

Α

'

ΜΑ

=

'

ΑΜ

ΜΑ

,  
[image: image35.wmf]'

Μ

'

Β

'

ΜΒ

=

'

ΒΜ

ΜΒ

,  
[image: image36.wmf]'

Μ

'

Γ

'

ΜΓ

=

'

ΓΜ

ΜΓ

,…,
[image: image37.wmf]'

Μ

'

Ν

'

ΜΝ

=

'

ΝΜ

ΜΝ

,   (1).

ή                  (MM'AA')= (MM'ΒΒ')= (MM'ΓΓ')=……(ΜΜ′.ΝΝ′)=1,                        (2).

ή, αν ληφθεί υπόψη ότι και εδώ αληθεύει ανάλογο Θεώρημα του Νεύτωνα και για κύκλο, σύμφωνα με αυτό , αν Ο είναι το μέσον του τμήματος  ΜΜ', τότε πρέπει να είναι:  ΜΟ2=Μ'Ο2=ΟΑ.ΟΑ'= ΟΒ.ΟΒ'= ΟΓ.ΟΓ'=…= ΟΝ.ΟΝ′.           (3).
[Το Θεώρημα τούτο, έχουμε αποδείξει ότι αληθεύει (§ 8.5, Πρόταση 33), του βιβλίου μου Αρμονικής Γεωμετρίας].

Στοιχεία της Ενέλιξης.

Το Ο ονομάζεται κέντρο της ενέλιξης, το   ΜΟ2 ή Μ'Ο2, δύναμη της ενέξιξης, συζυγή, τα ζεύγη των σημείων Α - Α', Β - Β', Γ - Γ',…, Ν - Ν′, ενώ το ζεύγος των σημείων Μ, Μ' διπλά σημεία της. Είναι φανερό ότι τα συζυγή ζεύγη σημείων, μπορεί να είναι ένα, οπότε θα έχουμε Αρμονικό Τετράπλευρο, ή Αρμονική Ενέλιξη Τετράδας Ομοκυκλικών Σημείων, αν δύο τότε θα έχουμε Αρμονική Ενέλιξη Εξάδας, αν τρία, κτλ.
(ι). Αρμονική Κλειστή Συνευθειακή Δεκάδα Σημείων ή πιο απλά Αρμονική Δεκάδα. (Αρμονικό Δεκάπλευρο εκφυλισμένο σε ευθεία).
Θεωρούμε σε ευθεία (ε), την δεκάδα των διατεταγμένων σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ, Ι, Κ.

Την δεκάδα αυτή θα την χαρακτηρίζουμε Αρμονική, αν όλες οι τετράδες, από τις παρακάτω δέκα διαδοχικές τετράδες σημείων της, είναι αρμονικές: 

Α, Β, Γ, Η, - Β, Γ, Δ, Θ, - Γ, Δ, Ε, Ι, - Δ, Ε, Ζ, Κ - Ε, Ζ, Η, Α, - 

Ζ, Η, Θ, Β, - Η, Θ, Ι, Γ, - Θ, Ι, Κ, Δ, - Ι, Κ, Α, Ε, - Κ, Α, Β, Ζ.                                  (4).
(ια). Αρμονικό Δεκάπλευρο, χαρακτηρίζουμε το εγγεγραμμένο σε κύκλο κυρτό δεκάπλευρο ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ εκείνο, το οποίο έχει αρμονικά τα δέκα τετράπλευρά του, που έχουν κορυφές της παραπάνω σχέσεως (4), τετράδες σημείων (ορισμός §16.1δ, σελίδα 384)
Νίκος Κυριαζής
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