Συνημμένο 292

Επέκταση του Θεωρήματος 1α.
Πρόταση 17 (Σχήμα 13).
Τυχαίου ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ (
[image: image1.wmf]∠

Α=1L), αν ΑΜ, ΑΕ, ΑΤ είναι η διάμεσος, η διχοτόμος, το ύψος αντίστοιχα του τριγώνου ΑΒΓ και η ΑΔ είναι η ισογώνιος της ΑΜ ως προς την ΑΤ, τότε και μόνο τότε, το ύψος ΑΤ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ.
[image: image2]
Απόδειξη.
(α). Ευθύ.

Δηλαδή, θα αποδείξουμε εδώ ότι το ύψος ΑΤ, είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ.

Πραγματικά, επειδή 
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ΒΑΤ=
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Γ=
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ΓΑΜ ή 
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ΒΑΤ=
[image: image7.wmf]∠

ΓΑΜ,                              (1).

και επειδή                 
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ΒΑΕ=
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ΕΑΓ=450,                                                          (2).

θα είναι και                
[image: image10.wmf]∠

ΤΑΕ=
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ΕΑΜ=1/2
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ΤΑΜ.                                               (3).

Δηλαδή, η ΑΕ είναι και η διχοτόμος της γωνίας ΜΑΤ.
Εξάλλου, επειδή              
[image: image13.wmf]∠

ΔΑΤ=
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ΤΑΜ,                                                          (4).
εύκολα προκύπτει ότι:    3
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ΤΑΕ=
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ΔΑΕ, καθώς λόγω των (3) και (4), είναι: 
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ΤΑΕ=1/2
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ΤΑΜ=1/2
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ΔΑΤ ή 
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ΔΑΕ=
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ΔΑΤ+
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ΤΑΕ ή 
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ΔΑΕ=
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ΤΑΜ+
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ΤΑΕ =2
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ΤΑΕ+
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ΤΑΕ=3
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ΤΑΕ       ή         
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ΔΑΕ=3
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ΤΑΕ.                                     (5).
Η σχέση (5) σημαίνει ότι πραγματικά το ύψος ΑΤ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ.

(β). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image31.wmf]∠

Α=1L), οι ΑΜ, ΑΕ, ΑΔ είναι η διάμεσός του, η διχοτόμος του, η ισοκλινής της ΑΜ ως προς την ΒΓ, αντίστοιχα και αν η ΑΤ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ, τότε θα αποδείξουμε ότι το ΑΤ είναι ύψος του τριγώνου ΑΒΓ.

Πραγματικά, αν η ΑΤ δεν είναι ύψος του τριγώνου ΑΒΓ, αλλά ύψος είναι το ΑΤ′, τότε σύμφωνα το παραπάνω ευθύ, θα είναι:     
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ΔΑΕ=3
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Τ′ΑΕ.              (6).

Έτσι, από τις (5) που αληθεύει (υπόθεση) και (6), εύκολα προκύπτει ότι:

                                         
[image: image34.wmf]∠

ΤΑΕ=
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Τ′ΑΕ, οπότε ΑΤ′≡ΑΤ.

Δηλαδή, επειδή το ΑΤ′ ελήφθη ως ύψος, έπεται ότι και το ΑΤ είναι πραγματικά ύψος του τριγώνου ΑΒΓ.

Συμπεράσματα.

Από  τα Θεωρήματα 1α και 17, εύκολα προκύπτει το συμπαίρασμα:

«Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image36.wmf]∠

Α=1L), ΑΜ, ΑΕ, ΑΤ είναι η διάμεσος, η διχοτόμος, το ύψος αντίστοιχα του τριγώνου ΑΒΓ και η ΑΔ είναι η ισογώνιος της ΑΜ ως προς την ΑΤ και το ΑΖΗ είναι ισόπλευρο τρίγωνο, του οποίου η ΖΗ
[image: image37.wmf]∈

ΒΓ (όπου ΒΖ<ΒΕ), τότε οι ΑΖ, ΑΤ, ΑΗ, είναι οι τρεις από τις τριχοτόμους των γωνιών ΒΑΔ, ΔΑΕ, ΔΑΓ, αντίστοιχα (Βλέπε και επόμενο Πρόβλημα 18) 

Μετά το παραπάνω συμπέρασμα, η διατύπωση 2, του Θεωρήματος 1α 

(Συνημμένο 280), ολοκληρώνεται ως εξής: 
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«Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο , μία κορυφή και η απέναντί της πλευράς ισοπλεύρου τριγώνου συμπίπτουν, με την κορυφή της ορθής γωνίας και της υποτείνουσας αντίστοιχα, του ορθογώνιου τριγώνου, τότε και μόνο τότε, κάθε μια από τις δύο άλλες πλευρές του ισόπλευρου τριγώνου, αποτελεί και μία τριχοτόμο, κάθε μιας από τις δύο γωνίες που σχηματίζονται, από την ισοκλινή της διαμέσου της υποτείνουσας του ορθογώνιου τριγώνου και μιας κάθε φορά, από τις κάθετες πλευρές του. Ακόμη, για τα δύο παραπάνω τρίγωνα, τότε και μόνο τότε, και το ύψος του ισόπλευρου τρίγωνου, που περνά από την κορυφή της παραπάνω ορθής γωνίας, αποτελεί και μία τριχοτόμο της γωνίας που σχηματίζεται από την διχοτόμο της παραπάνω ορθής γωνίας και της παραπάνω ισοκλινούς».
Επέκταση του Προβλήματος 2.
Τριχοτόμηση γωνίας τριγώνου.
Πρόβλημα 18 (Σχήμα 13).
Τυχαίου ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ (
[image: image38.wmf]∠

Α=1L), αν ΑΜ, ΑΕ είναι αντίστοιχα η διάμεσός του, η διχοτόμος του και η ΑΔ είναι η ισοκλινής της ΑΜ ως προς την ΒΓ, ζητείται η τριχοτόμηση της γωνίας ΔΑΕ (με κανόνα και διαβήτη).

Λύση.

 (α). Ανάλυση.
Αν ΑΤ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ, δηλαδή είναι 
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ΔΑΤ=2
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ΤΑΕ, τότε σύμφωνα με το αντίστροφο της Πρότασης 17, το ΑΤ είναι το ύψος του τριγώνου ΑΒΓ.
Μετά τα παραπάνω, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
(β). Κατασκευή.
Φέρουμε το ύψος ΑΤ του τριγώνου ΑΒΓ και λέμε ότι αυτό είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ (Η δεύτερη τριχοτόμος προφανώς συμπίπτει στη διχοτόμο της γωνίας ΔΑΤ, που η κατασκευή της γίνεται κατά τα γνωστά).
(γ). Απόδειξη.

Πραγματικά, σύμφωνα με το ευθύ της Πρότασης 17, το ύψος ΑΤ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΕ.

(δ).Διερεύνηση.

Το πρόβλημα αυτό προφανώς, έχει πάντοτε λύση, καθώς πάντοτε είναι δυνατή η κατασκευή του ύψους ΑΤ του τριγώνου ΑΒΓ.

Συμπεράσματα.
            Από τα Προβλήματα 2 και 18, εύκολα προκύπτει το συμπαίρασμα:

«Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image41.wmf]∠

Α=1L), οι ΑΜ, ΑΕ, ΑΤ είναι η διάμεσος, η διχοτόμος, το ύψος αντίστοιχα του τριγώνου ΑΒΓ και η ΑΔ είναι η ισογώνιος της ΑΜ ως προς την ευθεία ΑΤ και αν το ΑΖΗ είναι ισόπλευρο τρίγωνο του οποίου η ΖΗ
[image: image42.wmf]∈

ΒΓ (όπου ΒΖ
[image: image43.wmf]∠

ΒΕ), τότε οι ΑΖ, ΑΤ, ΑΗ, είναι οι τρεις από τις τριχοτόμους των γωνιών ΔΑΒ, ΔΑΕ, ΔΑΓ, αντίστοιχα. 
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Μετά το παραπάνω συμπέρασμα, η διατύπωση του Προβλήματος 2 

ολοκληρώνεται ως εξής: 

Σε τυχαίο ορθογώνιο τρίγωνο, να τριχοτομηθούν (με κανόνα και διαβήτη), οι τρεις γωνίες του που σχηματίζονται από την ισοκλινή, ως προς την υποτείνουσα του τριγώνου, της διαμέσου του (που αντιστοιχεί στην υποτείνουσά του) και μιας καθέτου πλευράς του κάθε φορά, όπως και της διχοτόμου της ορθής γωνίας του ορθογώνιου τρίγωνου (με την παραπάνω ισοκλινή). 
Επέκταση των Θεωρημάτων 1α και 17.
Αυτόματη τριχοτόμηση γωνιών ορθογωνίου τριγώνου.
Πρόταση 19 (Σχήμα 14).
Τυχαίου ορθογώνιου τριγώνου, οι δύο ευθείες που περνούν από την κορυφή Α, είναι τριχοτόμοι των δύο γωνιών που έχουν κοινή πλευρά την ισοκλινή της διαμέσου της υποτείνουσάς του, ως προς την υποτείνουσα αυτή και της αντίστοιχης συμμετρικής ευθείας της παραπάνω ισοκλινούς ως προς την αντίστοιχη κάθετη πλευρά του τριγώνου, αν και μόνο αν, η κάθε μία από τις δύο ευθείες αυτές, σχηματίζει με τη διάμεσο της υποτείνουσας του τριγώνου, γωνία 600.
Απόδειξη.
(α). Ευθύ.

Αν στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image44.wmf]∠

Α=1L), το ΑΤ είναι ύψος, το ΑΜ διάμεσος, το ΑΔ η συμμετρική ευθεία της ΑΜ ως προς το ΑΤ (ισοκλινής) και οι ΑΖ, ΑΖ′ είναι συμμετρικές της ΑΔ, ως προς τις ΑΒ και ΑΓ, αντίστοιχα και αν ΑΡ και ΑΡ′ είναι η μία από τις τριχοτόμους των γωνιών ΖΑΔ και Ζ′ΑΔ, αντίστοιχα, δηλαδή είναι:

[image: image45]
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ΔΑΡ=2
[image: image47.wmf]∠

ΡΑΖ  και  
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ΔΑΡ′=2
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Ρ′ΑΖ′,                                         (1).

τότε θα αποδείξουμε ότι:         
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ΡΑΜ =
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Ρ′ΑΜ=600.                                       (2).

Πραγματικά θα είναι:           
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ΜΑΡ=
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ΜΑΔ +
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ΔΑΡ.                                       (3).

Άρα, αν 
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ΔΑΜ=2ω και λόγω της πρώτης των (1), η (3) γίνεται:
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ΜΑΡ=2ω+2/3.
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ΔΑΖ=2ω+2/3.(2
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ΔΑΒ), ή 
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ΜΑΡ=2ω+4/3.
[image: image60.wmf]∠

ΔΑΒ.    (4).
Από το Α φέρουμε ευθεία που τέμνει την ΒΓ στο Ρ1, τέτοια ώστε:


[image: image61.wmf]∠

ΤΑΡ1=300, οπότε σύμφωνα με το αντίστροφο του θεωρήματος 1α, θα είναι: 
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ΔΑΒ=3/2.
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ΔΑΡ1.                                                 (5).

Επομένως, η (4), λόγω της (5) γίνεται:  
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ΜΑΡ=2ω+4/3.(3/2.
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ΔΑΡ1)=2ω+2
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ΔΑΡ1      ή     
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ΜΑΡ=2ω+2
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ΔΑΡ1.       (6).
Αν από το Α φέρουμε ευθεία ΑΡ′1 τέτοια ώστε 
[image: image69.wmf]∠

ΤΑΡ′1=300 και θέσουμε όπου 

                                
[image: image70.wmf]∠

ΔΑΡ1=φ, τότε και 
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ΜΑΡ′1=
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ΔΑΡ1 =φ.                           (7).

καθώς 
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ΔΑΡ1=300-ω=
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ΜΑΡ′1 =φ.

Συνεπώς, η (6) λόγω της (7), γίνεται:

[image: image75.wmf]∠

ΜΑΡ=2ω+2
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ΜΑΡ′1=2ω+2φ   ή  
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ΜΑΡ=2(ω+φ)=2.300=600.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι είναι και 
[image: image78.wmf]∠

ΜΑΡ′=600.
(β). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image79.wmf]∠

Α=1L), οι ΑΡ, ΑΡ′ είναι ευθείες που 

σχηματίζουν γωνίες 600 με την ΑΜ, τότε θα αποδείξουμε ότι αυτές αποτελούν τριχοτόμους των γωνιών ΔΑΖ και ΔΑΖ′, αντίστοιχα, ή ότι αληθεύει η (1).
Έστω, πχ η ΑΡ δεν είναι τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΖ και τριχοτόμος είναι η ΑΡ2 (Ρ2
[image: image80.wmf]∈

ΒΓ), τότε σύμφωνα με το παραπάνω ευθύ, θα είναι: 
[image: image81.wmf]∠

ΜΑΡ2 =600.  (8).
Αλλά, από την υπόθεση είναι και                           
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ΜΑΡ=600.                        (9).

και οι ΑΡ, ΑΡ2 βρίσκονται προς το ίδιο μέρος της ΑΜ, οπότε από τις (8), (9)
[image: image83.wmf]⇒

 Ρ2≡Ρ και επειδή η ΑΡ2 ελήφθη τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΖ και η ΑΡ θα είναι η τριχοτόμος της γωνίας ΔΑΖ.
Παρατήρηση.

Η ΖΑΖ′ προφανώς είναι ευθεία, καθώς είναι: 
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ΖΑΖ′= 
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ΡΑΡ′ + 
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ΖΑΡ + 
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Ζ′ΑΡ′ = 
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ΡΑΔ +ΔΑΡ′ + ½.
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ΡΑΔ + ½.
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ΔΑΡ′ = 3/2.
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ΡΑΔ + 3/2.
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ΔΑΡ′ = 3/2.(
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ΡΑΔ + 
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ΔΑΡ′) = 3/2.1200=1800 ή 
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ΖΑΖ′ =1800.
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