Επέκταση των Προτάσεων 15 και 23.

Τριχοτόμηση της γωνίας της διαφοράς των Γωνιών Ισοσκελούς Τριγώνου.
Πρόταση 26 (Σχήματα 20 και 21).
Σε τυχαίο ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΒ (ΟΑ=ΟΒ), στην ΟΒ ορίζουμε σημείο Γ, για το οποίο να είναι ΑΓ=ΑΒ και σημεία Δ και Ε, για τα οποία να είναι:   

                                                    
[image: image178.jpg]


ΑΔΒ=
[image: image2.wmf]∠

ΒΑΕ=600..                                        (1).
Να αποδειχθεί ότι οι ΑΔ και ΑΕ είναι οι δύο τριχοτόμοι της γωνίας ΟΑΓ και αντίστροφα.
[image: image1.wmf]∠

Απόδειξη.

Τρόπος 1 (Με αναγωγή στην Πρόταση 23) (Σχήματα 20 ή 21).
Στα σχήματα 20 ή 21, στην ΑΒ ορίζουμε σημείο Θ, για το οποίο είναι ΟΘ=ΘΒ.

Έτσι, επειδή και οι δύο γωνίες ΟΑΓ και ΑΟΘ, αποτελούν την διαφορά των γωνιών του ίδιου  ισοσκελούς τριγώνου ΟΑΒ, θα είναι ίσες.
Επομένως, αντί να αποδείξουμε ότι οι γωνίες ΟΑΓ τριχοτομούνται, αποδεικνύουμε ότι τριχοτομούνται οι ίσες τους γωνίες ΑΟΘ, αναγόμενοι στην Πρόταση 23.
Τρόπος 2 (Αναλυτικός).
Περίπτωση 1. 
Αν 
[image: image3.wmf]∠

Ο>
[image: image4.wmf]∠

Α=
[image: image5.wmf]∠

Β (Σχήμα.20).
Στην περίπτωση αυτή τα σημεία Γ, Δ, Ε, θα βρίσκονται προφανώς στην προέκταση της ΟΒ, προς το Ο.
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Ζητούμενο 1. 

Θα αποδείξουμε πρώτα ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΟΑΓ και αντίστροφα.
(α). Ευθύ.

Θα αποδείξουμε ότι αν 
[image: image6.wmf]∠

ΑΔΒ=600, τότε:

                        
[image: image7.wmf]∠

ΟΑΔ=2
[image: image8.wmf]∠

ΓΑΔ.                                                                      (2).
Προφανώς είναι:                       
[image: image9.wmf]∠

ΑΟΓ=2
[image: image10.wmf]∠

Β,                                               (3).
οπότε στο τρίγωνο ΑΟΓ είναι:

                                                 
[image: image11.wmf]∠

ΑΟΓ=2
[image: image12.wmf]∠

Β=2
[image: image13.wmf]∠

ΑΓΒ,                                   (4), 

ενώ από την υπόθεση είναι και 
[image: image14.wmf]∠

ΑΔΒ=600, οπότε σύμφωνα με το Θεώρημα 3 (Αντίστροφο 1) στο τρίγωνο ΑΟΓ, θα είναι:     
[image: image15.wmf]∠

ΟΑΔ=2
[image: image16.wmf]∠

ΓΑΔ. 

Δηλαδή πραγματικά η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΟΑΓ.
(β). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν στο ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΒ η ΑΔ είναι μία τριχοτόμος της γωνίας 
ΟΑΓ, ή αληθεύει η σχέση (2), τότε θα αποδείξουμε ότι είναι 
[image: image17.wmf]∠

ΑΔΒ=600.    (5).

Αποδεικνύουμε όπως παραπάνω στο ευθύ ότι αληθεύει η (4) και επειδή εδώ 

αληθεύει από την υπόθεση η (2), σύμφωνα με το ευθύ του Θεωρήματος 3 στο τρίγωνο ΑΟΓ, θα αληθεύει και η (5).
Ζητούμενο 2. 

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι και η ΑΕ είναι η δεύτερη τριχοτόμος της γωνίας ΟΑΓ και αντίστροφα.
(α). Ευθύ.

Θα αποδείξουμε ότι αν                       
[image: image18.wmf]∠

ΒΑΕ=600,                                          (5′).
τότε θα είναι:                                        
[image: image19.wmf]∠

ΓΑΕ=2
[image: image20.wmf]∠

ΟΑΕ.                                  (6).

Πραγματικά είναι: 
[image: image21.wmf]∠

ΓΑΕ=
[image: image22.wmf]∠

ΓΑΒ - 
[image: image23.wmf]∠

ΒΑΕ = 
[image: image24.wmf]∠

Ο-600=
[image: image25.wmf]∠

Ο-600 =
[image: image26.wmf]∠

Ο-1/3(
[image: image27.wmf]∠

Ο +
[image: image28.wmf]∠

Α + 
[image: image29.wmf]∠

Β) =2/3.
[image: image30.wmf]∠

Ο-2/3.
[image: image31.wmf]∠

Β =2/3.(
[image: image32.wmf]∠

Ο-
[image: image33.wmf]∠

Β) =2/3. 
[image: image34.wmf]∠

ΓΑΟ ή 
[image: image35.wmf]∠

ΓΑΕ=2/3.
[image: image36.wmf]∠

ΓΑΟ, οπότε: 


[image: image37.wmf]∠

ΓΑΕ =2/3(
[image: image38.wmf]∠

ΓΑΕ+
[image: image39.wmf]∠

ΟΑΕ)=2/3.
[image: image40.wmf]∠

ΓΑΕ+2/3.
[image: image41.wmf]∠

ΟΑΕ ή 
[image: image42.wmf]∠

ΓΑΕ-2/3. ΓΑΕ=2/3.
[image: image43.wmf]∠

ΟΑΕ ή 


[image: image44.wmf]∠

1/3.
[image: image45.wmf]∠

ΓΑΕ=2/3.
[image: image46.wmf]∠

ΟΑΕ ή 
[image: image47.wmf]∠

ΓΑΕ=2
[image: image48.wmf]∠

ΟΑΕ.

(β). Αντίστροφο.

Θα αποδείξουμε ότι, αν αληθεύει η (6), τότε θα αληθεύει και η (5′).

Πραγματικά είναι: 
[image: image49.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image50.wmf]∠

Α+1/3
[image: image51.wmf]∠

ΟΑΓ=
[image: image52.wmf]∠

Α+1/3(
[image: image53.wmf]∠

Ο-
[image: image54.wmf]∠

Α)=
[image: image55.wmf]∠

Α+1/3
[image: image56.wmf]∠

Ο-1/3
[image: image57.wmf]∠

Α =2/3.
[image: image58.wmf]∠

Α+1/3.
[image: image59.wmf]∠

Ο =1/3.(
[image: image60.wmf]∠

Ο+
[image: image61.wmf]∠

Α+
[image: image62.wmf]∠

Β)=1/3.1800=600 ή 
[image: image63.wmf]∠

ΒΑΕ=600.
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Παρατηρήσεις.

(α). Εύκολα αποδεικνύουμε ότι και η Αχ (Σχήμα 20) είναι μία τριχοτόμος της γωνίας ΓΑΗ.

(β). Επειδή 
[image: image64.wmf]∠

ΑΔΒ=
[image: image65.wmf]∠

ΒΑΕ=600 (Σχήμα 20), στον κύκλο ΑΔΕ η ΑΒ είναι εφαπτομένη στο Α, οπότε ΑΒ2=ΒΔ.ΒΕ. Άρα αν ορίσουμε το Δ ή το Ε, τότε εύκολα ορίζουμε το Ε, ή το Δ, αντίστοιχα.

Επίσης, επειδή 
[image: image66.wmf]∠

ΑΓΟ=
[image: image67.wmf]∠

ΟΑΒ=
[image: image68.wmf]∠

Β (Σχήμα 20), στον κύκλο ΑΟΓ η ΑΒ είναι εφαπτομένη στο Α, οπότε θα είναι ΑΒ2=ΒΟ.ΒΓ. Άρα το Γ, μπορεί να ορισθεί εύκολα και με τη σχέση αυτή.
Συμπέρασμα.

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι προφανώς οι ΑΔ, ΑΕ είναι οι δύο 

τριχοτόμοι της γωνίας ΟΑΓ, ενώ η ΒΑχ είναι μία τριχοτόμος της γωνίας ΓΑΗ, που είναι παραπληρωματική της γωνίας ΟΑΓ.
Περίπτωση 2. Αν 
[image: image69.wmf]∠

Ο<
[image: image70.wmf]∠

Α=
[image: image71.wmf]∠

Β. (Σχήμα 21). 
[image: image175.emf]60
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Σχήμα 21.

Στην περίπτωση αυτή τα σημεία Γ, Δ, Ε, θα βρίσκονται προφανώς μέσα στην ΒΟ. 

Ζητούμενο 1. 
Θα αποδείξουμε πρώτα ότι η ΑΔ είναι η μία τριχοτόμος της γωνίας ΟΑΓ και αντίστροφα.
(α). Ευθύ.

Θα αποδείξουμε ότι αν 


[image: image72.wmf]∠

ΑΔΒ=600,             (1).
τότε θα είναι:    


[image: image73.wmf]∠

ΔΑΟ=2
[image: image74.wmf]∠

ΔΑΓ.     (2).
Επειδή το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές (ΟΑ=ΟΒ) και επειδή από την υπόθεση είναι 
[image: image75.wmf]∠

Ο=
[image: image76.wmf]∠

ΒΑΓ<
[image: image77.wmf]∠

Α=
[image: image78.wmf]∠

Β και 
[image: image79.wmf]∠

ΑΔΒ=600, σύμφωνα με την Πρόταση 15 (Ζητούμενο 1), η ΑΔ θα είναι πραγματικά η μία τριχοτόμος της γωνίας ΟΑΓ ή ότι θα αληθεύει η (2).
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(β). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν στο ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΒ, η ΑΔ είναι μία τριχοτόμος της γωνίας 

ΟΑΓ, ή αληθεύει η σχέση (2), τότε θα αποδείξουμε ότι είναι:

                                                        
[image: image80.wmf]∠

ΑΔΒ=600.                                                  (3).

Πραγματικά επειδή δίνεται ότι: 
[image: image81.wmf]∠

ΟΑΔ=2
[image: image82.wmf]∠

ΓΑΔ, τότε:


[image: image83.wmf]∠

ΟΑΓ=
[image: image84.wmf]∠

ΟΑΔ+
[image: image85.wmf]∠

ΔΑΓ=2
[image: image86.wmf]∠

ΓΑΔ+
[image: image87.wmf]∠

ΓΑΔ  ή  
[image: image88.wmf]∠

ΟΑΓ=3
[image: image89.wmf]∠

ΓΑΔ   ή 


[image: image90.wmf]∠

ΓΑΔ=1/3. 
[image: image91.wmf]∠

ΟΑΓ       ή        
[image: image92.wmf]∠

ΓΑΔ=1/3.(
[image: image93.wmf]∠

Β-
[image: image94.wmf]∠

Ο).                                          (4).

Έτσι, λόγω της (4) θα είναι: 
[image: image95.wmf]∠

ΑΔΓ=1800-
[image: image96.wmf]∠

ΓΑΔ - 
[image: image97.wmf]∠

ΑΓΔ =1800-
[image: image98.wmf]∠

ΓΑΔ – 

(
[image: image99.wmf]∠

1800-
[image: image100.wmf]∠

Β) = 
[image: image101.wmf]∠

Β-
[image: image102.wmf]∠

ΓΑΔ=
[image: image103.wmf]∠

Β-1/3
[image: image104.wmf]∠

ΓΑΟ=
[image: image105.wmf]∠

Β-1/3.
[image: image106.wmf]∠

Β+1/3.
[image: image107.wmf]∠

Ο=2/3.
[image: image108.wmf]∠

Β+1/3.
[image: image109.wmf]∠

Ο=

1/3.
[image: image110.wmf]∠

Α+1/3.
[image: image111.wmf]∠

Β+1/3
[image: image112.wmf]∠

Ο= 1/3(
[image: image113.wmf]∠

Ο+
[image: image114.wmf]∠

Α+
[image: image115.wmf]∠

Β)= 1/3.1800 =600  ή  
[image: image116.wmf]∠

ΑΔΓ=
[image: image117.wmf]∠

ΑΔΒ=600. 

Ζητούμενο 2. 

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι και η ΑΕ είναι η δεύτερη τριχοτόμος της γωνίας ΓΑΟ και αντίστροφα.

(α). Ευθύ.

Θα αποδείξουμε ότι αν                       
[image: image118.wmf]∠

ΒΑΕ=600,                                          (5).
τότε θα είναι:                                        
[image: image119.wmf]∠

ΓΑΕ=2
[image: image120.wmf]∠

ΕΑΟ.                                  (6).
Πραγματικά, επειδή:    
[image: image121.wmf]∠

ΒΑΕ=600, θα είναι:  


[image: image122.wmf]∠

ΕΑΟ=
[image: image123.wmf]∠

Α-600=
[image: image124.wmf]∠

Β-1/3.
[image: image125.wmf]∠

Α-1/3. 
[image: image126.wmf]∠

Β-1/3. 
[image: image127.wmf]∠

Ο=
[image: image128.wmf]∠

Β-2/3.
[image: image129.wmf]∠

Β-1/3.
[image: image130.wmf]∠

Ο=

1/3.
[image: image131.wmf]∠

Β-1/3.
[image: image132.wmf]∠

Ο=1/3(
[image: image133.wmf]∠

Β-
[image: image134.wmf]∠

Ο)=1/3. 
[image: image135.wmf]∠

ΟΑΓ ή 
[image: image136.wmf]∠

ΕΑΟ=1/3.
[image: image137.wmf]∠

ΟΑΓ=

1/3. 
[image: image138.wmf]∠

ΟΑΕ+1/3
[image: image139.wmf]∠

ΓΑΕ ή 
[image: image140.wmf]∠

ΟΑΕ-1/3.
[image: image141.wmf]∠

ΟΑΕ=1/3.
[image: image142.wmf]∠

ΓΑΕ ή 

2/3.
[image: image143.wmf]∠

ΟΑΕ=1/3.
[image: image144.wmf]∠

ΓΑΕ ή 
[image: image145.wmf]∠

ΓΑΕ=2
[image: image146.wmf]∠

ΟΑΕ.
(β). Αντίστροφο.

Θα αποδείξουμε ότι, αν αληθεύει η (6), τότε θα αληθεύει και η (5).

Πραγματικά, επειδή 2
[image: image147.wmf]∠

Β+
[image: image148.wmf]∠

Ο=1800 ή 
[image: image149.wmf]∠

Β=900-1/2.
[image: image150.wmf]∠

Ο, θα είναι: 


[image: image151.wmf]∠

ΒΑΕ=
[image: image152.wmf]∠

ΒΑΓ+2/3.ΟΑΓ=
[image: image153.wmf]∠

Ο+2/3(
[image: image154.wmf]∠

Β-
[image: image155.wmf]∠

Ο)=
[image: image156.wmf]∠

Ο+2/3.
[image: image157.wmf]∠

Β-2/3.
[image: image158.wmf]∠

Ο=1/3. 
[image: image159.wmf]∠

Ο+2/3.(900-1/2.
[image: image160.wmf]∠

Ο)=1/3.
[image: image161.wmf]∠

Ο+600-1/3.
[image: image162.wmf]∠

Ο=600, ή 
[image: image163.wmf]∠

ΒΑΕ=600. 
Παρατηρήσεις.
(α). Σχετικές είναι και οι Προτάσεις 11, 15 και 23.
(β). Οι Προτάσεις 15, 23 και 26, είναι δυνατό να αποτελέσουν μία ενιαία Πρόταση, ενώ οι Κατασκευές 16, 24 και 27, είναι δυνατό να αποτελέσουν μία ενιαία Κατασκευή.
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(γ). Επειδή 
[image: image164.wmf]∠

ΑΟΓ=
[image: image165.wmf]∠

ΒΑΓ=
[image: image166.wmf]∠

Ο (Σχήμα 21), στον κύκλο ΑΟΓ η ΑΒ είναι εφαπτομένη στο Α, οπότε θα είναι ΑΒ2=ΒΟ.ΒΓ. Άρα το Γ, μπορεί να ορισθεί εύκολα και με βάση τη σχέση αυτή.
Επίσης στο σχήμα 21, επειδή 
[image: image167.wmf]∠

ΑΕΒ=
[image: image168.wmf]∠

Ο+1/3
[image: image169.wmf]∠

ΟΑΓ=
[image: image170.wmf]∠

ΒΑΓ+
[image: image171.wmf]∠

ΓΑΔ=
[image: image172.wmf]∠

ΒΑΔ ή 
[image: image173.wmf]∠

ΑΕΒ=
[image: image174.wmf]∠

ΒΑΔ, στον κύκλο ΑΔΕ η ΑΒ είναι εφαπτομένη στο Α, θα είναι ΑΒ2=ΒΔ.ΒΕ. Άρα αν ορίσουμε το Δ ή το Ε, τότε εύκολα ορίζουμε το Ε, ή το Δ, αντίστοιχα, με βάση την τη σχέση αυτή.
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Σχήμα 20.
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