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Es bezeichne im Folgenden u(k) wie gewdhnlich diejenige
zahlentheoretische Function, welche

1) fiir ¥ = 1 gleich 1 ist,

.2) wenn k durch eine von 1 verschiedene Quadratzahl teilbar
ist, gleich O ist,

3) wenn jeder Primfactor von & nur einmal in dieser Zahl anf-
geht und ¢ die Anzahl der Primfactoren von % ist, gleich (—1)? ist.

Der schon von Euler ausgesprochene Satz, dass

s #(7»)

k=1

ist, d. h. dass lim 2 “( e® existiert und O ist, ist erst in aller-

z=wok=1

neuester Zeit bewiesen worden und zwar gebiihrt dies Verdienst
Herrn von Mangoldt?!). Derselbe geht von den Untersachungen
der Herren Hadamard und de la Vallée-Poussin iiber die
Riemannsche {-Function aus, und es scheint auch, dass ohne
die Benutzung dieser Arbeiten mit den gegenwértigen Mitteln
der Analysis ein Beweis der Eulerschen Behauptung nicht zu
filhren ist. Setzt man aber in Ubereinstimmung mit Herrn von
Mangoldt die Ergebnisse jener Untersuchungen als bekannt vor-
aus, so kann man, wie im Folgenden ausgefiihrt werden wird, auf
einem recht kurzen Wege zum Ziele gelangen.

Der Beweis, der den Inhalt dieser Dissertation bildet, benutzt
den zuerst von den Herren Hadamard?®) und de la Vallée-
Poussin®) bewiesenen Satz*):

1) ,Beweis der Gleichung 2 (k) = 0%; Sitzungsberichte der Kgl. Preus-
sischen Akademie der Wlssenlchaftlen zu Berlin, 1897, S. 835—852.

2) Bulletin de la société mathématique de France, tome 24, 1896, p. 217.

8) Annales de la société scientifique de Bruxelles, tome 20, 2° partie, p. 251.

4) Bei dem v. Mangoldt’schen Beweise wird ibrigens von diesem Satze
kein Gebrauch gemacht.
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,Wenn &(z) die Summe der natiirlichen Logarithmen aller
Primzahlen =< z ist, so existiert lim o—f)— und ist gleich 1¢,

ist aber abgesehen von diesem angewandten Satze so elementar, als
es der Nachweis einer transcendenten Behauptung sein kann.

§ 1
Es mige unter g(z) die Summe 2 “() verstandén werden,

wo [z] die grisste nicht oberhalb 2 gelegene ganze Zahl bezeichnet ;
hierfiir kann einfacher

M @) = ZE2

geschrieben werden; % hat dann alle positiven ganzen Zahlen <=z
zu durchlaufen. Die Summe bat nur fiir =1 eine Bedeutung;
fiir z <1 sei g(x) = 0.

Unter Anwendung dieser Bezeichnungsweise lauten die beiden
Hilfsséitze , welche Herr von Mangoldt in einfacher Weise am
Anfange seiner Arbeit beweist') und die im Folgenden auch ange-
wendet werden:

Es ist fiir alle z

@) lg@)| =17
und fiir alle z=1
®) logz-g(s)— 3 L0 8% | <34 0,
1

wo C die Eulersche Constante bezeichnet.

Die Ungleichheitsbedingung (3), welche Herr von Mangoldt
nur abgeleitet hat, um sie an einer gewissen Stelle seines Be-
weises *) anzuwenden, dient im Folgenden als Grundlage der ganzen
Untersuchung.

- Was die Summe ZM anbetrifft, so glaubte Mibius*)
bewiesen zu haben, dass sie sich fiir hinreichend grosse z um

1) L c., S. 887—889.

2) Dieser Satz ist, wie ebenda angegeben ist, schon von Herrn Gram in
der Preisschrift bewiesen worden: Undersegelser angaaende Maengden af Primtal
under en given Graense, K. Danske Videnskabernes Selskabs Skrifter, 6te Raekke,
naturvidenskabelig og mathematisk Afdeling, II, 1884, S. 197—198.

3) 1 c, S. 843.

4) ,Uber eine besondere Art von Umkehrung der Reihen®, Journal fur die
reine und angewandte Mathematik, Band 9, S. 122.
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beliebig wenig von —1 unterscheidet; sein Beweis ist jedoch nicht
stichhaltig. Obgleich neuere Schriftsteller den Satz, dass
lim 2 p(k)logk
k

existiere und = —1 sei, fiir wahrscheinlich halten?), ist es noch

nicht einmal gelungen, za beweisen, dass ii(lc_)_l:_o_g_k fiir alle z

zwischen zwei endlichen Grenzen enthalten ist. Da sich nun aus
(3) ergiebt: ‘

- 2p(k)logk|_3+0‘

log z logz
so folgt, wenn man von dem Euler-v. Mangoldtschen Satze
limg(z) = 0
Z=wm
Gebrauch macht, dass
p(k)logk
log z 2 k

sich fiir # = oo der Grenze O nihert.
Wenn es umgekehrt gelingt direkt nachzuweisen, dass

(k) logk
e

loga:
existiert und O ist, so ist hiermit offenbar die Gleichung

s Bk _

3%

bewiesen; denn da alsdann nach Annahme einer beliebig kleinen
positiven Grisse 6 G so bestimmbar ist, dass fiir alle z= G

y(k)logk 0

loga: 2 = 2
und 3+C _ 0
o+t 9
0< logz = 2

1) Z. B. beweist Herr Mertens, welcher die allgemeine Qiltigkeit der Un-
gleichheitsbedingung vermutet:

dass jener Satz richtig ist, wenn diese Relation allgemein erfillt ist (Sitzungs-
berichte der Wiener Akademie, math.-nat. Kl., Bd. 106, Abt. 2¢, 8.774).



ist, so folgt fiir 2 = G:

_ 1 2 p(lc)logk © (k) logk
9@1=|(s@- ve: > )+ gz |
w (k) logl., p (%) logk
glg(x) logxz |+'logx2 l
3+C p(k)logk
= logz +| logz 21: I
SR
also
lim 9(s) = 0.
Der Nachweis, dass fiir
@ o) = 3 e08k
®) 1{>§:Za =0

ist, wird nun im Folgenden geliefert werden.

Um den Gang der Untersuchung nicht unterbrechen zu miissen,
werde folgender einfache Hilfssatz vorangeschickt, der sich iibrigens
schon bei Gram?) findet: es ist

w S 1 [T\ 1 (z\ 1 (=z 1 z\ _
® 2,59(3) = s@+50(3)+59(5)+ -+ olf) =1
In der That besteht der »** Summand % g(%) aus den Gliedern

sl) _ #) 1@ _ e®
1 v v v

1
v

= ¢ v ;
H He
die Summe 2 g( ) besteht also aus Gliedern von der Form £\ ( )

wo n ein Teller von ¢ ist, und zwar durchlduft bei festgeha.ltenem
¢t n alle Teiler von ¢, und ¢ selbst kann allen ganzen Zahlen von

1) L c., S. 197, woselbst in der fir jedes r giltigen Gleichung (43) r = 1
zu setzen ist.




1 bis [«] gleich sein, also ist v
21 (z z 1 i
'gl;,—g(;) =‘2 7?!‘(”);

wo n alle Teiler von ¢ durchliuft; da nun 3ju(n) fiir ¢ =1 gleich
1, sonst gleich O ist, so ergiebt sich, wie behauptet,

z 1 [z
2543 =1

§ 2
Wenn man nun in der Definitionsgleichung (4) von f(x) fiir
k=p0p,.. b,

logk darch logp,+---+1logp, ersetzt ') und alle Glieder zusammen-
fasst, in denen der Loga,rlthmus derselben Primzahl vorkommt, so
ergiebt sich eine Gleichung von der Form

fl@) = 2F(p,2)logp -
wo die Summe sich iiber alle Primzahlen » =< = zu erstrecken hat,
und zwar ist, wie sich leicht ergiebt und von Herrn von Man-
goldt?) zu einem anderen Zwecke gezeigt worden ist

eine Reihe, welche nur aus einer endlichen Anzahl von Summanden
besteht , da der Summationsbuchstabe der 4‘® Summe von 1 bis

[ ] liduft, so dass p' =z, also i < o g sein muss. Demnach ist

!
= o () 350
() fl@) = _p_z_g:xmg(l’) > logp( 1 g(i,)+;1.-g($’.)+...}

» P2 p
Da nun nach (2) fiir alle y
(=1

1) Da log k mit dem Factor "(k) multipliziert ist, kommen nur solche k

vor, welche aus verschiedenen Pr:mfactoren zusammengesetzt gind.
2) L ¢, 8. 840.
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ist, so ergiebt sich fiir den absoluten Betrag der zweiten Summe

 Bomer(ro() () )
=, 2w o) o))

1 1 1 1
= é logp(—,—+ ?-l' I +eet I +)

1 1 1 1
< Bl T T N NP RS T
=p§mlogp pl + 2pl + 2’p’ + + 2u—,p’ + )
1
R AL AR
P=x

<23 log’p

p=z P
<2i log.v

r=1 Y

Bekanntlich convergiert f} loyg.v; somit nihert sich entweder die

zweite Summe auf der recilten Seite von (7) fiir # = oo einer
bestimmten Grenze, oder ihr Wert oscilliert zwischen zwei end-
lichen Unbestimmtheitsgrenzen. Jedenfalls nihert sich also ihr
Quotient durch logz fiir # = co der Grenze 0.

Es werde eine Function %(z) durch die Gleichung

1
® M) = 3 E2y(2)
p<az P p
definiert. Wenn es gelingt, zu zeigen, dass lim lh(.z‘) existiert
und O ist, so ist, da nach (7) B
1 (= 1 (=
ol o5) o))
@ +h@) _ _pZs oer (9 (5:) 379 (3)

logz logz

ist, und, wie wir soeben sahen, die rechte Seite sich fiir grosse z
der Grenze O nihert, die Richtigkeit der Behauptung (5) dargethan.
Der Beweis der Eulerschen Behauptung

o=

ist also auf den Nachweis der Gleichung

lim h@)

smo logz 0
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zurifickgefiihrt, welcher im folgenden Paragraphen erbracht werden
wird.

§ 3.

Nach der Definition der Function & (2)') ist fiir ganze posi-
tive »

#(v)—®(v—1) = logv, wenn » eine Primzahl ist,
= 0, wenn v eine zusammengesetzte Zahl ist,
= logv = 0, wenn » = 1 ist.

ho) = 3 2O=0020) 4(2),

r=1 v

Also ist

wo » alle ganzen Zahlen zwischen 1 und 2 zu durchlaufen hat.

An der Stelle der Function 9 (z) werde nunmehr durch die
Gleichung

9 #(z) = z{l1+s(2)}

eine neue Function &(2) eingefiihrt; anter &(0) moge O verstanden
werden. Es handelt sich nur um Werte von z, die = 0 sind.
Uber die Function &(z) ist Folgendes zu bemerken:

1) Da #(z) seiner Bedeutung gemiss fiir kein x negativ ist,
8o ist stets

s(z)=-1.
2) Da nach Herrn Mertens?) fiir alle
¥(2) <22
ist, so ist stets
ex)<1;

also geniigt &(z) fiir alle  der Ungleichheitsbedingung
10) le@)| =1. |
3) Da nach dem in der Einleitung?) citierten Satz

im 2@ _ 4
z=00 z
ist, so ist
(11) lim ¢(z) = 0.

1)s.8.6,Z 1-2 v. o.

2) ,Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie“, Journal fir die reine und
angewandte Mathematik, Bd. 78, S. 48.

8)s. 8.6,Z 1—-2 v. o.
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. Die Emfiihrung der Function &(z) ergiebt fiir A(z) den Ans-
druck

h(x)=i v+ve(r)—(v—1)—(—1)s(w—1) ( )
= 3 110(2)+ (-2 e -1)(2)
=2 o) E (e ce-vrTee-n)o(3)
Nun ist nach dem Hilfssatze auf S. 8—9
Zyo() =

also ergiebt §ich
12) h@-1 =’él(s(v)—s(v-l))g(%)-{-'gl%a(p_l)g(g).,

~ Fiir die erste der beiden Summen in (12) erhélt man
3 co-eo-1009(2) = 3 «0)o(2)-9(;27)) +eado( )

=2 )( ( ) (1:1))

da z < [z]+1, also g([&/_]xﬁ) = 0 ist.

Wenn bei der zweiten Summe in (12) »+1 statt » geschrieben
wird, so geht sie in

z—1 1 1 1 z
,Z v+1£(v)g(v+1) Ew+18(”)9(v+1)
iiber. Also ist

0 501 = ) le ) ol

0 sei eine beliebig kleine positive Grosse. Dann ist vmwb
(11) G so bestimmbar, dass fiir alle v = G

(14) [s@) | = 3
jst. Es ergiebt sich
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| Ze0s(3)- (qu)) (v)( (3)- (%))l .
dgobl)-G)
éfz;::ls(v)lly(,,) (v+1)|+,§a|v o(2)- g(vf_l)l,

Die rechte Seite wird vergrissert, indem man' |&(v)| in der ersten
Summe durch 1 ersetzt (nach (10)) in der zweiten Summe durch

3 (nach (14)). Es ergiebt sich
M= bl

(15) ]z()( ) (

=3,

R
un ist . ’ |
i) f(%)‘g(vil)l< )|+ o)l
S0+ (wegen @),
also o
(16) p) 9(%)‘9(7:7{” <2(G-1)
und ' .

wo k alle ganzen Zahlen des Intervalles —— +1 (excl.) bis — (mcl)
durchlduft Folghch ist | ,

| (% G 1
BhC)- b, 2 et B
r= v 1’+1 Loom k v=12 z k
@ kDm ‘7_2_k>m
1 1 1 ' © ot
= 2 %t p) 7t p) Lt p %
zzk>5 k>3 k=g mo k>
1 z1
+ 2 'E=21";



also, da stets
Zzléélogaﬁl
ist, o
E (G E R

Ersetzt man aof der rechten Seite der Ungleichheitsbedin-
gung (16) die beiden Summen beziehlich durch die ans (16) und
(17) sich ergebenden griosseren Werte, so ergiebt sich

(18)

()~ {5 =200+ 5 aoge+)

Dle Behandltmg der zwelten Snmme in (13) ist etwas ein-

facher. Es ergiebt ‘sich .

Ev-ln“’”(wfl) .§ 1"(")'|y( )I

<5 le@))
; v+1

"“I (@] te()]
; :-:l +§ v-:l

also | C
z—1 d
® S5 ()g( S25)| = 6-1+5 Qoga+1)
Mit Hilfe von (18) und (19) ergiebt sich also aus (13)

|h(z)| = 1+2G—2+%—logz+—§-+G—1+—§- logz+—g—

= 8G-2+30+3dlogk, « . % /|
algo fir alle ‘ )
I 8G24490 g o
z=e 1%
da alsdann .

[}
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3G-2+30 =}dlogzx

s, |
|h(2)| < }0logz+34dlogz
= .dlogz,
h(z)
(20) | Toss | =e.

Nach Annahme von & ist also ¢ so bestimmbar, dass fiir alle
2= § (20) erfillt ist; folglich existiert lim 0; ; und ist = 0,

Daraus folgt -aber, wie:in den beiden ersten Paragraphen dieser
Arbeit gezeigt worden ist, dass Lim 2 "() existiert und 0

- z=o 1
ist, also die Richtigkeit der in der Uberschnft kurz mit
p® _
2
bezeichneten Gleichnng.
§ 4
Wenn
M(z) = Eu(k)
definiert wird !), so lidsst sich mit Hllfe des Satzes
lim g (z) = 0
nachweisen, dass
im 2@ _
z=w0 &

ist. Herr von Mangoldt?) fiihrt diesen Nachweis indirekt unter
Benutzung der Identitit

g(@) = 21:"—,(09 = é}(M(k)—M(k—l))lk.

Er lisst sich folgendermassen direkt erbringen. Aus der Glei-
chung

M) = So®) = Pk = Zed—-gt-1).k

1) v. Mangoldt, L ¢, p. 850.
2) 1. c., p. 849—861.
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folgt . .
z—1
M(z) = 3 g(]) (k—(k+1))+g ()]
L ;o
= —Z 90 +9 @],
also, da nach Annahme von 8 G so bestimmbar ist, dass

firalle k26 |93

ist,
a—1 z—1
fir z=G IM(&')!'_S_EIZIg(k)l+201|9(k)|+|9(z)l-x
0 0 )
=G-1+5(=]-0)+52
: 0
G-1-_-@G
M(z) 3
|52 |=—F——+18,
also fiir
¢-1-3@
z_>__——d—— und zugleich = G

3 )
|2 | <po+30 = o,

womit die Behauptung
lim M(z)

z=wo &£

=0

bewiesen ist.




Thesen.

L

Es ist wiinschenswert, jeden Existenzbeweis fiir eine mathe-
matische Grisse so zu fiihren, dass sich zugleich ein Weg ergiebt,
auf welchem man zu der als existierend zu erweisenden Grosse
gelangen kann.

2.

Eine Grenze zwischen den arithmetischen und den analytischen
Gebieten der Mathematik kann nicht gezogen werden.

3.
Der Begriff der semiconvergenten Reihe ist ein relativer
Begriff.
4.

Aus der Unmoglichkeit eines perpetuum mobile zweiter Art
lisst sich der zweite Hauptsatz der mechanischen Wirmetheorie
streng beweisen.

5.

Es ist nicht gelungen, die Psychologie auf exacter mathe-
matischer Grundlage zu begriinden,




Vit a.

Natus sum Edmundus Georgius Hermannus Landau
Berolini a. h. 8. LXXVII patre Leopoldo, doctore medicinae et
chirurgiae atque in universitate Friderica Guilelma Berolinensi
nunc professore, matre Johanna e gente Jacoby, quos parentes
adhuc vivos veneror. Fidei addictus sum iudaicae. Gymnasium
frequentavi Berolinense, cui nomen est ,colldge royal francais®.
Ubi maturitatis testimonium a. h. s. LXXXXITII assecutus a Rec-
tore Magnifico Virchow inter cives academicos receptus primum
per duo semestria Berolini, tum per duo semestria Monachii, deinde
per septem semestria rursus Berolini studiis praecipue mathe-
maticis operam navavi.

Docuerunt me viri clarissimi:

Berolini: Arons, de Bezold, Blasius, Du Bois-Rey-
mond (f), Fischer, Frobenius, Fuchs, Glan (}), Harsley,
Hensel, Hettner, Knoblauch, Kundt (}), Paulsen, Planck,
Schmekel, Schwarz, Strack, Stumpf.

Charlottenburgi: Steinitz.

Monachii: Bauer, Bauschinger, Carriere (1), Graetz,
Lindemann, Pringsheim, Thiele.

Seminarii mathematici Monacensis per duo semestria, Berolis
nensis per septem semestria sodalis fui, colloquiis viri illustrissimi
H. A. Schwarz per quinque semestria, exercitationibus, quas vir
clarissimus Planck de rebus mathematico-physicis instituere solet,
per tria semestria interfui; denique in laboratorio, quod nunc est
sub auspiciis viri doctissimi Rosenheim, autumno a. h. s. LXXXXTV
experimentis chemicis operam dedi.

Quibus omnibus viris gratias ago quam maximas, imprimis
professoribus illustrissimis Georgio Frobenius, Lazaro Fuchs,
Conrado Hensel, Hermanno Amando Schwarz.

@Gdttingen, Druck der Dieterich'schen Univ.-Buchdruckerei (W. Fr. Kistaer).










