Οπισθόφυλλο                                                                                         SUP-INF
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Ας είναι Α ένα σύνολο από πραγματικούς αριθμούς, διάστημα ή μη. Όπως σας είναι γνωστό, προκειμένου να περιγράψετε μια ιδιότητα που αφορά το Α, συνήθως περιγράφετε τι ακριβώς συμβαίνει στο τυχαίο στοιχείο x του Α. Πείτε, λοιπόν, ότι: Το 
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είναι άνω φραγμένο, αν υπάρχει ένας τουλάχιστον σταθερός αριθμός φ μεγαλύτερος ή ίσος από το οποιοδήποτε στοιχείο του συνόλου Α. Συμβολικά, θα είναι: 
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Με ακριβώς αντίστοιχο τρόπο μπορούμε να ορίσουμε: 
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Ακόμη:
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Παρατηρήστε τώρα ένα άνω φραγμένο υποσύνολο Α του ( και δεχθείτε ότι φ είναι ένα άνω φράγμα του Α. Τότε, πρέπει να σας είναι φανερό ότι κάθε αριθμός μεγαλύτερος του φ είναι επίσης ένα άνω φράγμα του Α.
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Συνεπώς, τα άνω φράγματα του Α δεν είναι πεπερασμένα και συνιστούν ένα απειροσύνολο.
.


Πιθανώς να θελήσετε τώρα να αξιολογήσετε τα άνω φράγματα του Α. Να αποφασίσετε δηλαδή, ποιο είναι το καλύτερο. Εμείς μπορούμε να σας πούμε μόνο ότι δεχόμαστε ως αξίωμα την παρακάτω πρόταση: 

SUPREMUM-INFIMUM
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Το λ μπορεί να ανήκει ή να μην ανήκει στο σύνολο Α.

Για παράδειγμα: Έστω Α = (2,5]

                                                                                  τότε 
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Αν όμως έχετε Β = (2,5): 


                                                                                  τότε 
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Αξίζει τον κόπο να κατασκευαστεί ένα κριτήριο, προκειμένου να αποφασίζετε πότε ένας αριθμός λ είναι το supremum ενός άνω φραγμένου υποσυνόλου του (. Είναι δύο οι απαιτήσεις που πρέπει να θέσετε: 

α) Το λ να είναι ένα άνω φράγμα του Α.

β) Το λ να είναι το μικρότερο στοιχείο από όλα τα άνω φράγματα του Α. 

    Η πρώτη απαίτηση ικανοποιείται, αν δεχτείτε ότι ισχύει: 
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Στο προηγούμενο σχήμα θα πείτε ότι το λ δεν είναι το sup του Α, γιατί εύκολα μπορείτε να βρείτε έναν άλλον αριθμό 
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, που να είναι 
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και το 
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να είναι επίσης άνω φράγμα του Α.



Για να αποφύγετε αυτές τις περιπτώσεις, πρέπει να απαγορεύσετε σε οποιονδήποτε αριθμό μικρότερο του λ να είναι άνω φράγμα του Α.


Όμως, ο οποιοσδήποτε αριθμός μ μικρότερος του λ μπορεί να παρασταθεί από τον αριθμό λ-(κάτι), ας πούμε λ-ε (με ε οποιονδήποτε θετικό). Θέλουμε, λοιπόν, ο οποιοσδήποτε  λ-ε να μην μπορεί να είναι άνω φράγμα του Α. Και αυτή την απαίτηση μπορείτε να την ικανοποιήσετε, αν δεχτείτε ότι για οποιονδήποτε λ-ε μπορείτε να βρείτε ένα στοιχείο 
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του συνόλου Α που να υπερβαίνει το λ-ε, οπότε αυτομάτως το λ-ε καταργείται ως άνω φράγμα του Α, μια που το 
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. Δεν μένει παρά να διατυπώσετε τις δύο απαιτήσεις σε μία πρόταση.



Τώρα, με ακριβώς αντίστοιχο τρόπο, μπορείτε να ορίσετε το infimum κάτω φραγμένου υποσυνόλου του (:


Και το αντίστοιχο κριτήριο για το μέγιστο εκ των κάτω φραγμάτων γίνεται: 




ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ
1. Έστω 
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 θα δείξουμε ότι supA=2. Πρέπει λοιπόν να δείξουμε ότι: 
α) 
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ισχύει 
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, πράγμα που είναι προφανές.

β) 
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πρέπει να βρούμε ένα 
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Η πιο απλή επιλογή είναι να επιλέξετε για 
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 το μέσον των 2-ε και 2, δηλαδή: 
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και να επαληθεύσετε ότι πράγματι 
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Έτσι, χωρίς εποπτικό αλλά με καθαρά αλγεβρικό τρόπο, απαιτούμε:
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, που ισχύει αφού ε >0.
Ακόμη, πρέπει:
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, που ισχύει αφού ε >0.

Παρατηρήστε ότι 
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, άρα μέγιστο του Α είναι το 2.
2. Έστω 
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. Θα δείξουμε ότι infA=0.



α) Πρέπει 
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 πράγμα που ισχύει, αφού x = 1/ν, 
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β) Πρέπει 
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 να βρούμε έναν 
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 της μορφής 
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Εδώ, για 
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 δεν μπορούμε να επιλέξουμε το 
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, γιατί δεν ξέρουμε αν ο αριθμός 
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 είναι της μορφής 
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Για να έχετε μια άλλη επιλογή για το 
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Καταλήγετε, λοιπόν, να ζητάτε κάποιον φυσικό 
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 μεγαλύτερο από το θετικό πραγματικό 1/ε. Όπως ξέρετε, η επιλογή αυτή είναι πάντα δυνατή, π.χ. αν εκλέξετε 
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, θα έχετε: 
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 και επομένως, ο 
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Ακόμη: 
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Έτσι, λοιπόν, δείξαμε ότι 
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, οπότε το Α δεν έχει ελάχιστο στοιχείο, παρόλο που είναι κάτω φραγμένο.


ΣΧΟΛΙΑ
2.2
Η εισαγωγή των εννοιών supremum και infimum εξυπηρετεί κάτι περισσότερο από τις ανάγκες οποιασδήποτε απαρίθμησης. Αποτελεί πέρασμα από τη διακριτότητα στη συνέχεια, είναι απαραίτητη στην έννοια της κίνησης, και συνάμα προσπάθεια να κατανοηθεί η έννοια της επόμενης στιγμής. Με τα αξιώματα του Peano μπορείτε να θεμελιώσετε τους ακέραιους και από εκεί χωρίς ιδιαίτερα προβλήματα τους ρητούς. Για να προχωρήσετε όμως στους πραγματικούς, έχετε απόλυτη ανάγκη αυτών των εννοιών και κάποιες γνώσεις από τη θεωρία των συνόλων και τη θεμελίωση των ρητών. Και αν βέβαια με τους ρητούς μπορείτε να απαριθμήσετε, με τους πραγματικούς μπορείτε να προχωρήσετε.

2.3
Όταν αξιωματικά δεχόσαστε την ύπαρξη κάποιου ελάχιστου άνω φράγματος supA, τότε πιστεύω ότι κάνετε κάτι πολύ σοβαρό. Πραγματοποιείτε μια κίνηση «συμφιλίωσης» και ταυτόχρονα διαφοροποίησης. Πράγματι, αν εσείς είστε το Α ή ανήκετε σ’ αυτό, ξεχωρίζετε με σαφή τρόπο τα όριά σας και συνάμα «προφυλάσσετε» την πραγματικότητά σας. Υπάρχει μια οντότητα, ένα καθοριστικό όριο, το supA, που σας διαφοροποιεί από ό,τι δεν ανήκει στο Α. Η συμφιλίωση είναι λίγο πιο πολύπλοκη. Η κατασκευή του supA σας αναγκάζει να βγείτε έξω από το Α, να αναγνωρίσετε και το μη Α, αλλά πολύ περισσότερο να ασχοληθείτε μ’ αυτό. Οφείλετε, λοιπόν, να είστε δεκτικοί σε ξένες πραγματικότητες. Ίσως αυτή να είναι μια αναγκαία συνθήκη για να αντιληφθείτε καλύτερα τη δική σας πραγματικότητα. 

Αν � EMBED Equation.DSMT4  ���άνω φραγμένο, τότε το σύνολο των άνω φραγμάτων του Α περιέχει ένα ελάχιστο στοιχείο λ. Ονομάζουμε το ελάχιστο εκ των φραγμάτων του Α supremum του Α και γράφουμε: 


SupA = λ





Αν � EMBED Equation.DSMT4  ���κάτω φραγμένο, τότε το σύνολο των κάτω φραγμάτων περιέχει ένα μέγιστο λ. Oνομάζουμε το μέγιστο εκ των κάτω φραγμάτων του Α: infimum του Α και γράφουμε: 


inf A = λ





Αν � EMBED Equation.DSMT4  ���, ονομάζουμε το supA μέγιστο στοιχείο του Α και αν  � EMBED Equation.DSMT4  ���, ονομάζουμε το infA ελάχιστο στοιχείο 


του Α





Προκειμένου τελικά να χαρακτηρίσετε μια συνάρτηση f ως άνω ή κάτω ή σκέτα φραγμένη, μεταφερθείτε στο σύνολο τιμών f(A) και ό,τι προκύψει για το f(A) το ίδιο ισχύει για τη συνάρτηση f.
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Σύνολο των άνω φραγμάτων του Α
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