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§1.2  Σσναρηήζεις 

 

 Αλ ,f g  είλαη δύν ζπλαξηήζεηο κε πεδίν νξηζκνύ  θαη νξίδνληαη νη ζπλζέζεηο f g            Σ□  ή  Λ□ 

θαη g f , ηόηε απηέο νη ζπλζέζεηο είλαη ππνρξεσηηθά ίζεο. (Επαλ. 2004) 

 

 Αλ γηα δύν ζπλαξηήζεηο ,f g  νξίδνληαη νη f g  θαη g f , ηόηε είλαη ππνρξεσηηθά               Σ□  ή  Λ□ 

f g g f . (Επαλ.2005) 

 

 Αλ νξίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο f g  θαη g f , ηόηε πάληνηε ηζρύεη f g g f .                    Σ□  ή  Λ□ 

(Επαλ.2010) 

 

 Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f  είλαη ζπκκεηξηθή, σο πξνο ηνλ άμνλα x x ,           Σ□  ή  Λ□ 

ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f . (Επαλ. 2012) 

 

 Αλ γηα δύν ζπλαξηήζεηο ,gf  νξίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο f g  θαη g f , ηόηε ηζρύεη              Σ□  ή  Λ□ 

πάληνηε όηη f g g f . (2015) 

 

 Αλ ,f g  είλαη δύν ζπλαξηήζεηο κε πεδία νξηζκνύ ,  αληίζηνηρα, ηόηε ε g f  νξίδεηαη       Σ□  ή  Λ□ 

αλ  f    . (2017) 

 

 Κάζε θαηαθόξπθε επζεία έρεη ην πνιύ έλα θνηλό ζεκείν κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο          Σ□  ή  Λ□ 

ζπλάξηεζεο ηεο f . (2018) 

 

 Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g  έρνπλ πεδίν νξηζκνύ ην  0,1  θαη ζύλνιν ηηκώλ ην  2,3 ,              Σ□  ή  Λ□ 

ηόηε νξίδεηαη  ε f g  κε πεδίν νξηζκνύ ην  0,1  θαη ζύλνιν ηηκώλ ην  2,3 . (επαλ.2018) 

 

 Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  απνηειείηαη από ηα ηκήκαηα ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f  Σ□  ή  Λ□ 

πνπ βξίζθνληαη πάλσ από ηνλ άμνλα 'x x  θαη από ηα ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ άμνλα 'x x , 

ησλ ηκεκάησλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f πνπ βξίζθνληαη θάησ από απηόλ ηνλ  

άμνλα.   (επαλ. 2019) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 Γ΄Λσκείοσ Μαθημαηικά Προζαναηολιζμού – 1ο Θέμα  Σ ή Λ (2004 – 2019)                                                     2 

 

 
Γιώργος  Ι. Μήλιος 
                                                                                                                                                     
 

                                                                 

 

§1.3 Μονόηονες Σσναρηήζεις – Ανηίζηροθη Σσνάρηηζη 

 

 

 Μία ζπλάξηεζε :f   είλαη ζπλάξηεζε 1 1 , αλ θαη κόλν αλ γηα νπνηαδήπνηε                Σ□  ή  Λ□ 

1 2,x x   ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή : αλ 
1 2x x , ηόηε    1 2f x f x . (Επαλ. 2003) 

 

 Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο C  θαη C  ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη 1f   είλαη ζπκκεηξηθέο σο         Σ□  ή  Λ□ 

πξνο ηελ επζεία y x   πνπ δηρνηνκεί ηηο γσλίεο x y θαη x y  . (Επαλ. 2004) 

 

 Αλ ε f  έρεη αληίζηξνθε ζπλάξηεζε 1f   θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  έρεη θνηλό            Σ□  ή  Λ□ 

ζεκείν Α κε ηελ επζεία y x , ηόηε ην ζεκείν Α  αλήθεη θαη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

1f  . (2005) 

 

 Μία ζπλάξηεζε :f   είλαη 1 1 , αλ θαη κόλν αλ γηα θάζε ζηνηρείν y  ηνπ ζπλόινπ       Σ□  ή  Λ□ 

ηηκώλ ηεο ε εμίζσζε  f x y  έρεη αθξηβώο κία ιύζε σο πξνο x . (Επαλ.2006) 

 

 Αλ κία ζπλάξηεζε :f   είλαη 1 1 , ηόηε γηα ηελ αληίζηξνθε ζπλάξηεζε 1f   ηζρύεη :    Σ□  ή  Λ□ 

  1f f x x  , x   θαη   1f f y y  ,  y f  . (2008) 

 

 Υπάξρνπλ ζπλαξηήζεηο πνπ είλαη 1 1 , αιιά δελ είλαη γλεζίσο κνλόηνλεο. (Επαλ.2008)          Σ□  ή  Λ□ 

 

 Μία ζπλάξηεζε f  κε πεδίν νξηζκνύ  Α  ιέκε όηη παξνπζηάδεη (νιηθό) ειάρηζην ζην 
0x  ,  Σ□  ή  Λ□ 

όηαλ    0f x f x  γηα θάζε x . (2009) 

 

 Η ζπλάξηεζε f  είλαη 1 1 , αλ θαη κόλν αλ θάζε νξηδόληηα επζεία ηέκλεη ηε γξαθηθή              Σ□  ή  Λ□ 

παξάζηαζε ηεο f  ην πνιύ ζε έλα ζεκείν. (Επαλ.2009) 

 

 Μία ζπλάξηεζε :f   ιέγεηαη ζπλάξηεζε 1 1 , όηαλ γηα νπνηαδήπνηε 
1 2, xx             Σ□  ή  Λ□ 

ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή: αλ 
1 2xx  , ηόηε    1 2xf x f . (2011) 

 

 Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο C θαη C ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη 1f   είλαη ζπκκεηξηθέο σο           Σ□  ή  Λ□ 

πξνο ηελ επζεία y x  πνπ δηρνηνκεί ηηο γσλίεο x y  θαη x y  . (2011) 

 

             Μία ζπλάξηεζε f  κε πεδίν νξηζκνύ  Α  ζα  ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην                                     Σ□  ή  Λ□ 

0x   (νιηθό) κέγηζην ην  0f x , όηαλ    0f x f x  γηα θάζε x . (Επαλ.2011) 

 

 Αλ κία ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζε έλα δηάζηεκα Δ, ηόηε είλαη θαη 1 1              Σ□  ή  Λ□ 

ζην δηάζηεκα απηό. (Επαλ.2011) 

 

 Μία ζπλάξηεζε f  είλαη 1 1 , αλ θαη κόλν αλ γηα θάζε ζηνηρείν y  ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ ηεο     Σ□  ή  Λ□ 

ε εμίζσζε  f x y  έρεη αθξηβώο κία ιύζε σο πξνο x . (2012) 

 

 Αλ κία ζπλάξηεζε f  είλαη 1 1  ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο, ηόηε ππάξρνπλ ζεκεία ηεο                  Σ□  ή  Λ□  

γξαθηθήο  παξάζηαζεο ηεο f  κε ηελ ίδηα ηεηαγκέλε. (Επαλ. 2013) 

 

 Μία ζπλάξηεζε f  είλαη 1 1  ,αλ θαη κόλν αλ , γηα θάζε ζηνηρείν y  ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ ηεο,   Σ□  ή  Λ□ 

ε εμίζσζε  y f x  έρεη αθξηβώο κία ιύζε σο πξνο x . (2016) 
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 Μία ζπλάξηεζε f  ιέγεηαη γλεζίσο αύμνπζα ζε έλα δηάζηεκα Δ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο,         Σ□  ή  Λ□ 

αλ  ππάξρνπλ 
1 2,x x   κε 

1 2x x , ώζηε    1 2f x f x . (Επαλ.2017) 

 

 

 Αλ έλα ζεκείν  ,   αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο αληηζηξέςηκεο ζπλάξηεζεο f    Σ□  ή  Λ□ 

ηόηε ην ζεκείν  ,  αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε C  ηεο 1f  . (Επαλ.2017) 

 

 

 Η ζπλάξηεζε  f x x  κε x  έρεη κία κόλν ζέζε νιηθνύ κεγίζηνπ. (2018)                     Σ□  ή  Λ□ 

 

 

 Αλ ε f  είλαη αληηζηξέςηκε ζπλάξηεζε, ηόηε νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο C θαη C                    Σ□  ή  Λ□ 

ησλ ζπλαξηήζεσλ f  θαη 1f   αληίζηνηρα είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ επζεία y x . (2018) 

 

 Αλ κία ζπλάξηεζε :f   είλαη  “1-1”, ηόηε θάζε νξηδόληηα επζεία ηέκλεη ηελ                   Σ□  ή  Λ□ 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  ην πνιύ ζε έλα ζεκείν. (Επαλ.2018) 
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§1.4  Όριο ζσνάρηηζης ζηο 
0x   

 

  
0

lim
x x

f x


 , αλ θαη κόλν αλ    
0 0

lim lim
x x x x

f x f x
  

  . (2004)                                              Σ□  ή  Λ□ 

 

 Έζησ κία ζπλάξηεζε f  νξηζκέλε ζε έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο    0 0, ,x x   θαη  έλαο   Σ□  ή  Λ□ 

              πξαγκαηηθόο αξηζκόο. Τόηε ηζρύεη ε ηζνδπλακία :     
0 0

lim lim 0
x x x x

f x f x
 

    .  

                (Επαλ.2008) 

 

 

§1.5 Ιδιόηηηες ηων Ορίων 

 

 Αλ ππάξρεη ην όξην ηεο f  ζην 
0x , ηόηε    

0 0

lim limk k
x x x x

f x f x
 

  , εθόζνλ   0f x              Σ□  ή  Λ□ 

               θνληά ζην 
0x , κε k  θαη 2k  . (Επαλ. 2004) 

 

 

 Αλ ππάξρεη ην   
0

lim ( )
x x

f x g x


 , ηόηε θαη’ αλάγθε ππάξρνπλ   ηα                                           Σ□  ή  Λ□ 

                
0

lim
x x

f x


 θαη  
0

lim
x x

g x


. (2005) 

 

 

 Αλ ππάξρεη ην  
0

lim 0
x x

f x


  , ηόηε   0f x   , θνληά ζην 
0x . (2006)                       Σ□  ή  Λ□ 

 

 

 
0

1
lim 1
x

x

x






 . (2009)                Σ□  ή  Λ□ 

 

 

 Αλ  
0

lim 0
x x

f x


  , ηόηε   0f x   θνληά ζην 
0x . (2010)          Σ□  ή  Λ□ 

 

 

 Αλ  
0

lim 0
x x

f x


 , ηόηε   0f x   θνληά ζην 
0x . (2013)          Σ□  ή  Λ□ 

 

 

 Ιζρύεη όηη x x   γηα θάζε x . (2013)           Σ□  ή  Λ□ 

 

 

 Ιζρύεη όηη : 
0

1
lim 1
x

x

x






 . (2013)            Σ□  ή  Λ□ 

 

 

 Αλ νη ζπλαξηήζεηο ,f g  έρνπλ όξην ζην 
0x  θαη ηζρύεη    f x g x  θνληά ζην 

0x , ηόηε       Σ□  ή  Λ□ 

                  
0 0

lim lim
x x x x

f x g x
 

 . (Επαλ. 2015) 

 

 Αλ νη ζπλαξηήζεηο ,f g  έρνπλ όξην ζην 
0x  θαη ηζρύεη    f x g x  θνληά ζην 

0x , ηόηε       Σ□  ή  Λ□ 

                  
0 0

lim lim
x x x x

f x g x
 

 . (2016) 

 

 
0

1
lim 1
x

x

x






 . (Επαλ.2016)                                   Σ□  ή  Λ□ 
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 Ιζρύεη 
0

1
lim 0
x

x

x






 . (2018)                                                                                                  Σ□  ή  Λ□ 

 

 Αλ  
0

lim 0
x x

f x


 , ηόηε   0f x   γηα x  θνληά ζην 0x .(Επαλ.2019)                                  Σ□  ή  Λ□ 
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 §1.6 Μη πεπεραζμένο όριο ζηο 
0x   

 

 Αλ   
0

lim 0
x x

f x


  θαη   0f x   θνληά ζην 
0x , ηόηε 

 0

1
lim
x x f x

  . (2005)                         Σ□  ή  Λ□ 

 

 Αλ  
0

lim 0
x x

f x


   θαη   0f x   θνληά ζην 
0x  , 

 0

1
lim
x x f x

   . (Επαλ.2009)                      Σ□  ή  Λ□ 

 

 Αλ   
0

lim
x x

f x


 
  

ή   , ηόηε  
 0

1
lim 0
x x f x

 . (Επαλ. 2010)                                               Σ□  ή  Λ□ 

 

 Αλ  
0

lim 0
x x

f x


  θαη    0f x 
   

θνληά  ζην  
0x  ηόηε  

 0

1
lim
x x f x

  . (Επαλ. 2011)           Σ□  ή  Λ□ 

 

 Αλ είλαη  
0

lim
x x

f x


  , ηόηε   0f x   θνληά ζην 
0x . (2012)                                                Σ□  ή  Λ□ 

 

 Αλ  
0

lim 0
x x

f x


  , ηόηε   0f x   θνληά ζην 
0x  . (2013)                                                          Σ□  ή  Λ□ 

 

 Αλ  
0

lim
x x

f x


  , ηόηε   
0

lim
x x

f x


   . (Επαλ. 2013)                         Σ□  ή  Λ□ 

 

 Αλ  
0

lim
x x

f x


   ή   , ηόηε 
 0

1
lim 0
x x f x

  ( 2014)                         Σ□  ή  Λ□ 

 

 Έζησ κηα ζπλάξηεζε f  πνπ είλαη νξηζκέλε ζε έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο    0 0, ,x x  .     Σ□  ή  Λ□  

Ιζρύεη ε ηζνδπλακία      
0 0 0

lim lim lim
x x x x x x

f x f x f x
   

 
     

 
.  (Επαλ. 2014) 

 

 Αλ  
0

lim 0
x x

f x


  θαη   0f x   θνληά ζην 
0x , ηόηε 

 0

1
lim
x x f x

  . (2015)                          Σ□  ή  Λ□ 

 

 Αλ  
0

lim
x x

f x


  , ηόηε   0f x 
 
θνληά  ζην 

0x . (Επαλ.2015)          Σ□  ή  Λ□ 

 

 Γηα θάζε δεύγνο ζπλαξηήζεσλ :f   θαη :g  , αλ  
0

lim 0
x x

f x


  θαη                Σ□  ή  Λ□ 

               
0

lim
x x

g x


  , ηόηε    
0

lim 0
x x

f x g x


    . (2017) 

 

 Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό :                                                                                           Σ□  ή  Λ□ 

«Γηα θάζε δεύγνο πξαγκαηηθώλ ζπλαξηήζεσλ  , : 0,f g   , αλ ηζρύεη  

 
0

lim
x

f x


    θαη   
0

lim
x

g x


  , ηόηε     
0

lim 0
x

f x g x


  ».  

Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. (Επαλ.2018) 
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§1.7  Όρια ζσνάρηηζης ζηο άπειρο 

 

 

 Αλ 1   , ηόηε lim 0x

x



 . (2007)              Σ□  ή  Λ□ 

 

 Ιζρύεη όηη : lim 1
x

x

x




    (2011)              Σ□  ή  Λ□ 

 

 Αλ είλαη 0 1   , ηόηε lim x

x



  . (Επαλ. 2012)                                                Σ□  ή  Λ□ 

 

 Αλ είλαη 0 1   , ηόηε lim 0x

x



 . (Επαλ. 2014)                           Σ□  ή  Λ□ 

 

 Αλ 0 1   , ηόηε lim x

x



  . (2017)                     Σ□  ή  Λ□ 
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§1.8 Σσνέτεια ζσνάρηηζης  

 

 Αλ ε  f
 
είλαη ζπλερήο  ζην  ,   κε   0f    θαη ππάξρεη  ,    , ώζηε   0f        Σ□  ή  Λ□ 

ηόηε  θαη’ αλάγθε   0f   . (2005) 

 

 Αλ κία ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα  Δ  θαη δε κεδελίδεηαη ζε απηό, ηόηε       Σ□  ή  Λ□ 

απηή ή  είλαη ζεηηθή γηα θάζε x  ή είλαη αξλεηηθή γηα θάζε x , δειαδή δηαηεξεί  

πξόζεκν ζην δηάζηεκα Δ. (2005) 

 

 Η εηθόλα  f   ελόο δηαζηήκαηνο Δ κέζσ κηαο ζπλερνύο θαη κε ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο f      Σ□  ή  Λ□ 

είλαη δηάζηεκα. (2006) 

 

 Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζηνλ
0x  θαη ε ζπλάξηεζε g  είλαη ζπλερήο ζην 

0x , ηόηε      Σ□  ή  Λ□ 

ε ζύλζεζή ηνπο g f  είλαη ζπλερήο ζην 
0x . (2007) 

 

 Η εηθόλα  f   ελόο δηαζηήκαηνο Δ κέζσ κηαο ζπλερνύο  ζπλάξηεζεο f  είλαη δηάζηεκα.      Σ□  ή  Λ□ 

(Επαλ.2007) 

 

 Αλ κία ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα  θαη ζπλερήο ζε έλα αλνηθηό δηάζηεκα  ,      Σ□  ή  Λ□ 

ηόηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζην δηάζηεκα απηό είλαη ην δηάζηεκα  ,   , όπνπ  

 lim
x

f x


   θαη  lim
x

f x
 

  . (Επαλ.2007) 

 

 Μία ζπλερήο ζπλάξηεζε f  δηαηεξεί  πξόζεκν ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία         Σ□  ή  Λ□ 

νη δηαδνρηθέο ξίδεο ηεο f  ρσξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. (2008) 

 

 

 Αλ κία ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  θαη ζπλερήο ζε έλα αλνηθηό δηάζηεκα  ,    Σ□  ή  Λ□ 

ηόηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζην δηάζηεκα απηό είλαη ην δηάζηεκα  ,   , όπνπ  

 lim
x

f x


   θαη  lim
x

f x
 

  . (2010) 

 

 Μηα ζπλερήο ζπλάξηεζε f
  

δηαηεξεί πξόζεκν ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία νη     Σ□  ή  Λ□ 

δηαδνρηθέο ξίδεο ηεο f  ρσξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. (2013) 

 

 

 Αλ κία ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα Δ θαη δελ κεδελίδεηαη ζε απηό,              Σ□  ή  Λ□  

ηόηε ε f  δηαηεξεί πξόζεκν ζην δηάζηεκα Δ. (Επαλ. 2013) 

 

 Αλ ε f  είλαη ζπλερήο ζην  ,  , ηόηε ε f
 
παίξλεη ζην  ,   κία κέγηζηε ηηκή Μ θαη        Σ□  ή  Λ□ 

κία ειάρηζηε ηηκή m . (2016) 

 

 Η εηθόλα  f   ελόο δηαζηήκαηνο Δ κέζσ κηαο ζπλερνύο θαη κε ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο f     Σ□  ή  Λ□ 

είλαη δηάζηεκα. (2017). 

 

 Γηα θάζε ζπλερή ζπλάξηεζε  : ,f    , αλ ηζρύεη     0f f   , ηόηε :  

α) ε εμίζσζε ( ) 0f x   δελ έρεη ιύζε ζην  ,  . 

β) ε εμίζσζε ( ) 0f x   έρεη αθξηβώο κία ιύζε ζην  ,  . 

γ) ε εμίζσζε ( ) 0f x   έρεη ηνπιάρηζηνλ δύν ιύζεηο ζην  ,  . 

δ) δελ κπνξνύκε λα έρνπκε ζπκπέξαζκα γηα ην πιήζνο ησλ ιύζεσλ ηεο εμίζσζεο ( ) 0f x   ζην  ,  . 

                                                                                                                                                  (Επαλ.2017) 
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 Γηα θάζε ζπλάξηεζε :f  , όηαλ ππάξρεη ην όξην ηεο f  θαζώο ην x  ηείλεη               Σ□  ή  Λ□ 

ζην 0x  , ηόηε απηό ην όξην ηζνύηαη κε ηελ ηηκή ηεο f  ζην 0x . Να αηηηνινγήζεηε ηελ  

απάληεζή ζαο. (2019) 

 

 Μία πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε :f  δηαηεξεί πξόζεκν ζε θάζε έλα από ηα                  Σ□  ή  Λ□ 

δηαζηήκαηα ζηα νπνία νη δηαδνρηθέο ξίδεο  ηήο f ρσξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. (Επαλ.2019)  


