Συνημμένο 58.

β. Λήμμα 2 (2η Βοηθητική Πρόταση). 

2α(43). Η συμμετροδιάμεσος [3] κάθε μιας πλευράς τριγώνου, είναι συζυγής [5] (§ 8-4.8) με την πλευρά αυτή, ως προς τον περιγεγραμμένο του κύκλο και αντίστροφα.

Απόδειξη (Σχήμα 2).
(α). Ευθύ.
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Θεωρούμε το τρίγωνο ΑΒΓ και την συμμετροδιάμεσό του Αα (α
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Σχήμα 2.

ΒΓ). Θα δείξουμε ότι οι Αα και ΒΓ είναι συζυγείς ως προς τον περιγεγραμμένο κύκλο (Ο,R) του τριγώνου ΑΒΓ 
Πραγματικά, σύμφωνα με γνωστό μας Θεώρημα [5], για τη συμμέτροδιάμεσο Αα, θα είναι:  
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Αν προεκτείνουμε την Αα και αν Δ
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Αα
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(Ο,R), τότε από τα δύο ζεύγη όμοιων τριγώνων αΑΒ, αΓΔ και αΒΔ, αΑΓ, εύκολα παίρνουμε: 
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Έτσι, από τις (1), (2)    
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ΑΒ.ΔΓ=ΑΓ.ΔΒ. Η σχέση αυτή, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [5](§ 8-4.10), σημαίνει ότι και το κυρτό τετράπλευρο ΑΒΔΓ είναι αρμονικό, οπότε οι ΑΔ≡Αα και ΒΓ, είναι συζυγείς, ως προς τον (Ο,R) (ορισμός Αρμονικών Τετραπλεύρων [5]).
[Τούτο φανερώνει ότι η Αα θα περνά και από τον πόλο Κ της ΒΓ(ορισμός συζυγών ευθειών)].

(β). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν οι Αα και ΒΓ είναι συζυγείς, θα δείξουμε ότι Αα είναι συμμετροδιάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ.
Πραγματικά, αν Δ
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(Ο,R), τότε το τετράπλευρο ΑΒΔΓ θα είναι αρμονικό (ορισμός). Άρα, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [5], θα είναι: ΑΒ.ΔΓ=ΑΓ.ΔΒ. 
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.                                                                       (3). 
Ακόμη, θα αληθεύει προφανώς και η σχέση (2) παραπάνω.
Άρα, από τις (2), (3) 
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. Αυτή, σύμφωνα με το αντίστροφο γνωστού θεωρήματος [5), σημαίνει ότι η Αα είναι συμμετροδιάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ.

Παρατηρήσεις. .

(α). Η Πρόταση αυτή έχει καταχωρηθεί στο βιβλίο μας [2] [§ 2α(43)]. Μία άλλη απόδειξη της Πρότασης αυτής δίνουμε στο [2] (παράγραφος 10ι(132) τόμος 10}.
(β). Η αξία της Πρότασης 2α(43), για τις εφαρμογές της, έγκειται στο ότι αληθεύει και το αντίστροφό της.
                                                                                        Θεσσαλονίκη  2-11-2910. 

                                                                                              Νίκος Κυριαζής.
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