Συνημμένο 60.

δ. Λήμμα 4 (4η Βοηθητική Πρόταση). 
2α(48). Σε κάθε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο,R) εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ με ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ
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Σχήμα 4.

δίσκο (Ο,R), αν ένα από τα τετράπλευρά του: 

ΑΒΓΕ, ΒΓΔΖ, ΓΔΕΑ, ΔΕΖΒ, ΕΖΑΓ, ΖΑΒΔ,                                                           (1).
είναι  αρμονικό, τότε αρμονικό θα είναι και ένα άλλο από τα τετράπλευρα της (1), κατά τις αντιστοιχίες: ΑΒΓΕ↔ΔΕΖΒ, ΓΔΕΑ↔ΖΑΒΔ, ΕΖΑΓ↔ΒΓΔΖ.          (2).
                                                                                                                                       Απόδειξη (Σχήματα 4).
1ος Τρόπος (Με βάσει το Λήμμα 1).
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Υποθέτουμε πχ ότι αρμονικό τετράπλευρο είναι το ΑΒΓΕ. Θα δείξουμε ότι και το αντίστοιχο του τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό αν ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ
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δίσκο (Ο,R).
Πραγματικά, σύμφωνα με το Λήμμα 1 (1η Βοηθητική Πρόταση), για το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, για το οποίο είναι
ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (υπόθεση), θα είναι:
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                              (3).

Επίσης, σύμφωνα με το Λήμμα 1 και για το μη κυρτό εξάπλευρο ΑΕΓΔΒΖ, επειδή έχει τις ίδιες διαγώνιες (κύριες) με το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ έχει:  ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ,  θα είναι:
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Από τις σχέσεις (3), (4) 
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 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf].
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 EMBED Equation.3  [image: image7.wmf].

1

=

ΒΖ

ΔΒ

.

ΑΕ

ΕΓ

                                             (5).
Ακόμη, επειδή το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι αρμονικό (υπόθεση), σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [2], θα είναι:              ΑΒ.ΓΕ=ΒΓ.ΕΑ.                                      (6).
Έτσι, η σχέση (5), λόγω της (6), γίνεται: ΔΕ.ΖΒ=ΒΔ.ΕΖ.                                    (7).

Η τελευταία σχέση (7), σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [2], σημαίνει ότι το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό.
Όμοια εργαζόμαστε και για την απόδειξη των υπολοίπων ζευγών τετράπλευρων της σχέσεως (2).
2ος Τρόπος (Με βάσει το Λήμμα 3)..
Υποθέτουμε και πάλι ότι αρμονικό τετράπλευρο είναι το ΑΒΓΕ. Θα δείξουμε ότι και το αντίστοιχο του τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό, αν ΑΔ∩∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ
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δίσκο (Ο,R). 
Πραγματικά, σύμφωνα με το Λήμμα 3 (3η Βοηθητική Πρόταση), για την Κεντ. Δέσμη ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, είναι:               
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Εξάλλου, επειδή από την υπόθεση το τετράπλευρο ΑΒΓΕ, είναι αρμονικό, θα είναι:  ΑΒ.ΓΕ=ΒΓ.ΕΑ  ή  
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Επομένως, η σχέση (8), λόγω της (9), γίνεται:   
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=1  ή  ΔΕ.ΖΒ=ΕΖ.ΒΔ.
Η τελευταία σχέση σημαίνει ότι και το τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό κτλ.

Παρατηρήσεις. .
(α). Η Πρόταση αυτή έχει καταχωρηθεί στο βιβλίο μας [2] [§ 2α(48). 
β).Το ίδιο συμβαίνει προφανώς και αν τ0 ΔΕΖΒ είναι αρμονικό, τότε αρμονικό θα είναι και το ΑΒΓΕ.
                                                                                       Θεσσαλονίκη 8-11-2910. 

                                                                                              Νίκος Κυριαζής.
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