Συνημμένο 61.
ε. Λήμμα 5 (5η Βοηθητική Πρόταση). 
2α(53). Κάθε εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο,R) κυρτό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ με συντρέχουσες διαγώνιες (κύριες) και του οποίου πχ η διαγώνιος ΒΕ περνά από την τομή δύο απέναντι πλευρών του Α2≡ΑΖ∩ ΓΔ, έχει αρμονικά τα δύο τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ και αντίστροφα.
Απόδειξη (Σχήματα 5).
(1). Ευθύ.
Πραγματικά, επειδή από την υπόθεση είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, σύμφωνα με το ευθύ το Λήμματος 3, για την Κεντρική Δέσμη ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, θα είναι:
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Ακόμη, σύμφωνα με το παραπάνω Λήμμα 3, επειδή Α2=ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ (υπόθεση) για την Κεντρική Δέσμη Α2Α, Α2Β, Α2Γ, θα είναι: 
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Από τις σχέσεις (1), (2) 
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ΔΕ.ΖΒ=ΕΖ.ΒΔ.                                   (3).

Άρα, η σχέση (1), λόγω της (3), γίνεται: ΑΒ.ΓΕ=ΒΓ.ΕΑ.                                   (4).

Οι σχέσεις (3) και (4), όπως είναι γνωστό [5], σημαίνουν ότι τα τετράπλευρα ΔΕΖΒ και ΑΒΓΕ, είναι αρμονικά.
(2). Αντίστροφο.
Δηλαδή, αν το δοσμένο κυρτό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει αρμονικά πχ τα δύο τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ, τότε θα είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και Α2=ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ.

Πραγματικά, επειδή τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ είναι αρμονικά από την υπόθεση, θα έχουν: 
[image: image18.wmf]ΒΓ

ΑΒ

.
[image: image19.wmf]ΕΑ

ΓΕ

=1, 
[image: image20.wmf]ΕΖ

ΔΕ

.
[image: image21.wmf]ΒΔ

ΖΒ

=1 
[image: image22.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf]ΒΓ

ΑΒ

.
[image: image24.wmf]ΕΑ

ΓΕ

=
[image: image25.wmf]ΕΖ

ΔΕ

.
[image: image26.wmf]ΒΔ

ΖΒ

.             (5). 

Η τελευταία σχέση, σύμφωνα με το αντίστροφο του παραπάνω Λήμματος 3,σημαίνει ότι είναι: ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.

Εξάλλου, επειδή το τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι αρμονικό (υπόθεση), θα είναι: ΔΕ.ΖΒ=ΕΖ.ΒΔ ή  
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Επίσης, επειδή και το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι αρμονικό (υπόθεση), θα είναι: 
[image: image29.wmf]ΒΓ

ΑΒ

.
[image: image30.wmf]ΕΑ

ΓΕ

=1.                                                                                                            (7).
Από τις σχέσεις (6), (7) 
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Η τελευταία σχέση, σύμφωνα με το αντίστροφο του παραπάνω Λήμματος 3,σημαίνει ότι είναι: Α2=ΑΖ∩ΒΕ∩ΓΔ.
Παρατηρήσεις. .
(α). Μία άλλη διατύπωση του Λήμματος 5, είναι:

«Δύο κυρτά εγγεγραμμένα σε κύκλο τετράπλευρα, τα οποία έχουν μία διαγώνιό τους κοινή και είναι ομολογικά σε δύο ομολογίες που τα δύο κέντρα ομολογίας τους ανήκουν στην κοινή διαγώνιό τους, είναι αρμονικά και αντίστροφα».

(β). Η Πρόταση αυτή έχει καταχωρηθεί στο βιβλίο μας [2] [§ 2α(53).
(γ). Το παραπάνω Λήμμα 3 απεδείχθη πολύτιμο για την απόδειξη Προτάσεων και ιδιαίτερα για Προτάσεις που αφορούν Αρμονικά Εξάπλευρα.
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