Συνημμένο 65.
β.  2η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
10 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

2α(51). Αν ένα κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ έχει αρμονικά τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ, ή ΒΓΔΖ, ΔΕΖΒ, ΖΑΒΔ, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Απόδειξη (Σχήμα 4, του συνημμένου μου 61).
(1). Ευθύ.
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ. Θα δείξουμε ότι τούτο έχει αρμονικά 
τα τετράπλευρα:   ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ ή ΒΓΔΖ, ΔΕΖΒ, ΖΑΒΔ.                          (1).

Σύμφωνα με τον ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων, αρμονικά είναι όλα τα τετράπλευρα της (1), οπότε, είναι φανερό, ότι τούτο αληθεύει. 
(2). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν το δοσμένο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι κυρτό, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) και έχει αρμονικά τα τετράπλευρα μιας τριάδας τετραπλεύρων της (1), τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.
Θεωρούμε πχ ότι το τετράπλευρο αυτό έχει αρμονικά τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ. Θα δείξουμε ότι τούτο είναι αρμονικό.

Σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα, για τα αρμονικά τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ, θα είναι αντίστοιχα: 
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Η σχέση (2), σύμφωνα με το Λήμμα 1, σημαίνει ότι: ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.               (3).
Ακόμη, επειδή αληθεύει η (3) και τα τετράπλευρα:  ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ, είναι αρμονικά (υπόθεση), σύμφωνα με το παραπάνω Λήμμα 4, αρμονικά θα είναι αντίστοιχα και τα τετράπλευρα ΔΕΖΒ, ΖΑΒΔ, ΒΓΔΖ.  Συνεπώς, όλα τα τετράπλευρα της (1), είναι αρμονικά, οπότε σύμφωνα με τον σχετικό ορισμό, το δοσμένο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό.
Συμπέρασμα.
Μετά την παραπάνω  2η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων (10 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων), εξάγεται το συμπέρασμα: Κάθε 

κυρτό εξάπλευρο εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) είναι αρμονικό, αν αρμονικά είναι τα τετράπλευρα τουλάχιστον μιας τριάδας τετραπλεύρων της (1). 
Συνεπώς, στο εξής μπορούμε να χρησιμοποιούμε για τα Αρμονικά Εξάπλευρα, τον παρακάτω Ορισμό:

«Αρμονικό εξάπλευρο ονομάζεται κάθε κυρτό εγγράψιμο σε κύκλο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, αν έχει αρμονικά τα τετράπλευρα μιας τουλάχιστον τριάδας τετραπλεύρων από τις δύο τριάδες τετράπλευρων: ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ ή  ΒΓΔΖ, ΔΕΖΒ, ΖΑΒΔ».
                                                                                                                                           Παρατηρήσεις.
(α). Η Πρόταση 2α(51) έχει καταχωρηθεί στο βιβλίο μας [2] [§ 2α(51).

 (β). Στο ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε προφανώς και αν ληφθεί ότι αρμονικά είναι τα τετράπλευρα    ΒΓΔΖ, ΔΕΖΒ, ΖΑΒΔ.

(γ). Το παραπάνω 10 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων, είναι πολύ σημαντικό, γιατί μας επιτρέπει να έχουμε έναν απλούστερο, από τον αρχικό, ορισμό, για τα Αρμονικά Εξάπλευρα.

                                                                                        Θεσσαλονίκη  20-11-2910. 

                                                                                              Νίκος Κυριαζής.
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