Συνημμένο 66.
γ.  3η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
20 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

2α(47). Αν κυρτού εγγεγραμμένου σε κύκλο εξάπλευρου, οι τρεις διαγώνιές του (κύριες), είναι αντίστοιχα οι φορείς των συμμετροδιάμεσων τουλάχιστον του ενός από τα δίδυμα τρίγωνα του εξάπλευρου αυτού, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Απόδειξη (Σχήμα 4, του συνημμένου μου 61).

(1). Ευθύ.
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, με ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ. Θα δείξουμε ότι οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, είναι οι φορείς  των συμμετροδιάμεσων των δίδυμων τριγώνων ΑΓΕ και ΒΔΖ.
Πραγματικά, σύμφωνα με τον ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων,  αρμονικό 
θα είναι και το τετράπλευρο ΓΔΕΑ, οπότε, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [5], οι διαγώνιές του ΑΔ, ΓΕ, του τετράπλευρου αυτού, θα είναι συζυγείς.
Άρα βλέπουμε ότι η ΑΔ είναι συζυγής με την πλευρά ΓΕ του τριγώνου ΑΓΕ, οπότε η ΑΔ θα είναι ο φορέας της συμμετροδιάμεσου του ίδιου τριγώνου (αντίστροφο του Λήμματος 2).
Όμοια βρίσκουμε ότι στο αρμονικό τετράπλευρο ΖΑΒΔ η ΑΔ είναι συζυγής με την πλευρά ΒΖ του τριγώνου ΔΒΖ, οπότε η ΑΔ θα είναι ο φορέας της συμμετροδιάμεσου του τριγώνου ΔΒΖ.

Με όμοιο τρόπο εργαζόμενοι, βρίσκουμε ότι αληθεύουν και τα υπόλοιπα ζητούμενα.
Συνεπώς, βλέπουμε ότι οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι συμμετροδιάμεσοι και των δύο τριγώνων ΑΓΕ και ΒΔΖ (φορείς).

(2). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν το δοσμένο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι κυρτό, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) και οι διαγώνιές του ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι συμμετροδιάμεσοι (φορείς) πχ του δίδυμου τριγώνου ΑΓΕ ή ΒΔΖ, τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Πραγματικά, αν οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι συμμετροδιάμεσοι (φορείς) πχ του δίδυμου τριγώνου ΑΓΕ, τότε σύμφωνα με το Λήμμα 2 (αντίστροφο), τα ζεύγη ΑΔ-ΓΕ, ΒΕ-ΑΓ, ΓΖ-ΕΑ θα είναι συζυγή. Έτσι, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [5], τα τετράπλευρα ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ, ΑΒΓΕ θα είναι αρμονικά, οπότε σύμφωνα την Πρόταση 2 (αντίστροφο) Αρμονικών Εξάπλευρων (20 Κριτήριο) το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό. 
Στο ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε και όταν μας δίνεται ότι οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι συμμετροδιάμεσοι (φορείς) του δίδυμου τριγώνου ΒΔΖ.

Πόρισμα 1.
Οι τρεις κορυφές κάθε τριγώνου και οι τρεις τομές των συμμετροδιάμεσων του με τον περιγεγραμμένο του κύκλο αποτελούν κορυφές Αρμονικού Εξάπλευρου.
Απόδειξη (Σχήμα 4, του συνημμένου μου 61).

Θεωρούμε το τρίγωνο ΑΓΕ. Αν οι συμμετροδιάμεσοι του τέμνουν τον περιγεγραμμένο τους κύκλο στα σημεία Δ, Ζ, Β αντίστοιχα, τότε το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό.

Η απόδειξη τούτου προφανώς, είναι άμεση συνέπεια του αντίστροφου της παραπάνω Πρότασης 3 των Αρμονικών Εξάπλευρων (20 Κριτήριο).
Πόρισμα 2.
30 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

Αν σε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο εξάπλευρο, με συντρέχουσες διαγώνιες, το σημείο σύγκλισης των διαγωνίων του είναι σημείο Lemoine του ενός τουλάχιστον από τα δίδυμα τρίγωνά του, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Απόδειξη (Σχήμα 4, του συνημμένου μου 61).

(1). Ευθύ.
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, με ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ. Θα δείξουμε ότι το Κ είναι το σημείο Lemoine των τριγώνων ΑΓΕ, ΒΔΖ.

Σύμφωνα με το ευθύ του Κριτηρίου 2, οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, είναι οι φορείς  των συμμετροδιάμεσων των τριγώνων ΑΓΕ, ΒΔΖ, οπότε το σημείο σύγκλισης τους Κ, είναι το σημείο Lemoine και των δύο τριγώνων ΑΓΕ, ΒΔΖ.

(2). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν σε δοσμένο κυρτό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R), είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και το Κ είναι το σημείο Lemoine του τριγώνου ΑΓΕ ή του ΒΔΖ, θα δείξουμε ότι το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.

Αν πχ το Κ είναι το σημείο Lemoine του τριγώνου ΑΓΕ, τότε οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, που περνούν από το Κ, θα είναι και συμμετροδιάμεσοι του τριγώνου ΑΓΕ, οπότε σύμφωνα με το αντίστροφο του Κριτηρίου 2, το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό. 

Παρατήρηση.
Είναι προφανές ότι η απόδειξη του 3ου Κριτηρίου, μπορεί να βασισθεί στο Λήμμα 2.
                                                                                        Θεσσαλονίκη  23-11-2910. 

                                                                                                Νίκος Κυριαζής.
