Συνημμένο 67.
δ.  4η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
40 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

         Αν σε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο εξάπλευρο, οι τρεις διαγώνιές του (κύριες), περνούν ανά μία αντίστοιχα από τρεις μη διαδοχικές κορυφές του εξάπλευρου που έχει κορυφές τις έξι τομές των μία παρά μία πλευρών του αντίστοιχου περιγεγραμμένου εξάπλευρου του δοσμένου εγγεγραμμένου εξάπλευρου, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.
Απόδειξη (Σχήμα 7 ).

(1). Ευθύ. 
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Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, με ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και του οποίου αν Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ' είναι το αντίστοιχο περιγεγραμμένο του εξάπλευρο, με τον (Ο, R) αντίστοιχο κύκλο (Α
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Σχήμα 7.

Ζ'Α', Β
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Α'Β', …), Α'1≡Ζ'Α'∩Β'Γ', Β'1≡Α'Β'∩Γ'Β',…            Ζ'1≡Ε'Ζ'∩Α'Β', θα δείξουμε ότι: 
Α'1
[image: image3.wmf]∈

ΒΕ, Γ'1
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ΑΔ, Ε'1
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ΓΖ  και  Β'1
[image: image6.wmf]∈

ΓΖ, Δ'1
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ΒΕ, Ζ'1
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ΑΔ.                                 (1).
Πραγματικά, επειδή το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό, αρμονικό θα είναι θα είναι πχ και το τετράπλευρο ΑΒΓΕ (αρχικός ορισμός Αρμονικoύ Εξάπλευρου), οπότε, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [5], οι διαγώνιές του  ΒΕ, ΑΓ θα είναι συζυγείς και άρα η ΒΕ θα περά από τον πόλο Α'1 της ΑΓ ή Α'1
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ΒΕ.
Όμοια βρίσκουμε ότι αληθεύουν και τα υπόλοιπα ζητούμενα ή ότι είναι και:  Γ'1
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ΑΔ, Ε'1
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ΓΖ, Β'1
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ΓΖ, Δ'1
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ΒΕ, Ζ'1
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ΑΔ*.
(2). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν στο δοσμένο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ που είναι κυρτό, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R), είναι: Α'1
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ΒΕ, Γ'1
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ΑΔ, Ε'1
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ΓΖ,  ή  Β'1
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ΓΖ, Δ'1
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ΒΕ, Ζ'1
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ΑΔ, θα δείξουμε ότι το ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό εξάπλευρο,
Πραγματικά, αν πχ είναι: Α'1
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ΒΕ, Γ'1
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ΑΔ, Ε'1
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ΓΖ, τότε επειδή τα Α'1, Γ'1, Ε'1, είναι προφανώς οι πόλοι των ΑΓ, ΓΕ, ΕΑ αντίστοιχα, τα ζεύγη ΒΕ-ΑΓ, ΑΔ-ΓΕ, ΓΖ-ΑΕ θα είναι συζυγή, οπότε σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα [5], τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΓΔΕΑ, ΕΖΑΓ, θα είναι αρμονικά.
Συνεπώς, σύμφωνα με το αντίστροφο της παραπάνω 2ης Πρότασης Αρμονικών Εξάπλευρων (10 Κριτήριο), το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό. 
Όμοια αποδεικνύουμε αρμονικό θα είναι το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ και όταν Β'1
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ΓΖ, Δ'1
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ΒΕ, Ζ'1
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ΑΔ.

Πόρισμα.
7ι(211). Οι τρεις κορυφές κάθε τριγώνου και οι τρεις τομές των τριών σεβιανών Gergonne (§ 2στ) του αντίστοιχού του τριγώνου, με τον αντίστοιχό τους κύκλο,

αποτελούν κορυφές Αρμονικού Εξάπλευρου.
                                                                                                                                   Απόδειξη (Σχήμα 7).

Θεωρούμε το τρίγωνο ΑΓΕ και  το αντίστοιχο του τριγώνου Α'1Γ'1Ε'1 (όπου
Α
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Α'1Ε'1, Γ
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 Α'1Γ'1, Ε
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 Γ'1Ε'1) με αντίστοιχο κύκλο τον (Ο, R). Αν Β≡ΕΑ'1∩(Ο,
Σημείωση.
*Από τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι για αρμονικό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, οι Α'1ΒΕΔ'1, Β'1ΓΖΕ'1, Γ'1ΔΑΖ'1, είναι ευθείες.
Ακόμη εύκολα διαπιστώνουμε ότι σε κάθε αρμονικό εξάπλευρο, τα σημεία  Gergonne των δύο ζευγών αντιστοίχων τριγώνων ΑΓΕ-Α'1Γ'1Ε'1 και ΒΔΖ-Β'1Δ'1Ζ'1, συμπίπτουν με το κοινό σημείο σύγκλισης των διαγώνιων του αρμονικού εξάπλευρου.
R), Δ≡ΑΓ'1∩(Ο, R), Ζ≡ΓΕ'1∩(Ο, R), τότε το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό.
Η απόδειξη τούτου προφανώς, είναι άμεση συνέπεια του αντίστροφου της παραπάνω Πρότασης 4 των Αρμονικών Εξάπλευρων (40 Κριτήριο).
                                                                                        Θεσσαλονίκη  25-11-2910. 

                                                                                                Νίκος Κυριαζής.
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