Συνημμένο 68.
ε.  5η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
50 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

2α(50). Αν σε κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R), εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, που έχει τις διαγώνιές του (κύριες) συντρέχουσες και δύο τουλάχιστον από τα έξι τετράπλευρά του ΑΒΓΕ, ΒΓΔΖ, ΓΔΕΑ, ΔΕΖΒ, ΕΖΑΓ, ΖΑΒΔ, είναι αρμονικά, εκτός από τα ζεύγη εκείνα των οποίων τα δύο τετράπλευρα έχουν κοινή διαγώνιό τους μία από τις διαγώνιες του δοσμένου εξάπλευρου*, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.
                                                                                                                                   Απόδειξη (Σχήμα 4, του συνημμένου μου 60).

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:
1η  Περίπτωση.
Τα δύο αρμονικά τετράπλευρα ανήκουν μόνο σε μια από τις δύο τριάδες τετράπλευρων: ΑΒΓΕ-ΓΔΕΑ-ΕΖΑΓ, ή ΔΕΖΒ-ΖΑΒΔ-ΒΓΔΖ.                                (1).
(1). Ευθύ. 
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ. Θα δείξουμε ότι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και ότι όλα τα ζεύγη τετράπλευρων που προκύπτουν από την (1), είναι αρμονικά.
Πραγματικά, επειδή το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό θα είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (1η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων).

Ακόμη, σύμφωνα με τον αρχικό ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων, όλα τα τετράπλευρα της (1), είναι αρμονικά.
Συνεπώς, αρμονικά θα είναι και τα ζεύγη των τετράπλευρων της 1ης Περίπτωσης.
(2). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν στο δοσμένο εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ που είναι κυρτό, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) και έχει ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και του οποίου πχ τα τετράπλευρα ΕΖΑΓ και ΑΒΓΕ είναι αρμονικά. Θα δείξουμε ότι το ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό εξάπλευρο.
Σημείωση.
*Δηλαδή, εξαιρούνται τα ζεύγη τετραπλεύρων: ΑΒΓΕ-ΔΕΖΒ, ΓΔΕΑ-ΖΑΒΔ, ΕΖΑΓ-ΒΓΔΖ.
Αρκεί να αποδείξουμε ότι και το τετράπλευρό του ΓΔΕΑ είναι αρμονικό [αντίστροφο της 2ης Πρότασης Αρμονικών Εξάπλευρων (Κριτήριο 1)].
1ος Τρόπος.
Πραγματικά. αφού τα τετράπλευρα ΕΖΑΓ και ΑΒΓΕ είναι αρμονικά, τα ζεύγη των ΓΖ-ΑΕ και ΒΕ-ΑΓ θα είναι συζυγή ως προς τον κύκλο (Ο, R) και επομένως οι ΓΖ και ΕΒ είναι συμμετροδιάμεσοι του τριγώνου ΑΓΕ (αντίστροφο του Λήμματος 2) και άρα η τομή τους ΓΖ∩ΕΒ≡Κ συμπίπτει με το σημείο Lemoine του ίδιου τριγώνου.
Εξάλλου, από την υπόθεση και η ΑΔ περνά από το Κ. Τούτο φανερώνει ότι η ΑΔ είναι η τρίτη συμμετροδιάμεσος του τριγώνου αυτού. Άρα η ΑΔ θα είναι συζυγής με την τρίτη πλευρά ΓΕ του τριγώνου αυτού, καθώς η ΑΔ είναι συμμετροδιάμεσος του τριγώνου ΑΓΕ (ευθύ του Λήμματος 2). Τούτο σημαίνει ότι και το τετράπλευρο ΓΔΕΑ είναι αρμονικό, οπότε και το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ θα είναι αρμονικό [αντίστροφο της 2ης Πρότασης Αρμονικών Εξάπλευρων (Κριτήριο 1)].
2ος Τρόπος.
Επειδή, από την υπόθεση είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, σύμφωνα με το Λήμμα 1, θα είναι: 
[image: image1.wmf].
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                                                                                         (2).
Ακόμη, επειδή από την υπόθεση τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΕΖΑΓ είναι αρμονικά, θα είναι: 
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Έτσι, η σχέση (2) λόγω των (3), γίνεται: 
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 ή ΑΕ.ΓΔ=ΔΕ.ΓΑ.
Η τελευταία σχέση φανερώνει ότι το τετράπλευρο ΓΔΕΑ είναι αρμονικό, οπότε και το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ θα είναι αρμονικό [αντίστροφο της 2ης Πρότασης Αρμονικών Εξάπλευρων (Κριτήριο 1)].
2η  Περίπτωση.
Τα δύο αρμονικά τετράπλευρα ανήκουν από ένα σε κάθε μία από 

τις δύο τριάδες τετράπλευρων: ΑΒΓΕ-ΓΔΕΑ-ΕΖΑΓ,  ΔΕΖΒ-ΖΑΒΔ-ΒΓΔΖ.      (4).
(1). Ευθύ. 
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ. Θα δείξουμε ότι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και ότι όλα τα ζεύγη τετράπλευρων που προκύπτουν από την (4), είναι αρμονικά.

Πραγματικά, επειδή το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό θα είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (1η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων).

Ακόμη, σύμφωνα με τον αρχικό ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων, όλα τα τετράπλευρα της (4), είναι αρμονικά.
Συνεπώς, αρμονικά θα είναι και τα ζεύγη των τετράπλευρων της 2ης Περίπτωσης.
(2). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αντί των τετράπλευρων ΕΖΑΓ και ΑΒΓΕ που λάβαμε αρμονικά στην 1η Περίπτωση, εδώ δίνεται πχ ότι αρμονικά είναι τα τετράπλευρα ΕΖΑΓ και ΔΕΖΒ.
Επειδή, από την υπόθεση είναι ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ, σύμφωνα με το Λήμμα 4, αρμονικό θα είναι πχ και το τετράπλευρο ΑΒΓΕ, καθώς το ΔΕΖΒ είναι αρμονικό (υπόθεση).
Έτσι, παρατηρούμε ότι το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ θα έχει ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και αρμονικά τα τετράπλευρα ΕΖΑΓ και ΑΒΓΕ, οπότε η 2η Περίπτωση, ανάγεται στην 1η Περίπτωση.
                                                                                        Θεσσαλονίκη  27-11-2910. 

                                                                                                Νίκος Κυριαζής.
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