Συνημμένο 70.
ζ. 7η Πρόταση Αρμονικών Εξάπλευρων.
70 Κριτήριο Αρμονικότητας Εγγεγραμμένων Εξάπλευρων.

2α(54). Αν κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει τις διαγώνιές του (κύριες) συντρέχουσες και δύο τουλάχιστον από τις διαγώνιές του αυτές περνούν ανά μία, από μια τομή απέναντι πλευρών του, τότε και μόνο τότε το εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό.
                                                                                                                                   Απόδειξη (Σχήμα 8).

(1). Ευθύ. 
Θεωρούμε Αρμονικό Εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R). Αν Α2≡ΖΑ∩ΓΔ, Β2≡ΑΒ∩ΔΕ, Γ2≡ΒΓ∩ΕΖ, να δειχθεί ότι:  Α2
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ΒΕ, Β2
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ΓΖ, Γ2
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ΑΔ και ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.
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Ó÷Þìá 8.
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Σχήμα 8.


Πραγματικά, επειδή το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ είναι αρμονικό (υπόθεση), θα έχει αρμονικά πχ τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ (ορισμός), οπότε, σύμφωνα με το αντίστροφο του Λήμματος 5, θα είναι: ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και Α2
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ΒΕ. 

Όμοια βρίσκουμε και ότι: Β2
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ΓΖ, Γ2
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ΑΔ*.
Σημείωση.
* Είναι γνωστό [3], ότι η Α2Β2Γ2 είναι ευθεία (Ευθεία Pascal).
(2). Αντίστροφο.

Δηλαδή, αν το δοσμένο κυρτό εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ, έχει ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και Α2
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ΒΕ, Β2
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ΓΖ, ή Α2
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ΒΕ, Γ2
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ΑΔ ή Β2
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ΓΖ, Γ2
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ΑΔ, τότε εξάπλευρο αυτό είναι αρμονικό,
1ος Τρόπος.
Πραγματικά, αν πχ Α2
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ΒΕ και Β2
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ΓΖ, τότε σύμφωνα με Πρόταση που έχει δημοσιευθεί με εργασία μας στο περιοδικό  της ΕΜΕ «ΔΙΑΣΤΑΣΗ» (τεύχος 3-4/1978, ή δίνεται στο [2] § 2 α (54), θα είναι και Γ2
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ΑΔ.

Τούτο και εύκολα αποδεικνύεται:

Πραγματικά, επειδή Α2
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ΒΕ και Β2
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ΓΖ, οι ΒΕΑ2 ΖΓΒ2, θα είναι ευθείες, οπότε, σύμφωνα με Θεώρημα του Πάππου, οι τομές ΒΓ∩ΕΖ≡Γ2, ΕΒ2∩ΓΑ2≡Δ, ΒΒ2∩ΖΑ2≡Α, θα είναι συνευθειακές ή η ΑΔΓ2 θα είναι ευθεία, ή  Γ2
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ΑΔ.  
Έτσι, επειδή ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ και είναι πχ Α2
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ΒΕ, σύμφωνα με το ευθύ του Λήμματος 5, αρμονικά θα είναι και τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ και ΔΕΖΒ.
Όμοια βρίσκουμε και ότι τα ζεύγη των τετράπλευρων: ΒΓΔΖ, ΕΖΑΓ και ΓΔΕΑ, ΖΑΒΔ, είναι αρμονικά.

Συνεπώς, σύμφωνα με τον αρχικό ορισμό των Αρμονικών Εξάπλευρων, Αρμονικό θα είναι και το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ.
2ος Τρόπος.
Αν πχ Α2
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ΒΕ και Β2
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ΓΖ, επειδή είναι και ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ (υπόθεση). σύμφωνα με το ευθύ του Λήμματος 5, τα τετράπλευρα ΑΒΓΕ, ΔΕΖΒ και ΒΓΔΖ, ΕΖΑΓ, θα είναι αρμονικά.

Έτσι, σύμφωνα με την Πρόταση 5  των Αρμονικών Εξάπλευρων (Κριτήριο 5) (αντίστροφο, Περίπτωση 1 ή 2, παραπάνω), Αρμονικό θα είναι και το εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ.
                                                                                        Θεσσαλονίκη  2-12-2910. 

                                                                                                Νίκος Κυριαζής.
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